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PRÉFACE  DU  TOME  SECOND 


Ce  second  volume  est  consacré  au  calcul  des  inté- 
grales et  à  la  solution  des  équations  différentielles. 
Comme  le  premier,  il  s'adresse  surtout  aux  Ingénieurs; 
il  offre  même  un  caractère  pratique  plus  accentué,  vu 
le  nombre  beaucoup  plus  considérable  des  applications 
géométriques  ou  mécaniques  qu'il  renferme. 

Les  applications  relatives  au  calcul  des  intégrales 
concernent  les  rectifications,  les  quadratures,  les  vo- 
lumes, les  centres  de  gravité,  les  moments  d'inertie, 
etc..  Nous  avons  donné  (pages  346  à  376)  des  tableaux 
contenant  les  formules  que  l'on  rencontre  le  plus  fré- 
quemment ;  et  même,  pour  faciliter  l'emploi  de  ces 
tableaux,  nous  n'avons  pas  craint  de  nous  répéter 
en  plaçant  à  côté  des  types  généraux  quelques  types 
particuliers  ;  c'est  ainsi  que,  après  avoir  donné  les  inté- 
grales où  figure  le  trinôme  mx^  -\~  2nx  +  /?,  nous 
avons  donné  aussi  celles  qui  renferment  les  trinômes 
—  mx^  -[-  2nx  -^  p,  x^  -{-  6^^  x^  —  a\  {x  —  a){x—  b). 

Les  applications  relatives  aux  équations  différen- 
tielles sont  empruntées  à  la  théorie  de  l'élasticité,  à 
la    résistance   des   matériaux,    au    mouvement    des 
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fluides,  à  l'électricité,  etc..  II  ne  pouvait  évidemment 
entrer  dans  notre  cadre  d'exposer  les  théories  physiques 
ou  mécaniques  conduisant  aux  équations  différen- 
tielles traitées  par  nous;  il  nous  a  suffi  d'indiquer  le 
sens  précis  de  chaque  lettre,  puis  de  donner  la  solution 
des  équations  considérées,  de  telle  sorte  que  l'ingénieur 
n'ait  plus  qu'à  traduire  en  nombres  les  résultats 
obtenus. 

Pour  donner  satisfaction  aux  lecteurs  qui  voudraient 
pousser  plus  avant  leur  instruction  mathématique, 
nous  avons  fait  place  à  quelques  théories  qu'on 
pourra  omettre  dans  une  première  lecture;  telles  sont 
la  réduction  des  intégrales  abéliennes,  ou  la  méthode 
de  Jacobi  pour  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre.  Nous  avons  aussi  laissé 
entrevoir  qu'il  peut  exister,  pour  les  problèmes  les 
plus  simples,  des  solutions  discontinues  ou  même  des 
solutions  non  analytiques  ;  mais,  nous  avons  évité  de 
nous  étendre  sur  les  considérati'ons  qui  permettent 
d'exclure  ou  de  prévoir  de  telles  solutions,  notre  but 
se  bornant  à  avertir  le  lecteur  qu'il  faut  parfois  sortir 
des  sentiers  battus. 

Nous  sommes  heureux  d'offrir  nos  remerciements  à 
M.  Emile  Picard  qui  a  bien  voulu  résumer,  spéciale- 
ment pour  notre  ouvrage,  ses  beaux  travaux  sur  les 
méthodes  d'approximation  relatives  aux  équations  dif- 
férentielles ordinaires  ou  aux  dérivées  partielles.  Ce 
sujet  est  bien  propre  à  intéresser  les  ingénieurs  ;  il  est 
même  assurément  peu  de  recherches  qui  puissent  leur 
être  plus  utiles. 

La  même  raison  nous  a  amenés  à  insister  sur  le  calcul 
des  variations  ;  ce  calcul  a  parfois  paru   rebutant  à 


PREFACE  VIP 


cause  de  la  complication  des  formules  générales.  En 
nous  restreignant  volontairement  aux  cas  les  plus 
simples  qui  sont  aussi  les  plus  usuels,  et  en  changeant 
profondément  le  mode  d'exposition,  nous  espérons  avoir 
fait  de  ce  chapitre  un  des  plus  attrayants  du  calcul 
intégral. 


ERRATUM  DU  TOME  SECOND 


fPage    55,  ligae  13,  au  lieu  de  :  pa?^,  lire  :  p-^2. 

75,      »     5,  mettre  le  signe  —  devant  la  fraction,  après  le  mot  «  log  », 

98,      »     4,  l'égalité  (15)  doit  être  écrite  ainsi  :  I  =  —  ^  log  2. 

101,  »     3  en  remontant,  rétablir  la  barre  de  fraction  entre  les  lettres 

è  et  a. 
id.,  dernière  ligne,  après  le  signe  +,  écrire  C. 

102,  ligne  6,  au  lieu  de  :  a,n,  lire  :  A„,. 

105,  dernière  ligne,  lire  :  dans  laquelle  les  coefficients  d  sont  entiers. 
155,  ligne  6,  au  lieu  de  :  Z,  lire  :  z. 

166,  »     6,  le  paragraphe  doit  être  numéroté  125. 

167,  »      10,  au  lieu  de  :  z,  lire  :  Z. 

173,      »     7,  la  lettre  a  doit  avoir  l'indice  h  et  la  lettre  p  l'indice  j. 

191,      »      14.  en  remontant,  au  lieu  de:  138,  lire  :  139. 

224,      »      10  et  11,  au  lieu  de  :  168  à  171,  lire  ;  169  à  172.  •   . 

249,      >.      10,  rétablir  la  parenthèse  entre  les  lettres  f  et  x. 

id.,       »      11,  au  lieu  de  :  tendue,  lire  :  étendue. 

278,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (35  bis),  mettre  le  signe  -{- 

entre  ï'du  et  Qdv. 

308,  ligne  2  en  remontant,  le  premier  terme  du  second  membre  doit  être 

1 
précédé  du  facteur  -  . 

345,  la  dernière  ligne  se  termine  par  ds  et  non  par  ys. 

353,  ligne  3,  sons  le  second  radical,  aie  lieu  de  :  a-  -{-  x^,  lire  :  a^  +  x^. 

2 

354,  »     1,   immédiatement  après  le  signe  ^=,  au  lieu  de  :  — - , 

Va^  —  ô2 

lire  :    , r  . 

368,      n     3,  au  lieu  de  :  segment  =  ab  arc  sin x\/a'^  —  x'^,Ure: 

°  a       a 

Y   I  X        b         \ 

segment  =  g  (  «,6  arc  sin  — j —  x  \/a'^  —  x'^\. 

481,      »     15,  au  numérateur  de  la  fraction,  au  lieu  de  :  o»,  lire  :  «2- 
626,      »     9  en    remontant,   entre   (72)  et  le  mot  «  devient  »  ajouter 

«  (chap.  i)  ». 
663,      »     13  en  remontant,  au  lieu  de  :  Ampère,  lire  :  Ampère, 
id.,       »     7  en  remontant,  au  lieu  de  M.  Kowaleski,  lire  :  M^^  Kowaleskî. 
666,      »     4,  au  lieu  de  /"g,  lire  :  f^. 
752,  le  numéro  du  paragraphe  est  605  et  non  695. 
"^74,  ligne  8  en  remontant,  rétablir  la  lettre  y  sous  le  radical  après  le  signe — . 


CHAPITRE  PREMIER 
DES  INTÉGRALES  INDÉFINIES 


Rapfiel  de  cléflnîlions  et  cléfiiiUioiis  nouvelles 
Premières  propriétés 

1.  Nous  avons  eu,  à  plusieurs  reprises,  dans  le  premier 
volume,  l'occasion  de  donner  les  premières  définitions  du 
calcul  intégral.  Rappelons-les  rapidement. 

Considérons  la  somme 

n  —  1 
0 

dans  laquelle  i  reçoit  les  valeurs  0,  1,  2....  n  —  1  et  où  ^i 
représente  un  nombre  quelconque  compris  entre  x^  et,rj_^j; 
on  suppose,  de  plus,  que  x^  =  a,  et  œ^  =  b,  a  ei  b  étant  deux 
constantes.  Nous  avons  démontré  (t.  I,  n°  3),  par  des  considé- 
rations géométriques  et  l'on  démontrerait  aisément,  par  une 
méthode  analytique  analogue  à  celle  que  nous  avons  .déve- 
loppée n°  282,  que  cette  somme  a,  lorsque  les  différences 
Xij^i  — Xi  tendent  toutes  vers  zéro,  une  limite  bien  définie; 
nous  supposons  pour  le  moment  que  f  {x)  reste,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b,  continue  et  bien  déter- 
minée. On  appelle  cette  limite  somme  de  a  k  b,  ei  on  la  désigne 
par  la  notation 

f(œ)dx. 
^  a 
Calcul  infinitésimal  1 
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Cette  expression  s'appelle  aussi  une  intégrale  définie  ;  a  et 
h  sont  les  limites  de  cette  iutégrale,  et  il  est  essentiel  de  reinar- 
quer  qu'il  n'y  a  aucun  lien  entre  les  limites  et  la  lettre  qui 
figure  dans  l'expression  f(x)dx.  Ainsi  on  a 


f  {x)dco  = 


f(oi.)do 


L'intégrale  définie  ne  dépend  que  de  ses  limites.  La  différen- 
tielle f[x)dx  s'appelle  aussi  la  quantité  sous  le  signe  j  ou 
V expression  à  intégrer. 

H,  Si  la  limite  supérieure  b  est  variable^  et  nous  la  désigne- 
rons alors  par  x,  l'intégrale  définie  devient  une  fonction  à.'x 
qu'on  appelle  une  intégrale  indéfinie  ;  cette  intégrale  indéfinie 
a  pour  dérivée  f{x)  (I,  n°  4)  ;  ainsi  l'on  a 


[{y)  do 


n^), 


(2) 


et  l'intégrale  indéfinie  est  une  fonction  primitive  de  f[x). 

3.  Soit  cp  [x)  une  fonction  primitive   quelconque  de  f{x). 
Nous  avons  démontré  (n°  234)  que 


f{a.)drx  ==  (f(b)  —  (p(a) 


(3) 


On  écrit  souvent 

4.  Voici  maintenant  quelques  propriétés  évidentes  du  nou- 
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veau  symbole  dans  lequel  nous  supprimerons,  pour  la  rapidité 
de  l'écriture,  l'expression  ditférentielle  /(a)û?a.  Soit 

f?  ^  c  >>  6  >>  a  ; 
on  aura 

/-»à  rifi  rtC  '  .-td 

'~    f  f  I  ^^^ 

5.  Si,  dans  la  définition  de  Tintégrale  définie^  on  change  le 
signe  de  toutes  les  différences  Xij^y  — Xi,  on  voit  immédia- 
tement que 

(S) 

«^  a  '-■'  b 

6.  Il  résulte  des  n^*  3  et  5  la  dérivée  d'une  intégrale  définie 
par  rapport  à  sa  limite  inférieure  : 

Ta    /    n^)d-^  =  -r{^^)  (6) 


H,  On  a  encore  évidemment 

/     I^A  f{x)  H-  Bo(^)  +  Oh{x)  ^  .Adx 

/-.&  /^^  ^h 


X 


a 


A,  B,  C...  étant  des  constantes.  Et  la  relation  subsiste  pour 
les  intégrales  indéfinies,  à  condition  d'ajouter  au  second 
membre  une  constante  arbitraire,  puisque,  pour  passer  à  l'in- 
tégrale indéfinie,  il  suffit  de  rendre  variable  la  limite  supérieure. 
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Théorèmes  de  la  iiioj  eiiiie 

8,  Soit  M  la  plus  grande  et  m  la  plus  petite  des  valeurs 
que  peut  prendre  la  fonction  f  {x)  entre  a  et  b.  Comme  on  a 
évidemment,  en  supposant  ^;  +  ^  >>  Xi, 

M(a?;+  1    —  x)  >  fC^i)  («^H    1  —  ^i)  >  H^i+l   —  ^i)' 

on  aura  aussi 

i  =  n  —  1 


y 

i  =  0 


M{xi + 1  —  ^i)  >  2  /"(•'■)  (^' + 1  ~  ^'^  >  2  "^("^' + 1  ~~  ^0' 


c'est-à-dire,  en  supposant  b  "^  a, 


M(b  —  «)  >    /     f{a))dcc  >  m(5  —  a). 


Si,  comme  nous  l'avons  supposé,  la  fonction  f{x)  est  con- 
tinue, le  produit  {b  —  a)  f{x)  passe  par  toutes  les  valeurs 
comprises  entre  m{b  —  a)  et  M(6  —  a)  et,  en  particulier,  il 
y  aura  une  valeur  |  de  ^  comprise  entre  a  et  b,  telle  que  l'on 
ait 


f{x)dx  =  {h  —  a)f(c),  (7) 


C'est  dans  cette  dernière  égalité  que  consiste  le  premier 
théorème  de  la  moyenne;  elle  suppose  essentiellement^  rap- 
pelons-le^ l  compris  entre  a  et  b. 

Si  l'on  désigne  par  F  [x)  une  fonction  primitive  de  f{x), 
l'égalité  (7)  peut  s'écrire 

Yijj)  ~  Y{a)  =  {b-  a)n^  ; 
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on   retrouve  ainsi  le  théorème  des  accroissements  finis  (t.  I, 
n»  37). 

9.  Considérons  maintenant  une  fonction  ^{x)  qui  reste  posi- 
tive pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b,  et 
conservons  les  notations  du  numéro  précédent  ;  on  aura 
encore 

Mcp(fi)  (a^i  +  ,  —  Xi)  >  cp(^;)  f{h;)  (xi  +  1  -  x,)  >  ?n<f{^i)  (a^i  + ,  —  a-;) 

En  faisant  la  somme  de  toutes  les  inégalités  analogues  pour 
i  =  0,  1,  2...  71  —  1,  et  passant  à  la  limite,  comme  le  veut  la 
définition  de  l'intégrale  définie,  on  trouve 

M    /      o(oS)dx  >>    I     f(ci:)  '~ii[x)dx  >>  m     1      ^(o:;)dœ. 


On  peut  encore  écrire,  pour  les  mômes  raisons  qu'au  n°  8 

^{x)f{x)dx  =  fi^)  'f{x)dx,  (8) 

^  étant  compris  entre  a  et  b.  Nous  donnerons  à  cette  égalité 
le  nom  de  second  théorème  de  la  moyenne  (*). 
Ainsi  l'intégrale 


[ 


d.x 


dans  laquelle   on  suppose   x   et   k^  inférieurs  à  l'unité,  est 
égale  à 

1  /  dx 


(*)  On  réserve  souvent  ce  nom  à  un  théorème  un  peu  plus  compliqué, 
dû  à  0.  Bonnet,  dont  nous  n'aurons  pas  à  faire  usage. 
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c'est-à-dire  à 


arc  sin  x 


V^l  —  W^ 


On  peut  encore  écrire,  en  remplaçant  \  par  zéro  et  par  un 
successivement, 


do:  arc  sin  x 


0 


Objet  du  calcul  intégral 


10.  Le  calcul  intégral  a  pour  objet  de  déterminer  les  inté- 
grales indéfinies  connaissant  leurs  différentielles^  de  calculer 
les  valeurs  des  intégrales  définies,  même  dans  les  cas  où  l'in- 
tégrale indéfinie  ne  peut  être  obtenue,  d'étudier  les  propriétés 
des  intégrales  indéfinies  lors  même  qu'elles  ne  peuvent  ôtre 
exprimées  à  l'aide  d'aucune  fonction  antérieurement  connue, 
d'étendre  cette  étude  au  cas  où  la  variable  devient  imaginaire. 
Des  problèmes  analogues  se  posent  avec  plusieurs  variables. 
On  sait  encore  déterminer  certaines  fonctions,  connaissant  une 
relation  dite  équation  différentielle,  entre  la  fonction  et 
quelques  unes  de  ses  dérivées,  traiter  le  même  problème  lorsque 
plusieurs  fonctions  d'une  variable  sont  reliées  par  un  même 
nombre  d'équations  différentielles,  étudier  une  fonction  de 
plusieurs  variables  étant  donnée  une  relation,  dite  équation 
aux  dérivées  partielles,  entre  ses  dérivées  de  divers  ordres 
par  rapport  à  ces  variables,  s'élever  enfin  au  cas  de  plusieurs 
fonctions  satisfaisant  ù  un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles.  Chemin  faisant,  nous  rencontrerons  d'autres  recher- 
ches suggérées  par  les  problèmes  dont  il  vient  d'être  question. 
Ce  premier  chapitre  sera  consacré  à  la  recherche  des  intégrales 
indéfinies  qui  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  de  fonctions  anté- 
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rieurement  connues,  c'est-à-dire,  au  fond,  à  la  recherche  des 
fonctions  primitives  ;  nous  écrirons 


f(a;)dx 


au  lieu  de 


/■(a)c?a, 


le  changement  de  la  limite  inférieure  n'influant  que  sur  la 
constante  arbitraire  qui  doit  être  ajoutée  à  la  fonction  pri- 
mitive. 


Extension  de  la  notion  d'intéarale  définie 


11,  La  fonction  /  (x)  a  été,  jusqu'à  présent,  supposée  con- 
tinue et  bien  déterminée.  On  peut,  dans  une  certaine  mesure, 
supprimer  la  première  condition.  D'abord,  il  est  évident  que 
f[x)  peut  avoir  un  nombre  fini  de  discontinuités  dans  le  champ 
de  l'intégration.  Supposons,  en  effet,  que  pour  x  =  œ^,  f[x) 

saute  brusquement  de  la  valeur  pB 

K 


à  la  valeur    pC,  l'élément   de    la 
somme  (1), 

qu'on  peut  faire   correspondre  à 

JC ^  ^^^  OC Q  —  £  et  30 1  _i_  .  zz^:  OC Q  ~-\-  £  ^  X6IÎQ. 

vers  zéro,  quelle  que  soit  la  valeur 

donnée  à  f{^^,  lorsque  s  et  z   tendent  vers   zéro  ;  sa  valeur 

n  —  1 

n'influe  donc  pas  sur  la  somme  ^  f{^i){xi^^  —  ■ï';).  L'intégrale 

0 

représente  encore  Taire  aABGMfjia. 


0      a 


FlG.    1 


12.  En   second  lieu,  admettons  que,  pour  x  =  x^,  f(x)  de- 
vienne infinie.  Ici  il  faut  y  regarder  de  plus  près. 
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Reprenons  l'égalité  (4)  que  nous  écrirons  ainsi 

s  ^  x„  +  z' 

L'intégrale  intermédiaire 

/  f(x)dœ, 

*^  SCo  —  E 

qui  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  e  et  t' lorsque  f{x)  de- 
meure finie,  perd  toute  signification^  en  général,  si  f{x)  de- 
vient infinie  pour  x  =  x^.  Supposons  alors  que  les  intégrales 

f  {x)dûc        et  /  f{œ)dx 

^  Xo  +  s' 

aient,  dans  les  mômes  hypothèses,  des  limites  bien  détermi- 
nées ;  nous  prendrons  pour  définition  de  l'intégrale  définie 
l'égalité 


■»Xo  —  s  ^b 

f{oo)dx  =  \\m.     I  f(x)dcc -^]im     1  f[x)dx.    (9) 


£  =  O 

«^'  Xo  +  z 


rtCCo  +  s' 

Cette  définition  ne  suppose  pas  que  l'intégrale    /  tende 

*^  Xo  —  Z 

vers  zéro  ;  mais,  si   cette  dernière  intégrale  tend  vers  zéro 
lorsque  s  et  e'  tendent  d'une  manière  quelconque  vers  zéro,  les 

^x„  r>OCo  +  s' 

intégrales    /        et .  /  tendent  évidemment  vers  zéro  ;  les 


et,  / 
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intégrales  qui  figurent  dans  le  second  membre  de  l'égalité  (9) 
ont  des  limites  et  cette  égalité  s'applique. 

13,  Considérons  par  exemple  l'expression 


f 


+  1 


«y_  1 


L'intégrale  indéfinie  de  x^dx  est 


et  l'on  aura  (n''  3) 


/         X  dx  = 

J—  1 


__  i-(-  ir+^ 

a  ■+  1 


Mais  il  faut,  pour  que  cette  formule  subsiste,  que  x'^  ne 
devienne  pas  infinie  dans  le  champ  de  l'intégration,  c'est-à- 
dire  que  a  soit  positif,  ou,  si  cet  exposant  est  négatif,  que  les 
conditions  exposées  au  n°  12  soient  remplies. 

Dans  ce  dernier  cas,  x'^  devient  infinie  pour  a;  =  0,  et  nous 
avons  à  examiner  l'intégrale 

e'a  +  1  _  (_  e)a  +  1 


tX/      \A"JU     ——— 


a  -h  l 


lorsque  e  et  e'  tendent  simultanément  vers  zéro.  Pour  que  cette 
intégrale  devienne  nulle,  il  faut  et  il  suffît  que  l'exposant  a  +  1 
soit  positif,  ce  qui  donne  la  condition 


a> 
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On  a  alors 


Z  =  O      J  £    =  O 

—  1  «^—1 


a  -h  1  "^  a  +  1 


comme  dans  le  cas  où  a  est  positif. 

I 
Si  a  ==  —  1 ,  on  a  ^*  =  -  , 


dx       , 

—  =  log  X, 


ce  qui  exige  essentiellement  que  x  soit  positif. 
L'intégrale 

.+  1 

dx 

"x' 
1 

n'a  aucun  sens  jusqu'à  présent. 

x'^dx  et    /        x'^dx 

—  1     .  ^o 

sont  infinies  et  leur  somme  n'a  aucun  sens. 

14.  Les  limites  de  l'intégrale  ont  été,  jusqu'à  présent, 
supposées  finies.  Faisons  maintenant  croître  à  l'infini  la  limite 
supérieure  b.  Si  l'intégrale  tend  vers  une  limite,  on  aura,  par 
définition. 


f{x)dx  =  lim      /     f{x)dx. 


DES    INTEGRALES    INDEFINIES  M 


15.  Soit  par  exemple /"(a:)  =  —  ,(/?>  1). 
On  aura 


et 


I     dx 1 

I      ^  "■  1  —  p  \bi'-^        al'- 
b 


dx 1  1 

"^  \  —p  ai'-^' 


(10) 


a 


Si  au  contraire  p  est  inférieur  ou  égal  à  l'unité,  le  symbole 
n'a  plus  de  sens  ;  le  second  membre  de  (10)  croit  sans 
limite. 

16.  Il  n'existe  pas  de  règle  générale  pour  reconnaître   si 
/      f{xyiœ  est  bien  déterminée,  pas  plus  qu'on  ne  sait  en 

*    a 

général,  reconnaître,   si   lintégrale    1     f {x)dx  conserve  un 

sens  défini  lorsque /"(.z)  devient  infinie  pour  une  valeur  de  x 
comprise  entre  a  et  b. 

Voici  deux  théorèmes  qui  permettent  de  résoudre  la  question 
dans  des  cas  assez  étendus. 

1  Tt.  Si,  pour  X  =  Xo,  f{x)  devient  infinie^  mais  si  le  produit 
[x  —  ,2'o)*/"(^)  conserve  une  valeur  finie,   a  étant  inférieur  à 

r' 

Vunité,  rintègrale   j     f{x)dx,  où  l'on  a  a  <iXo<ih^  aura  un 

^  a 

sens  bien  déterminé. 
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Il  suffit  évidemment,  à  cause  de  la  définition,  de  démontrer 
que  chacune  des  intégrales  suivantes 


f 


f{x)dûo         et  /     f\oG)dœ, 


a  un  sens  bien  déterminé  ;  la  démonstration  est  la  même  pour 
les  deux.  Nous  n'examinerons  que  la  première.  Soit  A  la  limite 
du  produit  [x^  —  œY  f{x),  on  aura,  pourvu  que  x  soit  suf- 
fisamment voisin  de  x^  {x  ■<  x^), 

A  -  £  <  (^„  ■-  ccYr{x)  <  A  H-  £, 

E  étant  un  nombre  donné  aussi  petit  qu'on  voudra.  On  déduit 
de  là 


A  —  £  ^.    s  A  +  £ 


et  par  suite 


fJrï.  *y  ri. 


Or  l'intégrale  qui  figure  dans  le  premier  et  dans  le  troi- 
sième membres  a  une  valeur  L  bien  déterninée.  L'intégrale 

j      f[x)dx  a  donc  une  limite  A  X  L  bien  déterminée. 

De  même, si  ce  produit  ne  tend  pas  vers  zéro,  et  si  a  est  supérieur 

r 

à  l'unité,  l'intégrale    /      fix^dx  n'a  pas  de  sens  ;  l'expression 

*^  a 

croît  sans  limite  quand  t  tend  vers  zéro.  La  démonstra- 
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tion  est  identique  à  celle  qui  vient  d'être  donnée  :  on  pourra, 
pour  £  suffisamment  petit,  et  en  supposant,  par  exemple 
{Xo  —  xY  f[x)  positif,  trouver  un  nombre  n  tel  que  l'on  ait 

{x^  —  o:f  f  {x)  >  n, 

ou,  comme  {x^  —  a?)*est  positif, 

{ûG„  —  x) 

OU,  en  intégrant 

f{x)dx  >>  n 


ypCfj        Xj 
L'intégrale  du  second  membre  a  pour  valeur 

1     r  1 1      1 

et  croit  sans  limite  lorsque  e  tend  vers  zéro. 

18.  Si,  pour  X  infini,  le  produit  x''  f{x)  reste  inférieur  en 

f  {x)dx 

aura  une  limite,  pourvu  que  n  soit  supérieur  à  Vunité. 

Supposons  positives  les  quantités  x,  f{x),  et  par  suite  L,  ce 
qui  facilite  l'écriture  sans  diminuer  la  généralité  de  la  démons- 
tration. On  aura 

oc''  f{x)  <  L, 

d'où 
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et,  en  intégrant, 


ï-'  a 


Lorsque  x  croît  à  l'infini,  le  second  membre  a  une  limite  finie  ; 
il  en  est  donc  de  même  du  premier  qui  est  une  somme  de  quan- 
tités positives. 

En  particulier,  si  L  est  la  limite  du  produit  «"  f[x),  on  aura 


'  ^  '  n  —  1  a"^ 


Au  contraire  si  n  est  supérieur  ou  égal  à  l'unité  et  si  le 
produit  x"  f{x)  reste,  pour  x  suffisamment  grand,  supérieur 

f      f  [x)dx 

a 

n^aura  pas  de  limite.  La  démonstration  étant  analogue  aux 
précédentes,  nous  nous  dispenserons  de  la  donner. 

19.  Par  exemple,  les  deux  théorèmes  précédents  permettent 
d'affirmer  que 

/  dx 


]         {x  —  x^)  {.X  —  x^  {ce  —  0^3). ..  ' 
^  a 

est  infinie,  tandis  que 


dx   ^  ,  I  dx 

et 


/         \'i^x^  —  g^x  —  g,  /       v/(l  —  00-)  (1  —  k^x-)  ' 

ont  des  valeurs  bien  déterminées,  x^  étant  une  racine  du  poly- 
nôme soumis  au  radical  et  a  un  nombre  inférieur  à  cette  racine, 
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mais  supérieur  à  la  racine  qui  est  immédiatement  inférieure  à 
x^.  A  vrai  dire  une  nouvelle  difficulté  se  présente  ici,  les 
quantités  soumises  au  radical  pouvant  être  négatives  ;  mais 
nous  supposerons,  dans  ce  cas,  qu'on  a  changé  tous  les  signes, 
sauf  à  multiplier  l'intégrale  par  sj —  1. 

r  ^ 

De  même  ^on  peut  affirmer  que    l       e    'dx  k  une  valeur 

finie. 

Rappelons  que  les  théorèmes  de  la  moyenne  permettent 
d'aller  plus  loin.  Nous  avons  vu  par  exemple  (n**  9)  que 
l'inté'Jfrale 


dx 


V/(1  —  x")  (1  —  A-^o;-^) 
'0 


est  comprise  entre 

2  ^'1  -li'  2' 


L'intégrale 


ï 


peut  s'écrire 


I  =     y     e  ~  ^''dxy 
«-'0 


,1 

e  ~  -'-"dx  -+-    /       e~  ^''dx. 


0 


i 


Pour  les  valeurs  de  x  positives  et  inférieures  à  l'unité   on 
aura 

.oi  -  ,.1 

/     e~  '■'-  xdx  <C    /     6  ■"  ^-'dx. 
♦-^0  «-'0  : 
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La  première  expression  peut  s'intégrer  complètement,  car 

1         9 

on  connaît  la  fonction  primitive  de  xe  ~'",  qui  est  —  ^  e  "'"  ; 

on  a  donc 


e-^  xdx  =  s    1 


0 


-^0 

et 

|(l  -^-)<    /    e-Vx<l,  (11) 

en  remarquant,  pour  écrire  la  dernière  inégalité,  que  e"^"  est 
toujours  inférieur  à  un. 

On  aura  de  même,  pour  x  compris  entre  1  et  oo  , 

0  ■<!    /       e  ~  -''dx  <C   I       e  ~  ^'xdx 
ou 


0<    /       e'-'dx<^~.  (12) 


Donc  finalement  on  aura^  en  ajoutant  les  inégalités  (il)  et 
(12)  membre  à  membre, 

La  valeur  exacte  de  I  est  —f,  comme  on  le  verra  dans  le 
second  chapitre. 

30.  Le  tliéorème,  énoncé  au  début  du  n°  18,  impose  à  f[x) 
la  condition  d'avoir  zéro  pour  limite  lorsque  x  devient  infinie. 
Mais  cette  condition  n'est  nullement  nécessaire  et  f{x)  peut 
être  indéterminée.  Nous  en  verrons  des  exemples  dans  le  cha- 
pitre suivant. 
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SI.  H  importe  de  vérifier  que  les  propriétés  établies  aux 
n°^  3  et  suivants  pour  les  intégrales  ordinaires  subsistent  avec 
l'extension  que  nous  avons  donnée  à  ce  mot. 

Supposons  d'abord  que,  pour  x  =  c^  f[x)  devienne  infinie, 
mais  que  la  fonction  primitive  '^{x)  reste  finie  et  continue.  On 
a  par  définition 

f{oc)d.v  =    lirn       /  f(x)dx -h    h'ni       /  f  {ci;)d.v 

t^o    ]  z=oJ 

=  lim      c{/(c  —  z)  —  vj{a)    H-  lim      <^{b)  —  cp(c  +  £') 

E   =    o'-  '-'£'  =  0'-  '  J 

=  cp(&)  ?(«)• 

Même  démonstration  pour  les  formules  des  n"''  4,  5,  6  et  7. 

HH.  tl  résulte  des  n°®  précédents  que  le  calcul  des  intégrales 
définies  se  trouve  singulièrement  simplifié  lorsqu'on  connaît 
l'intégrale  indéfinie.  C'est  à  la  recherche  de  cette  dernière 
intégrale  que  sera  consacrée  la  fin  du  chapitre. 


Intégration  par  jiarties 

S3.  Cette  première  méthode  d'intégration  est  fondée  sur  la 
formule 

d.uv  =  udo  H-  vdu, 
qu'on  peut  écrire 

udv  =  d.uv  —  vdu, 
ou,  en  intégrant, 


/   tidv  =  uv  —     Il 


vdu.  (13) 


Calcul  infinitésimal 
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Si  Tintégrale  I  vdu  rentre  dans  celles  qui  viennent  d'être 
établies  (ou  qui  s'en  déduisent  imnaédialement),  lalormule  (13) 
fera  connaître  /  udv. 

24.  Par  exemple,  soit 

u  =  arc  sin  x  dv  ■=  dx, 

la  tormule  (13)  donne 


/       xdœ 

arc  sin  œ  dx  =  x  arc  sin  x  —    /    ~/P=~^~^ 

/    /l  —  a;- 


=:  X  arc  sin  x  -\-    j    ci.  i^\  —  x- 
=  X  arc  sin  x  -+-  y'I  ■ —  x^ 

De  même  soit  : 

u.=  h  X,  dv  =  dx  ; 


/        dx 
hxdx  ==  x\jX  —    /    X  — ^-  =  xhx  —  X, 

f  X 


On  aura  de  même 


x^"Lxdx  =  — r  Lx  —    /    — - — -.  dx- 

m  -h  1  !    m  -\-  l 


Lx  — 


VI  -+-  i  {ni  +  \y 


Considérons  encore  l'intégrale 


x-dx 
[x  sin  X  H-  cos  xy^ 
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que  nous  écrirons,  en  multipliant  et  divisant  par  la  dérivée  de 
la  parenthèse,  x  cos  x. 


cos  X  (ce  sin  oa  -+-  cos  xy  ' 

On  peut  alors  appliquer  la  formule  (13)  en  posant 

_     .y l_ 

cos  x^  X  sin  X  -h  cos  x^ 

ce  qui  donne 

X  X  cos  X  dx X  1  /      dx 

cos  X  [o:  sin  x  -h  cos  .r)-  cos  x  x  ■s.xw  x  -\-  cos  x         1    cos-o; 

X  1 


cos  XX  sin  X  -\-  cos  j; 
sin  X  —  X  cos  a? 


tanor  x 


X  sin  a?  +  cos  x 
On  verrait  de  même  que 

x^dx  0?  sin  j:;  H-  cos  x 


(sin  0?  —  X  cos  iJ7)^  siri  a-  —  x  cos  a:;* 

35.  La  méthode  précédente  peut  être  appliquée  plusieurs 
fois  de  suite. 

Soit  par  exemple  P{x)  ou  simplement  P  un  polynôme  de 
degré  7i;  soient  P',  P",  ses  dérivées  successives  par  rap- 
port à  X.  Comme  e^'dx  est  une  différentielle  exacte,  on 
aura  successivement 


Ve-'-^dx  =  —  Pe--^  -h    /    P'e--'dx, 


P'e-^dx=  —  P'e-^-i-    /    P"e-'dx 
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')e-^'c?a;  =  —  P("-i)e-^  +    /    PHe-^c?a? 


PWe-  '^div  =  —  PWe-^ 


d'où,  en  ajoutant  toutes  ces  égalités  membre  à  membre  et 
posant 

F(x)  =  —  [P  +  F  H-  P"  f  H-  P("-i)  -h  P(")], 

Pe-^c?^  —  F(a;)e-^.  (14) 


26.  L'exemple  précédent  a  pu  être  poussé  jusqu'au  bout 
parce  qu'un  des  deux  facteurs  du  produit  s'est  trouvé  être  une 
dérivée  n™®  exacte.  Il  en  sera  de  même  dans  tous  les  cas  ana- 
logues et  nous  pouvons  écrire  la  formule^  obtenue  en  appli- 
quant p  fois  la  formule  (13), 


uvi")dx  =  uv("  -  ')  —  u'vi'^  -  ^)  +  i(,"vi''-^) 

(15) 
(^ —  iyu(î')v("-i'  -  ^)+  ( —  1)^'  +  ^    /   îi^i'  +  ^)y("  -i'-  ^)dx. 


Si,  pour  une  valeur  de  p^  la  dernière  intégration  peut  être 
effectuée,  il  en  résultera  la  valeur  du  premier  membre  de 
l'égalité  (15)  sous  forme  fmie. 

27.  Il  est  clair  qu'une  différentielle  étant  donnée,  il  se  pré- 
sente une  infinité  de  manières  de  la  décomposer  en  un  produit 
de  deux  facteurs.  L'habileté  du  calculateur  consiste  précisé- 
ment dans  le  choix  du  mode  de  décomposition  qui  fera  réussir 
k  méthode  d'intégration  par  parties.  On  en  a  vu,  au  n°  24,  un 
exemple  intéressant. 
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En  voici  un  autre  qui  nous   conduira  à   une   formule  très 
usuelle.  Soit  à  intégrer 


Nous  écrirons 

I^,j  =r=    /    sin"'-  'o;.  sin  ocdx  ; 

ce  qui  donne,  en  intégrant  par  parties, 

I„,  =  —  sin'"-^^  cos  oc  -{- (m —  1)    /    sin'"-^^  cos-xdx     (16) 

Remarquons  maintenant  que  cos^j^  =1  —  sinV  ;  la  dernière 
intégrale  s'écrira 

sin'»- 2^(1    —  sin^w)dœ  =    j    sin'''-^xdx  —    j    shV'ixda) 

— — •  'm —  2  'm- 

La  formule  (16)  deviendra  donc 

7n],n  =  —  sin'"  "  la?  cos  a?  +  (m  —  1)  Im-  2  (l"^) 

C'est  une  formule  de  réduction  et,  si  m  est  un  nombre 
entier,  on  est  sur,  en  l'appliquant  plusieurs  fois,  de  ramener 
le  problème  à  l'intégration  de  ï^  ou  de  Jo,  qu'on  sait  effectuer 
puisque 

Tj  =    1    sin  xdcG  =  —  cos  x, 


J  n    f  Cv  tX/ Ju  ■ 
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On  obtiendrait  évidemment  de  même 

28.  Nous  avons,  dans  le"  cours  du  calcul  précédent,  décom- 
posé une  intégrale  en  deux  par  la  simple  formule 

(u  -h  v)dx  =    1    udx  H-    I    vdx^ 


déjà  signalée  au  n°  7.  Le  procédé  est  trop  évident  pour  être 
érigé  en  méthode;  il  importait  cependant  de  le  signaler. 

D'ailleurs  il  est  d'un  usage  constant,  et,  combiné  avec 
d'autres  méthodes,  il  permet  souvent  d'obtenir  des  intégrales 
d'aspect  compliqué.  Nous  en  donnerons  un  dernier  exemple. 
Soit  à  intégrer 


dx 


{x-  H-  a-)'" 
Nous  écrirons 


J.     /   Cl"  +  a^--  —  a-^  ;     _i  T  _  i    /         "^'"^^        (\%\ 


Nous  appliquerons  la  méthode  d'intégration  par  parties  à  la 
dernière  intégrale,  mise  d'abord  sous  la  forme 


xdx 


ce  qui  donne 


J \ /  _1 ___    J[ 7. 


DES    INTEGRALES    INDEFINIES  23 

et  finalement,  en  revenant  à  l'équation  (18), 

y 1 2 m  —  3  1  .  ,,Qs 

'"  ~  2{m  —  \)a\a'  +  x^'  -  '  "^  2  m  —  2  â^    '"-^  ^^^ 

C'est  une  nouvelle  formule  de  récurrence  dont  l'appliccition 
répétée  conduira  évidemment  au  résultat  lorsque  m  sera 
entier. 

Dans  le  cas  particulier  où  m  =  2  et  «  =^  1  on  a 


la  formule  (19)  est  illusoire  lorsque  m  est  égal  à  l'unité. 

Intégration  par  snbstîtntîon 

29.  Une  autre  méthode  consiste    à   changer    de  variable. 
En  d'autres  termes,  dans  l'intégrale   /  f{.r)dx,  on  pose 

00  =  cp(/) 

d'où 

dx  =  o'{t)dt, 
et  Ton  considère  la  nouvelle  intégrale 

^{t)o'{t)dl, 


'\[t)  désignant  ce  qu'est  devenue  f[x)  lorsqu'on  y  a  remplacé 
./•par  ^[t).  Cette  dernière  intégrale  peut  être  facile  à  calculer 
•dans  des  cas  où  la  première  ne  l'est  pas. 
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30.  Soit,  par  exemple, 

i        dx 


I    /l  —  ^2 
Posons 


X  =  sin  t,     dx  =  cos  tdt. 


L'intégrale  devient 


dt  =  t  =  arc  sin  x. 

J 

On  a  donc 


dx 

arc  sin  x. 


ce  qui  était  un  résultat  connu. 
Considérons  encore  l'expression 

xdx 

On  pose 

00^- =  t        d'où         2xdx  =  dt. 


et  l'intégrale  devient 


On  a  donc 


l  dt  l         .        , 


r  =  jî  arc  tanff  x- 

l  -h  x'-       2  ° 


DES    INTEGRALES    INDEFINIES  25 

Soit  enlïn  à  inté2:rer 


-"O' 


1=1    Sivc  iangxdcc. 
On  posera 


a7=-lanff^  d'où  c^a?  =  — 5-, 

°  cos-î 


Intégrons  par  parties 

I  =  Hang^—    I    iâug  t  cU  =  t  tang  t 


—  sin  t  dt 
cos  t 


Posons  dans  la  dernière  intégrale  cos  t  ^u,  elle  devient 


—  =  Lu  =  L  cos  t  =  L 


u  \/l  H-  cc^  ' 

Le  résultat  cherché  est  donc 


arc  tangx  dx  =  x  arc  tang  j?  —  ^  L{1  H-  a;-)  ; 


C'est  bien  la  formule  du  n°  22. 

31.  La  légitimité  de  la  méthode  résulte  de  ce  que  la  différen- 
tielle d'une  fonction  reste  la  même  quelle  que  soit  la  variable 
à  l'aide  de  laquelle  on  l'exprime  (I.  n°  68).  Mais  il  y  aura  lieu, 
lorsqu'on  reviendra  aux  intégrales  définies  (qui  sont  fondées  sur 
la  notion  de  somme),  de  voir  s'il  ne  faut  pas  apporter  quelques 
restrictions  à  l'usage  des  changements  de  variables. 
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Nous  nous  bornerons,  pour  le  moment,  aux  indications  qui 
précèdent  et  nous  aborderons  immédiatement  l'étude  des  classes 
de  fonctions  dont  on  sait  effectuer  l'intégration. 


Intégration  des  fractions  rationnelles 

S*Jt,  On  appelle  fraction  rationnelle  le  quotient  de  deux 
polynômes  entiers.  Dans  le  cas  particulier  où  le  dénominateur 
est  une  constante,  on  a  un  polynôme  entier  qu'on  sait  intégrer 
puisqu'on  sait  intégrer  une  somme  (n°  7)  ainsi  que  l'expression 
œ'"\  Gomme  de  plus  on  sait  mettre  toute  fraction  sous  la  forme 

0  +  B' 

où  Q  est  un  polynôme  entier  et  R  un  polynôme  de  degré 
inférieur  au  degré  de  B,  finalement  nous  n'avons  à  considérer 

que    des  fractions   de    la    forme  ^^  dans    lesquelles    nous 

supposerons  le  dénominateur  de  degré  m  et  le  numérateur  de 
degré  au  plus  égal  km  —  1.  On  peut  évidemment  supposer  les 
deux  termes  de  la  fraction  premiers  entre  eux. 

33.  Soit  a  une  racine  multiple  d'ordre  a  de  ç(a')  ; 

o(.v)  =  {x  —  ay^^{x), 

on  démontre  en  Algèbre  que,  f,V  etY  étant  trois  polynômes 

f 
premiers  entre  eux  deux  à  deux,  la  fraction  xjy  peut  se  mettre, 

par  de  simples  divisions,  sous  la  forme 

X  — A    ,   Ei.  (21) 

UV"U^V'  ^    ^ 

de  plus,  si  le  degré  de  /'  est  inférieur  au  degré  du  produit  IIV, 
f\  sera  de  degré  inférieur  au  degré  de  U  et  premier  avec  U; 
Fj"de  degré  inférieur  au  degré  de  V  et  premier  avec  V.  Il  en 
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résulte  qu'en  tenant  compte  de  la  valeur  de  o{x)  on  pourra 
écrire 

La  dernière  fraction  pourra  être  décomposée  de  même,  de 
sorte  que  la  fraction  proposée  pourra  s'écrire 

f{^)  ^  y    /'■(■^)    ■  (99) 

a 

îe  signe  2,  s'étend  à  toutes  les  racines  a  de  /(-?')'  ^^  /i('^)  ^^^ 
un  polynôme  de  degré  a  —  1. 

Maintenant  la  formule  de  ïaylor  donne 

[^{x)  =  f,{a  +  œ—  a)  =  f,{a)  A- [x  —  a)f,'{a)  h-  ^^~^^   fila)  + . . . 
^     (a  —  1)  !     /i         ^  ^   -^' 

et  par  suite 

(23) 


Dans  cette  égalité  quelques-uns  des  numérateurs  peuvent 
être  nuls,  mais  le  premier  est  nécessairement  différent  de  zéro, 
parce  que  f\{.r)  est  premier  avec  (,r  —  af  en  vertu  des  hypo- 
thèses faites. 

Finalement  la  fraction  est  une  somme  de  fractions  du  type 
_^ 
{/g  —  a)p  ^^  ^^^  intégration  est  immédiate  ;  on  aura 


^  dx  =  y  -Al_  L^  +  y  A,  log  {œ  -  a).     (24) 
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Dans  l'égalité  (24) ,  le  signe  ^  doit  s'étendre,  pour  une  racine 

p 
a,  à  toutes  les  valeurs  de  l'exposant  p  de  2  à  a,  et  aussi  à  toutes 

les  racines  a  de  ^[x)  ;  le  second  signe  \^  s'étend  aux  racines  a. 


34.  Le  nombre  A^  s'appelle  le  résidu  de  la  fraction  relatif 
au  point  a. 

Dans  le  cas  où  toutes  les  racines  de  o[x)  sont  simples,  ce 
résidu  peut  se  mettre  sous  une  forme  remarquable  qu'il  est 
utile  de  connaître.  On  a  en  effet  : 

m    J^.yj^^...  (23) 

Multiplions  les  deux  membres  par  5?  —  a  ei  écrivons  ainsi 

^\x)  —  ci(a)  1    '    V  '  \_CG  —  h  J 

X  —  a 

Si  X  tend  vers  a,  l'égalité  devient 

c'est  la  valeur  du  résidu. 

En  reportant  cette  valeur  dans  l'égalité  (25)  et  chassant  les 
dénominateurs,  on  obtient  une  formule 

f(rr\    —    /M         ?(-^)         ^     Œt         ?(^)         +  (27) 

'^^'>  — ^'[a).v  —  a^  o\b)x— b^  '•"  ^     ' 

connue  sous  le  nom  de  formule  d'inter-polalion  de  Lagrange. 
Elle  permet  d'écrire  un  polynôme  de  degié  m  —  \,  connais- 
sant les  m  valeurs  numériques  /(«),  f[b)...  prises  par  ce  poly- 
nôme lorsqu'on  donne  à  la  variable  x  les  m  valeurs  arbitraires 
a,  b,,..  En  effet  l'on  a 

tji{x)  =  [x  —  a)  (x  —  b)... 
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et  les  quotients  Jfi^  ,     "_^  . . .  sont  des  polynômes  entiers 


ic  —  a    X 
entièrement  connus  ; 


cp'(a)  =  (rt  —  h)  {a  —  c) , 


Signalons  encore  une  formule  importante  relative  au  cas  où 
le  degré  du  numérateur  fia^  de  la  fraction  est  inférieur  de 
deux  unités  au  moins  au  degré  m  du  dénominateur.  Il  faut 
alors,  dans  l'identité  (27)  que  le  coefficient  de  ^'""^  soit  nul, 
ce  qui  entraine  la  formule  cherchée 

^Â  cp'(aj  ^     ' 

a 

Donc,  si  le  degré  du  numérateur  d'une  fraction  est  inférieur 
de  deux  unités  au  degré  du  dénominateur ,  la  somme  des 
résidus  relatifs  aux  pôles  de  cette  fraction  est  nulle.  (On 
appelle  pôles  d'une  fonction,  dans  la  représentation  géomé- 
trique des  valeurs  de  la  variable  (I.  n°  258),  les  points  pour 
lesquels  la  fonction  devient  infinie). 

35.  Dans  les  développements  qui  précèdent,  nous  n'avons 
pas  distingué  les  racines  réelles  des  racines  imaginaires.  En  se 
reportant  à  la  formule  (24),  on  voit  que  l'on  n'éprouvera  de 
difficultés  que  dans  les  termes  logarithmiques  ;  pour  les  autres 
en  effet  ils  seront,  ou  réels,  ou  imaginaires  conjugués  deux  à 
deux  et  la  somme  de  deux  imaginaires  conjuguées  se  met 
facilement  sous  forme  réelle.  A  la  vérité,  si  a  est  une  imagi- 
naire de  la  forme  a  -i-  ^i,  on  a  vu  (tome  I  n°  269)  que 

log  (oG  —  «)  =  S)  log'  y{x  —  a)'^  +  p-J  H-  i  arc  tang  ■ — ~ — ; 

et,  comme  à  l'imaginaire  conjuguée  a  —  pi  correspondra  le 
coefficient  imaginaire  conjugué  de  A^,  les  deux  termes  corres- 
pondants dans  (24)  auront  encore  une  somme  qu'on  débar- 
rassera facilement  des  imaginaires. 
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Mais  cette  manière  de  procéder  estl'ong-ue  et  pénible.  11  vaut 
mieux  ne  pas  introduire  les  imaginaires. 

Soit  donc  ^'^  -\-px-\-  q  un  diviseur  du  second  degré  de  o(^), 
correspondant  à  deux  racines  imaginaires  conjuguées  et  soit?î 
son  degré  de  multiplicité  ;  on  aura 

o{cc)  =  (r/;-  -\-  px  -+-  g')"4^0r), 

et  (formule  21) 

f{x)  _^  fM)  ,    Fi(^) 

ff^x)        {x-  H-  px  -h  q)'^         ''h{x)  ' 

/■j(.2)  étant  un  polynôme  de  degré  2n  —  1  au  plus  et  premier 
avec  x^  -\-  'px  -\-  q.  Divisons  /i(^)  par  xr'  -Ç  px  -v-  q\  nous 
aurons  un  quotient  f^^jc)  et  un  reste  du  premier  degré  Mx  -f-  N^ 
c'est-à-dire  que  l'on  pourra  écrire 

[x''  -h  px  -H  q)"        (.x^  -h  2^^  -h  2")""^        (a^^  -[-  px  -\'  qY' 

On  aura  de  même 

n'^)        ^        /;(.^)         I      Mt^  +  N, 

(;%;-  -h  px  H-  9")""^         (o,'^  -t-  jJ.i;  -H  9')"'"         ('3^"^  -H  23-^  -[-  g)"-^' 

etc.  On  voit  ainsi  que  la  Iraction  proposée  conduira  à  des  frac- 
tions simples  de  deux  types  distincts,  et  qu'on  pourra,  a  dési- 
gnant maintenant  une  racine  réelle  quelconque^  remplacer 
l'égalité  (22)  par  la  suivante 

A^)  ^  V         A,  V         Ma;  +  N  ' 

^[x)        ^^^  (x  —  ay        ^^  Uc-  -H  px  -h  qy  '  •        ^"  / 

Nous  avons  appris  à  intégrer  les  fractions  du  premier  type; 
restent  les  dernières.  On  peut  écrire 

AT  V  I  (2'^'  ^p)-i-N  —  ~Mp  ^ 

(x'^  -+-  px  H-  qy  (.x--  H-  2^x  -H  qy  ' 


d'où 
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Mx  H-  N  M    I  2co  -h  p  , 

—        '  ci.' 


[x-  -+-  px  +  qy        2    I    (a?-  -h  pcc  H-  qy 


^  2     -^  ^   j    ipc'^  -V-  px  H-  qy  ' 

1  l 

La  première  intégrale  a  pour  valeur  ,  ^ ^j  /.^..      -,^,        y_i  ; 

nous  n'avons  donc  plus  qu'à  envisager  l'iatégrale 


dx 


I     [X-  H-  px  -^  qy 

Comme 


,.2      ,      .,-..      ,      „_    /.,      ,     PV      ,      ..  P~ 


X'  -i-  px  -i-  q  =  Ix  -}--'xjj    -+-  q  — 

on  est  amené  à  effectuer  le    changement  de   variables    réel 
suivant 


-+f  =  \/î-T'' 


grâce  auquel  I  devient 


Nous  avons  donné  (formules  19  et  20)  le  moyen  d'effectuer 
l'intégration  précédente.  Le  problème  est  donc  entièrement 
résolu. 

Une  remarque  sera  utile  pour  les  applications  :  les  coeffi- 
cients qui  figurent  dans  l'identité  (29)  ne  peuvent  recevoir 
chacun  qu'une  valeur  bien  déterminée.  On  sera  donc  maître  de 
la  marche  à  suivre  pour  les  déterminer  ;  en  particulier  on 
pourra  les  obtenir  par  une  simple  identification  du  second 
membre  avec  le  premier. 
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35  ws.  Soit  par  exemple  à  décomposer  en  fractions  simples 
la  fraction 

2x  -^  1 


Le  développement  sera  de  forme 


\  ■■>   '' 


x{x—2y  (a?2  -i-  1  )2  —  o:  ^  {a:  —  2)'  ^  (.v  —  2f    '   aj  —  2 

La  formule  (26)  donne  immédiatement 

A^-i-  --i- 

—  8~       8' 

on  peut  remarquer,  dans  le  calcul  du  dénominateur,  qu'ayant 
à  faire  .v  =  o  dans  la  dérivée,  il  suffit  de  prendre  la  dérivée 
du  premier  facteur  et  de  multiplier  par  les  autres  facteurs 
(^  —  2)^  {.-v^-  -h  1)^  Cette  remarque  est  souvent  utile  dans  les 
applications. 

Pour  calculer  Bj,  B^,  Bg,  nous  remplacerons  x  par  2  4-  /  et 
nous  ordonnerons  les  deux  termes  de  la  fraction  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  i,  ce  qui  donne,  en  n'écrivant  dans 
la  parenthèse  que  les  trois  termes  qui  vont  être  utiles. 

5-4-2^ 


^■3(50  4_  los^H- 92^2  + ...)' 
ou,  en  effectuant  la  division  du  numérateur  par  la  parenthèse 
1/1  17  ,       865,,  \  1  17  173 


rnio~"ioo  ^100    ^'"j~'iot-'     loo^^^iooo^ 

l 17  173 

"~  10  (.x  —  2]-'       ÏOO  {.V  —  2)2  "^  1  000  (^  —  2)  "^  •  *• 

Donc 

B  -i  B   =-il  B   -i^ 
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C  et  D  s'obtiennent  en  multipliant  les  deux  termes  de  l'iden- 
tité à  e'iablir  par  {œ^  -\-  ly  et  remplaçant  d'abord  x^  par  —  1, 
ce  qui  donne 

C^  +  D. 


—  2.V—  11 


Cette  identité  n'a  plus  lieu  que  pour  les  deux  valeurs  de  œ 
qui  annulent  x^  -\-  1.  On  peut  encore  chasser  le  dénominateur 
et  remplacer  x-  par  —  1,  ce  qui  donne 

2j;  4- 1  =  (lie  —  2D)  a;  4- 2C  —  IID. 

Celte  identité  devant  avoir  lieu  pour  deux  valeurs  de  x,  il 
en  résulte 

—  lie  —    2D  =  2 
2e  — 11D  =  1, 

d'où  l'on  tire 


4  3 

2o 


Il  reste  à  calculer  C^  et  Dj  ;  pour  cela,  dans  la  première 
identité,  nous  ferons  passer  la  fraction 

Cx  -4-  D       .     i  '    j-  4,g  -t-  3 

(,:c2  -f.  1)^'  ^  25  (Jf  +  1)-^  ' 

dans  le  premier  membre,  et  nous  multiplierons  de  nouveau 
les  deux  membres  de  l'identité  par  x^  -{-  l  ;  en  faisant  alors 
x^  =  —  1,  on  obtient 

Le  calcul  s'achève  comme  ci-dessus  et  l'on  trouve 

1  2 

^^~""125         '         ^ -~       25* 

Calcul  infinitésimal  3 
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liitég'ration  des  différentielles  algébriques 
irralioniielles 


36.  On  ne  peut  pas  en  général  intégrer  les  difîérenti^Ues 
qui  contiennent  des  radicaux.  Mais  la  méthode  de  réduction 
dont  nous  nous  sommes  servis  dans  le  n°  précédent  peut  aussi 
leur  être  appliquée,  lorsqu'on  a  une  différentielle  binôme. 

Soit 

J,„^^,  =    /  x'''{a  H-  hx''ydx.  (30) 

Nous  ne  ferons,  pour  le  moment,  aucune  hypothèse  sur  les 
exposants  m  et  jo  ;  mais  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  sup- 
poser n  entier.  Supposons  en  effet 

Nous  ferons  le  changement  de  variables  suivant 


d'où 


dx  =  (j.  y'^-       dy. 


L'intégrale  devient 

et  l'exposant  dans  la  parenthèse  est  entier. 
Cela  posé,  l'intégrale  (30)  peut  s'écrire 

I„,^^,  =    1    ^'« -"+  'A'»-  '(a  -\-  hx'^ydx, 
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d'où,  en  intégrant  par  parties, 


,  ,  (a  4-  hx'^y  +  1 
y        —  /v.iîi  —  n  -{-  i  y / 

'"'''  ~  6(/)  4-  l)n 


(31) 


La  dernière  intégrale  peut  s'écrire 

af'^-n{a  +  Jo!")  (a  -H  hx'^ydx 


ou 


a    /    a"" -"(a  +  hx"-f  +  h    \    ce'"' (a  -h  bx^ydx. 


En  reportant  celte  valeur  dans  l'équation  (31)  et  ordonnant, 
on  trouve 

T       —  a:"^~"+'(a  -i-  bx"y  +  ^  __  a  m  —  n  -i-  i   ,  .„^. 

'"'"  ■"        (m  H-  np  -h  1)6  6  m  -h  /li?  +  1    '"  ""'^'"     ^     '' 

Cette  formule  de  réduction  n'est  pas  bien  commode  parce 
qu'elle  diminue  l'indice  m  de  n  unités  et  qu'il  vaudrait  mieux 
procéder  par  unités.  Mais  nous  allons  en  déduire  une  autre 
formule.  On  a  en  effet  évidemment 


Appliquante  formule  (32)  à  l'intégrale  I,„  +  „,^;,  nous  trans- 
formons l'égalité  précédente  en  celle-ci  : 

T  _     T      -u  a?'"+'(a  +  5A-»)P+'-  m  -4-  1 

1,.,^  + 1  —  a  1,,.,,  H-  ^^  _^ ^  _^ ^^^  +  1)  ~  "^  ,n  +  ^_^np  +  l  ^'"'^^ 
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d'où  l'on  déduit  enlm  l'identité 

an{p  -H  1)  .  a;"'  +  ^(a  +  hx"*)'!'  +  ^ 

dont  l'écriture  se  simplifie  un  peu  en  diminuant  m  el  p  d'une 
unité  :_ 

Celte  formule  permettra  si  jo  est  positif  de  diminuer  d'unités 
en  unités  jusqu'à  ce  que  l'exposant  soit  compris  entre  zéro  et 
un  ;  si  /?  est  négatif,  la  même  formule  résolue  par  rapport  à 
l,u - 1,2, -1  permettra  d'augmenter  l'exposant  jusqu'à  le  com- 
prendre aussi  entre  zéro  et  un. 

Il  tombe  sous  le  sens  que,  ûp  est  entier,  on  arrivera  fina- 
lement à  la  forme 


a^'"(a  -H  hûG''^)clx 


dont  l'intégration  est  immédiate  et  donne 


-h5 


m  -f-  n  -h  1  ' 


l'application  de  la  formule  (33)  sera  dans  ce  cas  aussi  rapide 
que  celle  qui  résulterait  des  numéros  précédents. 

31.  On  vient  de  voir  que,  si  p  est  entier,  la  différentielle 
algébrique  s'intègre  toujours.  Il  existe  deux  autres  cas  d'inté- 
gration ;  pour  les  mettre  en  lumière,  nous  allons  d'abord 
montrer  qu'on  peut  toujours  supposer  n  =  \.  Posons  en  efïet 


d'oïl 


V 


hœ'"-  =  at 


P'"'     ''-  =  s\"/'^" '*• 
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Il  vient 

1       l  a\     1^     i     '"  +  '  —  1 
x"\a  +  hoo''/'dx  =  -  «^'U  j  j    t    "  (1  -h  tydl. 

Nous  pouvons  alors,  pour  simplifier,  supposer  qu'on  ait 
commencé  par  le  changement  de  variables  précédent  et  que, 
dans  la  formule  (32),  on  ait 

a  =  {,         b  =  \,         n  =  l. 
Elle  devient  ainsi 

.       _  (1  +  ccy  +  'x-'  _         m  .  ^,. 

''"'P  —    „i  _+_  p  ^_  1  m  +  p  -h  1    '"-''"  ^^^ 

Et  cette  formule  de  récurrence  n'offre  plus  l'inconvénient 
de  la  formule  (32);  elle  permettra,  en  diminuant  ou  augmen- 
tant d'unités  en  unités,  de  ramener  m  à  êlre  compris  entre 
zéro  et  wi.  Si  m  est  entier,  on  sera  même  ramené  à  inté- 
grer (1  H-  xydx,  ce  qui  est  toujours  possible,  quel  que  soit/?  : 
on  trouve  en  effet  immédiatement 


y(i+.)*,-=(i^^'. 


38.  Un  dernier  cas  d'intégration  est  celui  où  m  4-  p  est 
entier.  On  a  en  effet  identiquement 


(...)-- =y'( 


— -!—       X'^  +  ^'clCG 
X       /    ' 


soit  »  =  -;  nous  poserons 


i  -\-  X 


—  î/i-^ 


=  y 

00  ^ 
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d'où 


dx  = -^ dxi 


et 


rf-\  {f-'^y 


et  la  dernière  intégration  se  porte  plus  que  sur  une  fraction 
rationnelle;  elle  peut  donc  être  effectuée. 

A  part  les  trois  cas  dont  il  vient  d'être  question,  on  ne  peut 
pas  ramener  aux  fonctions  algébriques  ou  logarithmiques  l'in- 
tégrale de  ^'"(1  +  œ)pdx  (J.  M.  P.  1853,  Tchebycheff). 

39.  La  transformation  que  nous  venons  d'employer  réussit 
évidemment  aussi  dans  le  cas,  à  apparence  plus  compliquée, 
où  l'on  a  une  intégrale  telle  que 

f^H^.T'  (:^^/->- 

dans  laquelle  R  désigne  une  fraction  rationnelle  et  a,  p ...  des 
fractions  numériques.  Soit  cl  un  dénominateur  commun  à 
a,  p...  ;  on  posera 

ax  -\~  b  j 

7  =  y 

ex  -\-  a       ^ 

et  l'expression  à  intégrer  sera  rendue  entièrement  rationnelle. 

40.  Quelques  exemples  seront  utiles  pour  éclaircir  ce  qui 
précède. 

1°  Intégrer 

On  pose 

1  4-  a?  =  î/%         dx  ^=  Qy'dy, 


DES    INTEGRALES    INDEFINIES  39 


et  l'intégrale  devient 


■A 


6   I    \y'^-^  t  4-  y  +  3(~-j^  -t-  ^-^-y^i]  <'/ 


dont  la  valeur  en  termes  finis  est 

-|-  +  2?/3  +  3y2  +  4  log  (y  _  1)  +  log  /rTT'  H-     ~  ,i     arc  tang  ^, 

quand  on  pose 

2°  Intégrer  /  sin^'j- cos^'j:' ^^,  ??i  et/?  étant  entiers. 
Nous  poserons 

sin'x"  =  /, 
ce  qui  transforme  l'intégrale  dans  la  suivante 


'    i  i^        (i  —  t)    2    c^^, 


et  il  est  facile  de  voir  que  cette  différentielle  binôme  est  tou- 
jours intégrable  quelles  que  soient  les  hypothèses  faites  sur  la 
parité  des  lettres  m  et  p.  Nous  donnerons  d'ailleurs  plus  loin 
des  moyens  plus  rapides  d'opérer  dans  ce  cas. 


Intégrales  abélieiines 


41.  Les  intégrales,  qui   viennent  d'être    étudiées  sous  le 
nom  d'intégrales  de  différentielles  binômes,  ne  sont  qu'un  cas 
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particulier  d'une  classe  des  plus  intéressantes,  que  nous  allons 
maintenant  définir. 
Soit 

ncc,y)  =  o  (35) 

l'équation  d'une  courbe   algébrique  indécomposable,  c'est-à- 
dire  que  f  {x,y)  est  un  polynôme  entier  en  x  et  y,  non  réduc- 
tible à  un  produit  de  facteurs  rationnels  de  degrés  moindres. 
L'intégrale 


V{xjj)dx  (36) 

dans  laquelle  P  désigne  une  fonction  rationnelle  et  y  une 
fonction  implicite  de  x  définie  par  l'équation  (35)  est  une 
intégrale  abélienne  et  l'on  dit  qu'elle  est  attachée  à  la  courbe 
donnée  (35). 

L'élément  fondamental  de  la  courbe  au  point  de  vue  de 
l'intégration  est  le  genre,  que  nous  avons  défini  (tome  I, 
no  384). 

4S.  Considérons  par  exemple  les  courbes  unicursales  ou 
de  genre  zéro.  On  a  vu  (I  n°  385)  que  les  coordonnées  d'un 
point  peuvent,  dans  ces  courbes,  s'exprimer  en  fonctions 
rationnelles  d'un  même  paramètre  :  soient 

x^^{t),  y  =  m-  (37) 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'intégrale  (36),  la  différentielle 
devient  rationnelle  en  t  et  peut  être  intégrée. 

Comme  première  application,  supposons  que  la  courbe  (33) 
soit  une  strophoïde 

y\x  +  a)  =  x~{a  —  x),  (38)  ^ 

et  cherchons  à  intéo:rer 


■"o" 


/    X 
I     X 


'-  dx.  (39) 

X  —  y 
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Pour  cela  il  suffit  de  poser,  dans  l'équation  (38), 

y=tx, 


d'où 


et 


1  —  ^2  A  —  f"  j  r  idt 


^  H-  ¥  j  ,       I    l  +  i       tdt 

^-y  '^''  =  -  '^«  /  iTiii  (nnT- 


Or  l'on  a  identiquement 

f(i  +  t)l  __         1 i^  ^+1 

(1  —  ^)  (1  +  ^2)2  —  2(1  —  t)       (1  -^  Pf  "^  2(1  H-  «-)  • 

Par  suite,  en  tenant  compte  de  résultats  antérieurement 
calculés  et  remettant  -  au  lieu  de  /,  on  trouve 


^  dx=^ 

os -y 


log  V/  ~^~  y       x^  2{x'  -h  y-') 


y  étant  une  fonction  à'x  définie  par  l'équation  (38). 

43.  Mais  le  cas  particulier  le  plus  intéressant  des  courbes 
de  genre  zéro  est  celui  des  coniques.  Puisque  ce  sont  des 
courbes  unicursales,  il  résulte  des  considérations  précédentes 
que  l'on  saura  intégrer  toute  différentielle  algébrique  qui  ne 

renfermera  pas  d'autre  irrationnelle  qu'un  radical  de  la  forme 
\/ax^  H-  6j7  -H  c  ;  car  il  suffira  de  poser 

y  ==  t^ax'^  H-  ÔJ7  -t-  c 
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et  d'exprimer  les  deux  coordonnées  d'un  point  de  celte 
conique  en  fonctions  rationnelles  d'un  même  paramètre,  ce 
qui  sera  toujours  facile. 

Soit  par  exemple  à  intégrer 


dx 


Posant 

,f  =  {x-  I)  [x  -  2), 

nous  remarquerons  que  cette  conique  coupe  l'axe  des  x  au 
point  dont  l'abscisse  est  égale  à  l'unité^  et  nous  ferons  passer 
par  ce  point  une  sécante 

Le   second  point  d'intersection    de   cette  sécante   avec  la 
conique  a  pour  coordonnées 

_V'  —  2  _  t 

et  l'intégrale  devient 


2cU 


Sa  valeur  en  termes  finis  est  donc 


t^  l        ,      V(^  —  1)  {x  —  2)-+-  œ 

lOg  T T  =   lOg 


1  "/(a--  l)(jj  -  2)  +  1  —  ^/ 

Mais  le  cas  des  racines  carrées  de  trinômes  du  second 
degré  est  trop  important  pour  que  nous  nous  bornions  à  ce 
qui  précède,  et  nous  reviendrons  sur  les  diflérents  cas  particu- 
liers qui  peuvent  se  présenter  lorsque  nous  aurons  achevé 
d'exposer  les  théories  générales  relatives  aux  intégrales 
hyperelliptiques  (voir  n°  Si)' 
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Intégrales  elliptiques  et  hyper  elliptiques 


44.  La  recherche  des  intégrales  que  nous  avons  étudiées  jus- 
qu'à présent  ne  nous  a  conduits  qu'à  des  fonctions  connues 
que  nous  désignerons  à  l'avenir  sous  le  nom  de  fonctions  élé- 
mentaires (rationnelles  et  circulaires,  logarithmes,  exponen- 
tielles). Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  serons  amenés  par  l'inté- 
gration à  introduire  de  nouvelles  fonctions. 

Le  cas  le  plus  simple  qui  se  présente  après  les  courbes  de 
genre  zéro  est  celui  des  courbes  de  genre  un.  On  sait  (n°  291) 
qu'on  peut  faire  correspondre  la  cubique 

Y^  =  4X3_5r,X-^3  (40) 

à  toute  courbe  de  genre  un,  de  manière  qu'à  tout  point  de 
la  première  courbe  corresponde  un  seul  point  de  la  seconde  et 
inversement,  les  coordonnées  de  chacun  des  deux  points 
s'exprimant  rationnellement  en  fonction  des  coordonnées  de 
l'autre.  En  d'autres  termes,  on  peut  remplacer  l'intégration 
de  toute  différentielle  algébrique  attachée  à  une  courbe  de 
genre  un  par  l'intégration  suivante 


RG>^  s/^.f  -  g,r  -  ^3)  dx,  (41) 


dans  laquelle  R  désigne  une  expression  rationnelle.  On 
pressent  ainsi  l'importance  de  ces  nouvelles  fonctions  trans- 
cendantes sur  lesquelles  nous  aurons  à  revenir  plusieurs  fois. 

On  appelle  intégrales  elliptiques  celles  dans  lesquelles  ne 
figurent  pas  d'autre  irrationnelle  que  la  racine  carrée  d'un 
polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 

Dans  les  intégrales  hyperellipiiques,  le  polynôme  sous  le 
radical  est  de  degré  supérieur  au  quatrième. 
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RédiicUon  des  intégrales  hyperelliptîqiies 

45.  En  général  il  ne  sera  pas  possible  de  ramener  aux 
fonctions  élémentaires  les  intégrales  hyperelliptiques  ni  môme 
les  intégrales  elliptiques.  Il  est  donc  essentiel  de  savoir  dimi- 
nuer autant  que  possible  la  difficulté  du  problème  et  de  classer 
exactement  ces  nouvelles  transcendantes.  Nous  verrons  par 
exemple  que  l'intégration  de  toutes  les  intégrales  elliptiques 
exige  seulement  l'introduction  de  trois  nouvelles  fonctions. 

Montrons  d'abord  qu'on  peut  toujours  supposer  impair 
le  degré  n  du  polynôme  P„  soumis  au  radical. 

Désignons  par  I„  l'intégrale  donnée  : 

et  soit  a  une  racine  de  P»  ;  nous  poserons 

,    1 

'    z 


Si  n  =  2jo,  on  aura 

r^l,\x)  ■ —         ^^^^         , 

et  par  suite  l'intégrale  sera  remplacée  par  une  intégrale  de  même 
forme  avec  un  polynôme  du  degré  2^3  —  1  sous  le   radical, 
[nversement  si  n  =  2p  —  1,  et  posant 

1 

a;  r=  - , 

z 


on  trouvera 


^2l>  -  1  ^tp 


et  la  nouvelle  intégrale  contient  sous  le  radical  un  polynôme 
de  degré  2p. 
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Nous  n'avons  pas  tenu  compte,  dans  ce  qui  précède,  de 
la  distinction  des  racines  réelles  ou  imaginaires.  C'est  un 
véritable  inconvénient,  puisque  nous  n'avons  pas  encore 
défini  les  intégrales  contenant  des  imaginaires.  Nous  aurons 
donc  à  revenir  sur  cette  question  dans  les  applications. 

46.  La  quantité  à  intégrer  peut  évidemment  s'écrire 

A  +  B  v/X 
C  -^  D  /X  ' 

A,  B,  C,  D  étant  des  fractions  rationnelles  en  x,  et  X  un 
polynôme  entier  de  degré  In  ou  2n  —  1.  On  rend  le  dénomi- 
nateur rationnel  en  multipliant,  par  C  —  Dy'X,  les  deux 
termes  de  la  fraction,  qui  prend  ainsi  la  forme 

—  F  X 

E  +  F  t/X  =  E  +  ^ 

^  v^x 

Le  premier  terme  donne  une  intégrale  /  ^dx  que  nous 
savons  effectuer;  reste  le  second.  Or,  nous  avons  appris  à 
décomposer  FX  en  un  polynôme  entier  ^cikX^'  et  en  une  somme 

de  fractions  de  la  forme  ~, '■ — r .  Nous  sommes  donc  ramenés 

[x  —  a)' 


à  deux  types  d'intégrales 

œ^dx  j  d.v 

«y 

Nous  allons  montrer  que  si  m  est  le  degré  de  X,  la  première 
intégrale  ou  plutôt  la  somme  des  intégrales  analogues,  est 
réductible  à  des  fonctions  algébriques  et  à  des  intégrales  où  les 
exposants    k  sont   de  degré  inférieur  à  m  —  1.  A  cet  effet, 

écrivons  le  polynôme  /ai,x''  sous  la  forme 

'^a,,x''  =  aj,xi'  -j-  fp-i(x), 
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p  étant  le  terme  de  degré  le  plus  élevé  et  f{x),  l'ensemble  des 
autres  termes.  Soit  enfin 

X  =  Ao«'"  -i-  Ai.«'"-i  -+- 

On  a  l'identité 


a^x"^'  =■ 


^0  2j3  —  m  -+-  2 


^(a?)  étant  aussi  de  degré  p  —  1.  Il  en  résulte,  en  intégrant, 


p-± 


V/X  ^'^-2^-^  +  2  A.  "^^  ^'^ 


v/X 


Le  numérateur  du  coefficient  différentiel  est  maintenant  de 
degré  p  —  1  et  l'on  conçoit  que,  par  application  répétée  de  la 
méthode,  on  arrivera  à  un  polynôme  de  degré  m  —  2. 


Cela  posé,  les  intégrales     j   -j^,    dans  lesquelles  k  est 


maintenant  inférieur  à  m  —  1,  peuvent  encore  être  divisées  en 
deux  classes.  Les  intégrales  de  première  espèce  sont  celles  qui 
ne  deviennent  pas  infinies  avec  x  ;  les  intégrales  de  seconde 
espèce  celles  qui  deviennent  infinies  avec  œ.  Cherchons  à  les 
distinguer.  Pour  cela  écrivons 

1 

m  f  AI 

v/x^.rVÂ;(i+^^  +  ... 


ou,  en  appliquant  la  formule  du  binôme  généralisée, 

X  '  /Ao 
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On  en  tirp 


le  terme  écrit  e'tant  le  ternie  de  degré  le  plus  élevé  de  la  série. 


m 


L'intégrale  sera  donc  de  seconde  espèce  si  A-  >■  9-  —  1,  et  de 

première    espèce    si  A-   <  9- —  1,  la  dernière  inégalité  n'ex- 
cluant pas  l'égalité,  si  m  est  pair. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  les  intégrales  de  première 
espèce  ne  deviennent  jamais  infinies,  et  que  les  intégrales  de 
seconde  espèce  ne  sont  infinies  que  pour  x  infini.  Cela  résulte 
immédiatement  du  n°  17  dans  le  voisinage  des  racines  de  X, 
et  c'est  vrai  à  fortiori  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  x. 

4'7.  —  Considérons  maintenant  les  intégrales  de  la  forme 

-  «)'Vx 

Deux  cas  sont  à  considérer  suivant  que  X  est,  ou  non,  divi- 
sible par  X  —  a.  Revenant  même  un  peu  en  arrière,  parce  qu'on 
n'a  pas  eu  besoin  jusqu'ici  et  qu'on  n'a  pas  immédiatement 
besoin  de  supposer  connues  les  racines  des  polynômes 
donnés,  nous  chercherons  à  réduire  les  intégrales  de  la 
forme  (*) 


(*)  Pour  nous  borner  à  cette  forme,  nous  nous  appuyons  sur  ce  fait^ 
Lien  connu  dans  l'étude  des  racines  multiples,  qu'on  peut  toujours, 
par  de  simples  divisions,  mettre  un  polynôme  sous  la  forme  Q1Q2-Q3''..., 
Qj,  Qi...  étant  premiers  entre  eux.  Il  n'y  a  plus  qu'à  appliquer  la  for- 
mule (21)  pour  avoir  la  forme  du  texte. 
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P  étant  de  degré  inférieur  au  degré  de  Q.  Les  deux  cas  à  con- 
sidérer sont  celui  où  Q  est  premier  avec  X  et  celui  où  Q  a 
avec  X  un  diviseur  commun. 

Premier  cas  :  Q  premier  avec  X.  —  Comme  le  polynôme 
Q  n'a  que  des  racines  simples,  il  est  premier  avec  sa 
dérivée  Q',  par  suite  avec  le  produit  Q'X  et  l'on  sait,  par  la 
théorie  du  plus  grand  commun  diviseur,  trouver  deux  poly- 
nômes A  et  B  tels  que  l'on  ait  identiquement. 


1  =  AQ  -h  B(Q'X),  (42) 


d'où 


(43) 


,.  „.-.    ,     ,    PB  \/K.^  dcc 


La  dernière  quantité,  intégrée  par  parties,  donne 


PB  v/X.  ^  rfx  = '-  -L-  PB  v/X  -      '        i  ''<™^^) 


=W 


par  conséquent,  en  effectuant  la  dernière  différentielle  et  rem- 
plaçant dans  l'équation  (43)  la  dernière  intégrale  par  sa  valeur 
ainsi  calculée,  on  trouve 


r(PB)'X  +  l  PBX'l 


(4i) 


Q^-^  v/X 


dx 


L'intégrale  du  second  membre  est  de  même  forme  que  celle 
du  premier  membre,  mais  l'exposant  de  Q  est  diminué  d'une 
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unité.  La  formule  (44)  est  donc  une  formule  de  re'duction,  et 
l'on  pourra  s'en  servir  pour  toutes  les  valeurs  de  ;j.  supé- 
rieures à  l'unité.  L'intégrale  proposée  est  donc,  en  dernière 
analyse,  égale  à  une  expression  rationnelle  en  x  et  \/X  aug- 
mentée d'une  intégrale  de  la  forme 


qu'on  ramènera  au  type 


dx 


(x  —  a)  v/X 


(4S) 


p 

en  décomposant  n  en  fractions  simples. 

Deuxième  cas  :  X  a  un  plus   grand  diviseur  D   commun 
avec  Q.  —  Soit 

X  =  DX,,  Q  =  DQi, 

comme  D  est  premier  avec  Q^,  puisque,  par  hypothèse,  Q  n'a 
pas  de  racines  multiples,  on  pourra  (formule  21)  décomposer 

p 
la  fraction  jrjx  en  deux  fractions  simples 

P_  =  Pj    -   Zi. 

On  aura  donc 


d.v  = 


Q^  \/X.  /    D!^-  /X  /    0,1^  \/X 


La  deuxième  intégrale  du  second  membre  rentre  dans  le 
premier  cas  traité,  parce  que  Qi  premier  avec  D  et  avec  Xi, 

Calcul  ikfinitiîsimal  4 
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est  premier  avec  X.  Dans  la  première,  D  divise  exactement  X 
et  on  peut  écrire  cette  intégrale,  en  faisant  sortir  D  du  radical, 


=  dx. 


D'^^ls/X, 


Il  n'y    a  plus   maintenant  qu'à  répéter  textuellement  la 
méthode  suivie  dans  le  premier  cas,  sauf  que  Q  est  ici  rem- 

placé  par  D   et  [j.  par  [j^  -H  9,  pour  obtenir  une  formule   de 

réduction  analogue  à  (44).  Seulement  ici  l'exposant  étant 
fractionnaire,  on  pourra  faire  [jl  =  1 ,  et  la  seule  transcendante 
qui  subsistera  sera  de  la  forme 

/     Fdx  l    Pdx 


Cette  intégrale  a  été  examinée  au  n°  46,  et  dans  ce  numéro 
nous  n'avons  trouvé  qu'une  nouvelle  transcendante,  savoir 


dx 


(.X  —  a)  V^X 


qu'on  appelle  intégrale  de  troisième  espèce. 

48.  Dans  le  cas  où  X  est  du  troisième  degré,  il  y  a  une 
intégrale  de  première  espèce 


I.  = 


dx 


^kor  —  g^x  —  g\ 


une  de  deuxième  espèce 


xdx 

\IW^~  g,x  -^/ 
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sans  parler  de  rintégrale  de  troisième  espèce 

dx 


{.X  —  a)  s/^x'^  —  g.;^oc  —  ^3 

49.  Si  X  est  du  quatrième  degré,  nous  allons  faire  voir 
qu'on  peut  toujours  supposer  que  c'est  un  polynôme  bicarré. 

Il  est  d'abord  évident  qu'en  partant  du  radical  \/4.r  '  —  g^nc  —  g,^ 
on  obtient  la  forme  bicarrée  par  la  substitution  suivante} 
a?  =:  a  +  t-,  dans  laquelle  a  désigne  une  racine  réelle  de 

4a.-"  —  g ^00  —  g^.  ' 

Réciproquement,    si    X    est    bicarré,   en    posant  x"  =  z,   on 
retombera  sur  les  formes  du  n°  48. 

Soit  maintenant  X  quelconque  du  quatrième  degré  ;  nous 
pouvons  le  supposer  décomposé  en  un  produit  de  deux  fac- 
teurs réels  du  second  degré,  c'est-à-dire  mis  sous  la  forme 

X  =  {ax-  -+-  hjj  H-  c)  (a'a;-  +  b'x  H-c')  ; 

supposons  de  plus  que,  si  ces  facteurs  ont  eux-mêmes  leurs 
racines  réelles,  ces  racines  ne  soient  pas  enchevêtrées. 
Nous  ferons  la  substitution 


Il  en  résulte 


g.V  H-  P 


V/X  =  y~r^>  \/Y 


(46) 


en  posant 

Y  =  [a(ay  .-h  ^y  H-  h{.ij  +  P)  (y  +  1)  +  %  +  1)^] 
[a'(ay  H-  ^r  -+-  b'i^y  +  P)  (y  +  1)  +  C'(y  4-  l)^]. 

Exprimons  que,  dans  chacun  des  crochets,  le  terme   en  g 
disparait,  nous  aurons,  pour  calculer  a  et  p,  deux  équations 

2aai3  +  &(a -+-  p)  +  2c  =  o      ; 
2a'ap -h  &'(« -l-  P)  +  2c' =  0  ;    ^  (-^0 
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on  en  lire  a^  et  a  h-  p.  L'équation  du  second  degré,  qui  fera 
connaître  a  et  p,  aura  ses  racines  réelles  parce  que  la  condi- 
tion de  réalité 

(^ac'  —  ca'y  —  {aV  —  ha')  (bc'  —  cb')  >  o 

exprime  précisément  que  les  racines  des  deux  facteurs  qui 
composent  X  ne  sont  pas  enchevêtrées.  Nous  avons  donc 
réussi,  par  des  substitutions  réelles,  à  transformer  une  fonction 
rationnelle  en  x  et  \/X,  X  étant  un  polynôme  quelconque  du 
4me  degré,  dans  une  autre  fonction  rationnelle  en  y  elV^Ypour 
laquelle  Y  est  le  produit  de  deux  facteurs  de  la  forme  my^  -+-  n, 
c'est-à-dire  pour  laquelle  Y  est  un  trinôme  bicarré. 

Y  =  ly'*  +  \±if  +  V.  (48) 

A   vrai  dire,  l'analyse  précédente  suppose   que  l'on  peut 
tirer  a^  et  a  -i-  ^  de  (47),  c'est-à-dire  que  l'on  n'a  pas 

b___   b^ 
'Àa'~  2a'' 

Mais  si  cette  dernière  égalité  avait  lieu,  en  posant  dans  X 


"^  "^  2^  =  ^' 


on  aurait  immédiatement 


X=.Uy^+         ■  [a'y 


U       )  y-^     '  4a' 


ce  qui  est  bien  la  forme  (48). 

On  voit  alors  immédiatement,  d'après  la  classification  du 
n°  46,  qu'il  y  aura  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce 
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et  une  de  deuxième  espèce 


/  x^dx 


L'intégrale   /  ^^  '^  n'est  pas  elliptique,   comme 

on  le  voit  en  posant  x-  =■  z. 

Legendre,  à  qui  l'on  doit  l'idée  première  de  cette  classilica- 
tion  des  intégrales  elliptiques,  ramenait  toujours  la  quantité 
soumise  au  radical  à  la  forme  canonique 

(1  —  ^^)  (1  — /v^a?^),  (51) 

A^  étant  inférieur  à  l'unité.  Pour  obtenir  celle  forme  à  un  seul 
paramètre,  il  était  nécessaire  de  multiplier  la  variable  par  un 
facteur  que  Legendre  appelait  le  multiplicateur.  Enfin  cet 
illustre  auteur  avait  été  amené  à  prendre  comme  intégrale 
type  de  deuxième  espèce,  non  pas  la  forme  (50),  mais 


et  comme  intégrale  de  troisième  espèce 

dx 


(1  -h  mx^)  /(l  _  x^)  (1  —  k^x^) 
Comme  on  a  identiquement 


]'     __      I      1   h  X' -_  ,  j^2T 

'     v/(l  -  CG'^)  (1  -  k^X^)  '~     '  " 


on  voit  que  l'intégrale  de  deuxième  espèce  de  Legendre  se 
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rattache  de  la  manière  la  plus  simple  aux  types  qui  résultent 
de  la  classification  générale. 

50.  Nous  allons  montrer  qu'on  peut  toujours  par  des  trans- 
formations re'elles  ramener  le  polynôme  (48)  à  la  forme 
canonique  (ol),  sauf,  bien  entendu,  le  cas  où  ^ ,  i^  et  v  seraient 
tous  les  trois  négatifs.  Encore  dans  ce  dernier  cas  Ii  et  I^  étant 
purement  imaginaires,  on  pourra  en  mettant  ^  —  1  en  facteur 

faire   rentrer  ce  cas  dans  celui  où  tous  les  coefficients  sont 
positifs. 

Supposons  le  polynôme  bicarré,  soumis  au  radical,  décom- 
posé en  un  produit  de  deux  facteurs  réels 

X  =  {ax''-  H-  h)  {a!x-  -h  h'). 

On  peut  toujours  supposer  a  >  o,  puisqu'on  aurait  le  droit 
de  changer  tous  les  signes  dans  les  deux  facteurs  de  X.  Posons 
alors 


d'où 


et 


ax^  -\-  b  =  t", 


axdx  z=:  tdtf 


,  têt 

dx 


a^'t 


L'intégrale  elliptique  de  première  espèce  devient 

dt 


V/(^2   _    J)   («'^2  _   J^/   ^    „^/) 


Le  facteur  ax^-  -4-  &  se  trouve  remplacé  par  le  facteur  t^  —  h 
où  le  second  terme  a  changé  de  signe.  Nous  pourrons  donc 
toujours  supposer  qu'e  le  pFemier  facteur  a  ses  racines  réelles  : 


i 
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désignons  le  par  a^^  —  3^2^  q{  nous  n'aurons  que  quatre  types 
différents 

X  =  Çv'  —  a^)  (J3\r2  —  Y') 
X  =  {cc^  —  a^)  (—  ^x^  4-  Y^') 

X  =  (a;2  _  «2)  (_  ^jyl  _  .^2-) 

La  substitution 

suivie  d'un  changement  de  signe  des  deux  facteurs  qui  com- 
posent X,  ramènera  les  deux  derniers  types  aux  deux 
premiers.  Enfin  une  substitution  analogue  à  celle  déjà  em- 
ployée, 

P,,;2    _i_   ,^2    ^t\ 

ramènera  la  première  forme  à  la  seconde,  à  laquelle  nous 
pouvons  donc  limiter  notre  examen.  Nous  l'écrivons,  après 
suppression  d'un  facteur  positif  constant, 

X  =  (1  —  aKv')  (l  —  b'x'-). 

a  ei  b  ne  sont  pas  égaux,  sans  quoi  X  serait  un  carré  parfait 
et  ^X  serait  rationnel.  Soit 

a^  <  bK 
Posons 

a'-  =  k^.b^. 
Tl  vient 

X  =  (1  —  k^b'~x^)  (l  —  b'~x'). 
Une  dernière  substitution, 

X. 
X  =  -^t 
0 
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donnera 

X  =  (1  —  x\)  (1  —  k^xf), 

ce  qui  est  la  forme  canonique. 

Quant  à  l'intégrale  de  troisième  espèce 


(ce  —  a)  /X 

il  suffit  de  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  par  x  -\-  a 
pour  apercevoir  qu'elle  est  la  somme  d'une  fraction  intégrable 
et  d'une  intégrale  de  la  forme  adoptée  par  Legendre  pour  type 
des  intégrales  de  troisième  espèce. 

Posons  œ  =  sin  o  ;   ces  trois  types   deviennent  respective- 
ment 


C?cp 


v/l  —  /i-'^sin"-o 


Ig  :=    I    do  \/l  ■ —  Ai'^sin^cp 


h=  ■  "" 


(1  H- m  singes)  \/l  —  hhin^f 

Remarque.  —  Si  /«  =  o  les  intégrales  elliptiques  se  réduisent 
aux  fonctions  circulaires 

I  r=  cp  =  arc  sin  £(7,  Ij^arcsina?,  I3  =  —=^ — .  arc  tg  (y/l  h-  m  tgcp). 

V^l  -+-  m 

De  môme  si  A;^  =:=  1,  on  trouve  les  fonctions  logarithmiques 

Il  =  —  log  fg  (1  —  Ij.         I2  =  sin  p, 

\  =  n^  log  f^  -H  ^ï4^.  lûg  (1  +  ^). 
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51.  Exercices.  On  peut  souvent  réduire  aux  intégrales  ellip- 
tiques des  intégrales  à  apparence  hyperelliptique.  En  voici 
quelques  exemples. 

Les  deux  intégrales  (*) 

¥{x]d(c /  ¥{x)dx 


peuvent  être  ramenées  aux  intégrales  elliptiques  par  une  des 
deux  transformations 

cc^  ^=  .p  séc-cp  —  Y  lang^cp 
x^  =  P  cos-cp  -h  Y  sin-o, 

après  qu'on  les  a  transformées,  par  des  procédés  analogues  à 
ceux  qui  viennent  d'être  employés,  de  manière  à  les  mettre 
sous  la  forme  (p  >  y) 

f[x'-)dx /   f{x^)dx 

Y±{x^-  —  ^){x'  —  ^)    '     /  y  d=  {X-'  —  ^y{,x^  —  ^f  ' 


La  substitution 


ramène  l'intégrale 


œ^  -h  4  =  2^-1, 

X" 


dx 


Vï 


à  la  forme  elliptique  (Serret,  calcul  intégral  ISt^S  p.  65). 
Enfin  les  deux  substitutions  successives 


X  ^  -  —  a,         y[z  -t-  a)  (^  -f-  p)  =  9u, 


(*)    M.    DE  Sparre,   Annales  de  la  Société    scientifique  de  Bruxelles, 
T.  XXI,  IP  partie  1897. 
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ramènent  l'intégrale 


dx 


af{x  H-  bf{x  -+-  cf 


à  la  suivante 


52.  La  méthode  de  réduction  des  intégrales  hyperelliptiques 
s'emploie  avec  succès  dans  les  intégrales  où  la  seule  irration- 
nelle est  un  radical  portant  sur  un  trinôme  du  second  degré. 
C'est  même  le  plus  souvent  la  méthode  la  plus  rapide  pour 
arriver  à  l'intégration.  Nous  pouvons  donc  considérer  seule- 
ment l'intégrale  de  première  espèce 


I    t  dx 

M  — 


\/ax^  -i-  bx  -Y-  c 
et  celle  de  troisième  espèce 

dx 


h  = 


(j;  —  a)  \/ax^  -t-  bx  h-  c 


On  voit  d'abord  que  la  dernière  se  ramène  à  la  précédente 
en  posant 


_  ^  _  1 


il  en  résulte  en  effet 


dy 


dx  =  — 

y2 


DES    INTEGRALES    INDEFINIES  .H9 

et 


I3  =  —  '  ^'f 


s/a  ^  by  -\'  cxf- 

Nous  n'avons  donc  qu'à  considérer  I^  et  à  indicfuer,  suivant 
la  nature  des  racines  du  trinôme,  le  procédé  le  plus  propre  à 
effectuer  dans  chaque  cas  l'intégration.  On  peut  d'abord,  dans 
tous  les  cas,  écrire  le  trinôme 

ô  \-       kac  —  &* 
a\x    ' 


2aj  4a       ' 

par  suite,  en  prenant  œ  +  ^-  pour  variable,    on  aura   trois 
formes  distinctes  ; 

dt 


s/v 

dt 

V^' 

^t^ 

i 
dt 

a^ 

\/a2  —  f^ 

Suivant  la  métliode  indiquée  au  n°  43,  nous  poserons,  pour 
inte'grer  les  deux  premières, 

y/r-'  ±  a-  =  t  ^  z, 

ce  qui  revient,   au  point  de  vue  géométrique,   à  couper   la 
courbe  lâ  =  /^  ±  «^  par  une  parallèle  à  une  asymptote. 
On  en  tire 

t  =        ,^ ~  ,        dt  =  ~^  o  ■> dz, 

_     v/<-±3c2  =  — . 
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Les  deux  intégrales  deviennent  ainsi 


D' 


—  log  Z  =  iog  (\/t'^  ±  Oi^  —  t), 


ou  enfin,  en  supprimant  la  constante  Iog  a% 
dt 


\/W 


=  Iog  {t  -H  \/t-  ±  a^).  (52) 


Si  le  trinôme  sous  le  radical  est  réductible  à  la  forme  o.^  —  i^, 
nous  poserons 

t=  a  sin  p,         d'où         dt  =  a  cos  cpofcp, 

et 


dt 


v/a-  —  i 


,=J\i, 


=  arc  sin  -.  *  (53) 


v/a2  —  ^ 

53.  Nous  avons  opéré  sur  les  formes  réduites  auxquelles 
on  est  conduit,  en  dernière  analyse,  par  l'application  de  la 
méthode  générale.  Mais  il  est  clair  que  les  changements  de 
variables  effectués  sur  ces  formes  réduites  auraient  pu  être 
opérés  dès  le  début  sur  l'expression 


R{x,  \/ax-  H-  bx  -h  c)d.v, 

où  R  désigne  une  fonction  rationnelle.  Le  résultat  auquel  on 
arrive  est  une  fonction  rationnelle  de  la  nouvelle  variable,  sauf 
pour  la  dernière  substitution  qui  introduit  sin  ©  ;  mais  on  sait 
qu'on  peut  exprimer  les  lignes  trigonométriques  d'un  même 
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angle  en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  par  les  formules 
2u  1  —  r<2  2u      ] 

,  2du  (^^^ 

l  -h  U^  ) 

On  peut  donc  considérer  l'irrationalité  comme  ayant  entiè- 
rement disparu  dans  tous  les  cas. 

Afin  de  réunir  tout  ce  qui  concerne  ces  fonctions,  rappelons 
la  méthode  du  n°  43  qui  suppose  connues  les  deux  racines  a 
et  p  du  trinôme  ax-  -+-  bx  -^  c  ;  on  pose  alors  x  —  a  =  (x  —  ^)i'^ . 

54.  Nous  donnerons  quelques  exemples. 


1°  Intégrer 


=J  Vrrl^"^- 


Nous  effectuerons  la  substitution  employée  au  n°  51, 

X  =  cos  (f,         dx  =  —  sin  od'f. 
L'intégrale  devient 


'O' 


=  —  /   V  ï ^^^~^  ^^"  '^^^  "^  —  I  ^  ^''^^  -^  ^® 


--h  cos  cp         '    '  /        "       2 


=    I    (cos  cf  —  l)c^ca  =  sin  cç  —  G. 

et  enfin 

I  =  Vl  —  ^'  —  arc  cos  x  (53) 

La  métiiode  du  n°  43,  appliquée  au  même  exemple,  donne 
le  calcul  suivant  : 
On  pose 


v/ÏEi 


1-1-07 
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d'où 

,.  _  1  —  y-       ^.  _  —  ^*.v<v 


dx 


I  _  _    f^ÉÈU  --if     ^y     +  4    /  ^^^^— 


La  dernière  intégrale  a  été  calculée  (formule  20)  ;  on  a  donc 

I  ==  —  2  arc  tang  ?/ +  ,   "'^   ..  =  —  2  arclangv/.  ~  ^"^  +\/l  —  a;% 
^'^        1-1- ?/^  °V1-1-  •-'-.' 

ce  qui  est  la  lormule  (53)  sous  une  autre  forme. 

Celte  méthode  s'applique  d'ailleurs  toutes  les  fois  que  la 
difîérentielle  ne  contient  pas  d'autre  irrationnelle  que 


V  ce 

—  a 

—  b' 

11  suffit  alors 

de 

poser 

x  — 

i  =  r-   - 

X  

2°  ISoit  encore 

à 

intégrer 

r 

dv 

[a  -h  bx)  v/l  -^-  x'^ 

Nous  poserons,  comme  au  n^  51, 

\/l  ^  x'-'  =  ce  -^  :r, 
ce  qui  donne 

dx  I  'Idz 


X 


{a  H-  ho:)  v/l  -^  X-'  j    2az  -\-  b{i  —  z'') 


(57) 


1  ,       a  —  hz  ^  \jce  -H  6- . 


Sla'  -\-h-'     °  a  —  bz  —  \la'  —  b' 


DES    INTÉGRALES    INDEFINIES  63 

il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  dans  le  second  membre  z  par 

/l  X^  X. 

Réduction  des  îiitégrales  abélîeiines  (*) 

55.  —  Les  intégrales,  d'ane  nature  plus  compliquée,  que 
nous  avons  définies  au  n°  41,  ne  peuvent  pas,  en  général,  être 
ramenées  à  des  intégrales  élémentaires.  On  peut  du  moins 
essayer,  comme  cela  a  été  fait  pour  les  intégrales  hyperellip- 
tiques,  d'en  opérer  une  classification  et  de  ramener  certaines 
d'entre  elles  à  d'autres  analogues. 

Soit 

1=     /   F{x,îj)dx  (58) 

l'intégrale  attachée  à  la  courbe  indécomposable. 

Nous  supposerons  que  cette  courbe  est  de  degré  m  et 
qu'elle  n'a  aucune  asymptote  parallèle  aux  axes,  ce  qui  exige 
simplement  que  les  axes  de  coordonnées  aient  été  convenable- 
ment choisis  ;  enfin  nous  supposerons  que  les  points  à  l'inlini 
soient  simples,  ce  qu'il  est  toujours  possible  de  réaliser  en 
faisant  une  perspective  de  la  courbe.  Ces  hypothèses  reviennent 
à  dire  que  l'ensemble  des  termes  du  plus  haut  degré  est  de  la 
forme 

{a^o:  4-  pi?/)(a2^  +  P,y) («m'S?  +  ^^y), 

aucun  des  nombres  a;,  py  n'étant  nul,  et  tous  les  rapports  ^  étant 

distincts. 
Cela  posé,  soit  une  fraction  rationnelle  définie  par  l'égalité 

'K^S  =  /VF(•^^v)  ; 

(*)  Les  n°s  bo  à  59  peuvent  être  passés  à  une  première  lecture. 
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on  peut  toujours  supposer  que  le  dénominateur  ne  contient 
que  la  variable  x.  On  démontre  en  effet  en  Algèbre  que, 
si  A  et  B  sont  deux  polynômes  en  ij  premiers  entre  eux,  on 
peut  trouver  deux  autres  polynômes  en  y,  U  et  V,  tels  qu'on 
ait  identiquement 

AU  -^  BV  =  K, 

K  étant  indépendant  de  y.  La  démonstration  est  absolument  la 
même  lorsque  les  coefficients  des  polynômes  A,  B,  U,  V,  ren- 
ferment une  autre  variable  x.  Si  donc  on  appelle  X  une  fonc- 

tion  de  x  et  si  l'on  suppose  que  '|(j?,?/)  est  une  fraction  g,  on 

pourra  trouver  deux  polynômes  U  et  V  entiers  en  57  et  %wy 
et  tels  que 

BU-f-V/"=X 

ou,  comme,  par  hypothèse,  /  ix,y)  =  0,  tels  que 

BU=X; 
on  aura  alors 

,,      ,       A       AU       AU 

et 


1  = 


1         , 

Finalement,  si  l'on  décompose  =^  en  éléments  simples,  on 

voit  que  toute  intégrale  abélienne  peut  être  considérée  comme 
provenant  de  deux  types  d'intégrales, 


^-^-   -   '-/(^^/^ 


dans  lesquelles  le  numérateur  est  un  polynôme. 
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56.  —  Nous  allons  essayer  de  re'duire  les  intégrales  de  la 
forme  1,.  Soit  p  le  degré  de  P,  P^  l'ensemble  des  termes 
horaof^ènes  de  degré  p  dans  P,  «f(^,?/)  l'ensemble  des  termes 
homogènes  de  degré  m  dans  f{x,y).  Nous  allons  démontrer 
qu'ouï  peut  toujours  ramener  le  degré  du  polynôme  P  à  être 
au  plus  égal  à  2m  —  4. 

A  cet  effet  nous  déterminerons  un  polynôme  homoo-ène 
X(^,2/)  tel  que  là  différence  Ji  —  X  puisse  être  mise  sous  la 
forme  d'une  intégrale  de  même  forme  que  Ti,  mais  avec  un 
numérateur  de  degré  p —  1.  Nous  remarquerons  pour  cela 
qu'on  peut  écrire 


l(x,îj) 


or. 


"s/  f    ^  f  '\  f  T  OC^  { 

■^  =  ^x  ^  y  x^y  =  f'x  jr^yy 

en  vertu  de  l'équation  f[x,y)  =  o  ;  on  a  donc 


l{œ,y)=    I    ^1^-^l^-dx, 


et 


\,-.-k{cc,y)=   /   - — ^^^^ '^-tltdx.  (60) 

/  î  y 


L'ensemble  des  termes  du  plus  haut  degré  dans  le  numéra- 
teur sera 

PxC^%!/)    -   Q^'xO'y  -   XV/.)  (61) 

à  condition  que  le  degré  de  ^  soit  p  —  m  -+-  2  ;  nous  devons 
disposer  de  X  de  manière  à  faire  disparaître  ces  termes.  Le 

Calcul  infinité  sdu  5 
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théorème   d'Euler  relatif   aux   fonctions   homogènes    donne 
l'identité 

x^'^'x  -^  y^'y  =  fjo  —  m  -1-  2)X, 

et  l'expression  (61)  devient 

a;Pi  —  (j3  —  m  +  2)Xa^,  +  {yo'y  -j-  œ^'^)l'y 


ou 


a^Pj  —  {p  —  m  H-  2)1^' y  +  m^Vy 


(62) 


Si  cette  expression  est  divisible  par  cp,  en  appelant  Q  le 
quotient  et  retranchant  du  numérateur  de  l'intégrale  dans  (60) 
le  produit  QX/  qui  est  nul  par  hypothèse,  on  aura  réussi  à  faire 
disparaître,  dans  (60),  les  termes  de  degré  p.  Tout  revient  donc 
à  exprimer  que  l'expression  (62)  est  divisible  par  cp  ou,  comme 
cf  ne  contient  pas  x  en  facteur,  que 

«•?!  —  (i?  —  m  H-  2)Xcp'j/, 

s'annule    identiquement   lorsqu'on  y  remplace  x  par  les   m 
racines  —  -  ?/  de  <?  ;  il  faut  pour  cela  que  X  contienne  m  coef- 

ficients  au  moins  ou  que  son  degré  p  —  m  -\-  2  soit  supérieur 
ou  égal  km  —  1,  ce  qui  donne 

-p  —  w-i-2>'m  —  1        ou        p>>  2m  —  3. 

Ainsi  l'on  pourra  diminuer  le  degré  dans  les  intégrales  Ii 
tant  qu'il  sera  supérieur  à  2m  —  4,  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème. 

57.  Le  cas  où  le  dénominateur  contient  une  puissance  de 
X  —  «  est  plus  compliqué  ;  il  se  subdivise  immédiatement  en 
deux,  suivant  que  les  m  points  d'intersection  de  la  courbe 
f{x,y)  avec  la  droite  x  =  a  sont  distincts  ou  non.  Nous  ad- 
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mettrons  comme  démontré  (*)  le  lemme  suivant  :  toute 
€0urbe  ^{x,y)  =  0,  passant  par  les  points  communs  aux  deux 
courbes  f{x,y)  =0  et  g{x,y)  =  0,  peut  se  mettre  sous  la 
forme  suivante  dans  laquelle  A  et  B  désignent  deux  poly- 
nômes en  œ  ei  y 

*  =  Af{x,y)  -h  Bg  (x,y)  =  0, 

lorsque  les  points  communs  sont  simples  sur  chacune  des 
courbes  ;  en  d'autres  termes  on  a,  dans  ce  cas,  aux  points  de 
rencontre  des  courbes  *  et  /" 

^      =B,  (63) 


9  (^.2/) 


B  étant  un  polynôme  en  a?  et  y. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  la  droite  Xz=  auQ  touche 
la  courbe  f{x,y)  en  aucun  point.  Nous  allons,  par  analogie 
avec  ce  qui  a  été  fait  précédemment,  chercher  un  polynôme 
'^{x,y)  tel  que 


f. 


^ix,y)      ^^_      Xx^y) 
{cG  —  aff^  {x  —  af 


devienne  une  nouvelle  intégrale  où  le  dénominateur  ne  con- 
tienne plus  X  —  a  qu'à  la  puissance  a  —  1.  Comme  l'on  a 


X       _  r  d_  r       X       1 


dx 


{X  -  a)  (X'JJ  -  \\/J)  -  (g  -  1)  X/;/ 


{x  —  af 

^'yfx  ) 

[x  —  afC 
{*)  NÔTHER,  Math.  Annalen,  t.  VI,  p.  352 
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la  différence  précédente  s'écrira 

{x-affy' 

Pour  que  le  numérateur  soit  divisible  par  x  —  a  (en  tenant 
compte  de  la  condition  f[x,tj)  =  0),  il  suffit  que 

p  +  (a  -  i)À/;; 
le  soit.  Or,  d'après  le  lemme,  si  la  courbe 

P-H(a—  l)X/;=0  (64) 

passe  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  f{x^y)  avec  la 
droite  a?  =  «,  on  peut  toujours  mettre 


sous  la  forme  d'un  polynôme  en  ^  et  y  (formule  (63).  Il  suffit 
donc  d'exprimer  que  la  courbe  (64)  passe  aux  points  précé- 
dents, ou  que  le  premier  membre  de  (64),  dans  lequel  on  a 
fait  X  =  ttj  est  divisible  par  f{a,y)  ;  ces  conditions  s'exprime- 
ront sans  peine,  si  Ton  a  choisi  pour  X  un  polynôme  de 
degré  m  —  1  en  ?/  seul,  parce  que  fy'{ci,y)  est  différent  de 
zéro. 

On  pourra  appliquer  ce  procédé  de  réduction  tant  que  a 
n'aura  pas  la  valeur  un. 

58.  Considérons  enfin  le  cas  où  la  droite  a:  =  «  est  tan- 
gente à  la  courbe  f(x,y),  au  point  [a,y^),  les  autres  points 
(^52/2)»  i^^yù-"  yi^fl/m-i)  étant  différents  et  distincts.  On  a 
alors  f'yi{^,yi)  =  0,  et  le  raisonnement  précédent  n'est  plus 
applicable. 

Nous  retrancherons  alors  de  l'intégrale  à  réduire  la 
quantité. 
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et  nous  essaierons  de  déterminer  X  de  manière  que 

[x  -  a)?[x,y)  +  aX/;;  —  (00 -a)  (k'^fj  —  1\JJ)       (65) 
soit  divisible  par  (x  —  «)2. 

Il  faut  d'abord  que  7^rzi~'â  P"^^^®  ^^  mettre  sous  la  forme 
d'un  polynôme,  en  tenant  compte  de  la  condition  f{x^y)  =  0  ; 
comme  f'y^[(i,y^  =  0,  nous  pouvons  prendre 

^  =  (2/  —  2/i)  [y  —  2/2) (!/  —  ym-^v-[y).        (66) 

\3.{i])  étaat  un  polynôme  en  ij.  La  courbe  \f'y  =  0  passera 
bien  par  les  points  communs  à  la  courbe  /et  à  la  droite  x  =a, 
le  point  {a,y^)  comptant  pour  deux,  et  en  vertu  du    lemme 

\f' 
(formule  63),  ~zzr^  sera  un  polynôme  en  x  et  y. 


Il  faut  ensuite  que 


p(^'2/)  +  .^^  +  /;'^'. 


puisse  être  à  son  tour  mis  sous  la  forme  d'un  polynôme,  ou 
que  la  courbe 

P  +  ;;?=S;  +  A'>^'.--0  (67) 


passe  par  les  points  communs  à  /  et  à  la  droite  x  =  a,  et 
touche  cette  droite  au  point  [a,y^).  Exprimons  d'abord  que  la 
courbe  (67)  passe  aux  points  («,y,),  [a,y^...  («,y,„_i).  Pour 
cela,  il  faut  remplacer,  dans  l'équation  (67),  X  par  sa  va- 
leur (66),  ce  qui  donne 

a/"'  \   ' 

P(^'^) -^ -^ziTa ^y  —  Vi) (y  —  y^)-iy  —  y^n-My)  j 

-^{y  —  yi)iy  —  yù--{y  —  ym-iy{y)fj        >   (68) 
-^  v-{y)f^ ^j(y  —  yi)--{y  —  y>n-,)  =  o.       ] 

Lorsque  nous   ferons   x  .=  a,   y  =  y^  le  dernier  facteur 
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devient  [y^  —  y^)  {y,  —y^)...  {y,  —  y^-  i)  ;  quant  au  second 
terme,  il  renferme  une  expression,  en  apparence  indéterminée 

X  —  a  ^     ' 

dont  nous  allons  chercher  la  vraie  valeur.  L'équation  de  la 
courbe  attachée  à  l'intégrale  peut  s'écrire  en  appliquant  la 
formule  de  Taylor  et  en  tenant  compte  de  ce  que,  par  hypo- 
thèse /(«,?/i)  =  0  et  fy{a,y^  =  0 

1  ^ 

f{x,ij)  r=  0  =  (a;  —  a)fj{a,y,)  4-  5  (a?  —  aflWa,y,)    J 

■       1        ^  (70) 

^{x  —  a){y  —  iji)f\,y{a,y,)  -^  ^^y  -  y,ff\Aa,y,)  + . . .  ;    j 

On  a  de  même 

fvi^^y)  =  {oo~  a)f\,y{a,y,)  +  {y  —  ydf"x,v  {a,yd  -^  ... 
et,  en  tenant  compte  de  (70), 

^'^ "J-'}'"'^^  =  - 2/x'(«,y.) - (^  - ^VJWjù 

—  (î/ —  2/i)/%(«.2/i) -^  ••• 
La  vraie  valeur  de  (69)  est  donc 

-2/;'(a,y,) 
et  la  condition  cherchée  s'écrit 

P(«j2/i)  +  (1  —  2(x)  (î/i  —  y,)...{yi  —  ym-v)  A'(«.yi)K2/i)  =0. 

Comme,  par  hypothèse,  le  point  {a,y^)  est  simple, /;'(a,î/i)  n'est 
pas  nulle,  et  l'équation  précédente  fait  connaître  [Ji(yi).  De 
même,  en  faisant  dans  l'équation  (68)  a;  =  a  et  r/  =  î/j,  on 
trouvera 

p(«.2/2)  -^  (1  —  a)  (2/2  —  yi)--{y^  —  ym-,)fAa,yMy-2)  =  O; 

celte  équation  déterminera  [j-iy^))  à  condition  que  fj{a,v^  ne 
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soit  pas  nulle,  c'est-à-dire  à  condition  que  la  tangente  au  point 
a,y^  ne  soit  pas  parallèle  à  ox  ce  qu'il  est  toujours  possible  de 
réaliser  par  un  choix  convenable  des  axes.  Voilà  donc  déjà 

déterminées  ;  il  reste  encore  à  exprimer  que  la  courbe  (68) 
touche  la  droite  x  r=  a  au  point  {a,y^),  ce  qui  déterminera  \i.'{yi). 
A  cet  effet,  exprimons  que  la  dérivée  par  rapport  h  y  du.  pre- 
mier membre  de  (68)  s'annule  quand  on  y  fait  cg  =  a,  y  :=  y^; 
on  voit  sans  peine  que  le  coefficient  de  iJ-'(yi)i  ^e  seul  intéres- 
sant à  considérer,  est 

2(1  _  a)  {y,  —  y,)  [y,  —  ij,)...iy,  —  ym-i)f'J(a,y,). 

Ce  coefficient  n'est  pas  nul,  tant  que  a  est  ditlérent  de  l'unité. 
On  pourra  donc  déterminer  (ji'(?/J.  On  est  enfin  ramené  à  un 
problème  tout  à  fait  simple  d'interpolation,  à  savoir  :  déter- 
miner un  polynôme  ix(^y)  connaissant  les  valeurs  qu'il  prend 
pour  y  =  t/j,  y^...y,n_i,  ainsi  que  la  valeur  de  sa  dérivée  pour 
y  =  î/i.  Soit,  par  exemple,  ^i{y)  le  polynôme  d©  degré  m  —  2 
fourni  par  la  formule  de  Lagrange  (27)  et  qui  prend  les  va- 
leurs données  pour  y  =  yy,  y,^...  ;  on  pourra  prendre 

'Ay)  =  <y)  +  C(l/  —  y,)  (y  —  y^)...(y  —  ij^_^), 

la  constante  G  étant  déterminée  par  la  condition 

k'(2/i)  =  v'(yi)  +  C(t/i  —  y,). ..{y,  —  ym-i)' 

59.  Le  raisonnement  du  n°  précédent  tomberait  en  défaut 
si  l'on  avait  fj{a,yi)  =  0,  c'est-à-dire  si  le  point  {a,yC)  était 
double.  Il  faudrait  dans  ce  cas  retrancher  de  l'intégrale  abé- 
lienne  une  fraction  rationnelle  de  la  forme 

\{x,y) 


(^_a)«+i' 


X(a;,î/)  étant  un  polynôme  à  déterminer.  Nous  ne  donnerons  pas 
le  détail  du  calcul  qui  se  trouve  dans  le  Traité  d'analyse  de 
M.  Picard,  tome  I;  ce  qui  précède  suffît  amplement  pour  faire 
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comprendre  l'esprit  de  la  méthode,  et  nous  admettons  comme 
démontré  que  l'intégrale 


dx 


peut,  par  la  soustraction  d'une  fraction  rationnelle  convenable- 
ment choisie,  être  ramenée  à  l'intégrale 


^^^^^,dx 


{X  —  a)fy' 


Q  désignant  encore  un  polynôme.  On  peut  même  supposer 
que  la  plus  haute  puissance  de  y  dans  ce  polynôme  soit  2/'"~S 
en  tirant  ^'"  de  l'équation  f{x,y)  =  0  autant  de  fois  qu'il  sera 
besoin.  Enfin  l'on  peut  écrire 

(à{oc,y)  =  Q(rt  -^  X  —  a,y) 

=  Q(«'2/)  H-  (^  —  à)Q':,(a,y)  -h  ... 

et  l'intégrale  précédente  sera  une  somme  d'intégrales  telles 
que 

"      ^^^,dx 


{X  —  a)fy' 
où  R{y)  est  un  polynôme  en  y  de  degré  m  —  1  au  plus. 


Intégration  des  fonctions  rationnelles 
de  sin  ap  et  de  cos  ûP 


60.  Les  fonctions  trigonométriques  de  sin  x  et  de  cos  x  se 
rattachent  immédiatement  aux  fonctions  algébriques.  On  sait, 
en  effets  qu'il  suffît  de  poser 

/y* 

tang  ~  =  t, 
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pour  exprimer  sin  a?,  cos  x^  tang  x  en  fonctions  ration- 
nelles d'un  même  paramètre  t\  les  formules  de  transformation 
sont 

sma7  =  j-p^,    cosa!;  =  |-^2,    %>^  =  î-ir72»    «^^=171^72    ("1) 

L'intégrale 


R(sin  X,  cos  x)da; 

est  donc  ainsi  transformée  en  une  intégrale  de  fonction  ra- 
tionnelle. 

Soit,  par  exemple,  à  intégrer 


Ir:= 


/dx 
sin  iv' 


La  transformation  qui  vient  d'être  indiquée  donne  immé- 
diatement 


I  =   /    -^  =  log  f  =  log  tang  -|. 


61.  Il  existe  d'autres  procédés,  souvent  plus  rapides,  pour 
arriver  à  l'intégration  des  expressions  trigonométriques. 
D'abord  il  sera  toujours  possible,  par  les  mômes  moyens  que 
ceux  employés  pour  rendre  rationnel  le  dénominateur  d'une 
fraction,  de  n'avoir  au  dénominateur  que  des  puissances  paires 
de  sin  ^  et  de  cos  .a?;  par  suite,  on  pourra  toujours  ramener 
l'intégration  à  celle  des  trois  intégrales  suivantes  : 


L  = 
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,    I    PjSin  xdx 


y   I    PgCOS  ocdsc 

^3-    /  (T         ■■ 


dans  lesquelles  P^jPj  et  Q^.Qa  sont  des  polynômes  ne  conte- 
nant que  des  puissances  paires  de  sin  x  et  de  cos  x,  tandis  que 
P  est  un  polynôme  où  les  puissances  peuvent  être  impaires, 
mais  où  le  degré  total  de  chaque  terme  en  sin  x  et  en  cos  œ  est 
pair. 

Cela  posé,  pour  intégrer  T^,  on  posera 

lang  ce  =  t, 


d'où 


/  l  y  dt 

sin  ce  =  —■  ,       cos  x  =  -, ,       dx 


p 

Il  est  évident  que  la  différentielle  q  dœ  sera  transformée  en 

une  différentielle  rationnelle. 
Pour  intégrer  I^,  on  posera 

cos  a?  =  if       d'où       — sin  xdx  =  dt  ; 

enfin,  pour  intégrer  Ig,  on  emploiera  la  substitution 

sin  X  =  t. 

Soit^  par  exemple,  à  intégrer 


dos 


a  sin  X  -h  b  cos  x 
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Cette  intégrale  peut  s'e'crire 

•(.sin.--.cos.)rf.      ■ 


sin  xdx  j     i  cos  xdx 


a'^^sin^^  —  ô^cos^o?  /    a^sin-j;  —  ô^cos^a? 


et  l'on  voit  sans  peine  qu'elle  a  pour  valeur 


a 
cos  X  — 


lof 


1  1...  V  v/a'  +  6V  \  \/a^  +  b 


£,s/u   ^u  / cos  a?  + \  (sina? 


Si  l'on  pose 

a  h 

-, =  cos  cp,  _  =  sin  cp, 

la  dernière  expression  prend  un  aspect  plus  élégant 

■  log  tang  ^-4^. 

On   aurait  d'ailleurs  pu  introduire  l'angle]  cp  dès  le  début  ; 
rintégrale  aurait  pris  la  forme 

d{pG  -h  cp) 


y/a2  _^  ^2   /    sin  (a?  -h  cp)' 

et  l'on  reconnaît  ainsi  l'intégrale  qui  a  été  calculée  au  n"  pré- 
cédent. 

6S.  Les  intégrales 

I,„^„  =    /    sin'"a;  cos'^a?  dx 
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méritent  une  étude  spéciale.  Nous  avons  déjà  dit  (n*^  40) 
qu'elles  pouvaient  être  rattachées  aux  intégrales  de  différen- 
tielles binômes  irrationnelles. 

On  peut  encore,  en  remplaçant  un  certain  nombre  de  fois 
les  expressions  sin  px  sin  qx,  sin  joa;  cos  qx,  et  cos  fx  cos  qx 
par  des  sommes  ou  différences  de  sinus  et  de  cosinus,  réduire 
l'expression  précédente  aux  intégrales 


sin  Tix  dx       et  |    cos  kx  dx 


qui  ont  pour  valeurs  respectivement 

—  7  cos  kx       et       V  sin  kx. 
k  k 

Mais  il  est  plus  élégant,  et  la  plupart  du  temps  plus  rapide, 
d'opérer  sur  les  intégrales  !,„.„  une  réduction  analogue  à  celles 
que  nous  avons  déjà  plusieurs  fois  effectuées. 

Nous  écrirons 


J^^^  =    1    sin"*ir  cos  X  àx.  cos""  ^x, 


d'où,  en  intégrant  par  parties, 


sin™  ~^  ^x  71 1 

L,  „  = j-  cos"-*j;  H r    /    sin™  +  ^a;  cos'^-'^^  dx, 

'"         m  H-  1  m  H-  1    /  ' 


et,  comme 

sin™+^a?  =  sin'"a7  (1  —  cos^;z;-), 
y       sin'"  +  *a;  ces"— 'a;'       7i —  1  r^  ,     -i 

On  a  donc  enfin 

.       sin'"+  ^x  cos"-^a;       n  —  1  ^  ,«ç,v 
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L'application  répétée  de  celte  formule  permettra  de  réduire 
l'intégration  au  cas  où  n  =  1  ou  au  cas  où  n  =  0. 
Si  «  =  1,  l'intégration  est  immédiate  : 


I,„  ,  =    1    sin'"^-'  cos  ce  ax  = i- . 


Si  n  =  0,  on  est  ramené  à  intégrer 

r. 

Pour  cela^  écrivons 
J„j=    I    sin™~2j;(l — cos^x)dx=3m-2 —    /    sin™  "^jjcQg^CQg^,^^. 
en  intégrant  par  parties  la  dernière  intégrale,  on  a 


sin'""~'a7 


cos  X  -+- 


sin"^~'x.  siii  x  dx 


m  —  1  /  m  —  1 


et  en  portant  cette  valeur  dans  la  formule  précédente,   on 
obtient 

,  sin'"~^j?  cos  X  1       y 

d'où  la  nouvelle  formule  de  réduction 


J,„  = J,n-  9 siii'"-  Kv  cos  X  (73) 


Cette  formule  permettra.de  ramener  l'intégration  à  celles 
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qui  correspondent  aux  cas  de  m  =  0  ou  m  =  1,  et  qui  sont 
immédiates  : 


iXJj   ■  tXj 


Jj  =    /    sin  X  dx  r^  —  cos  x 

Il  est  clair  qu'on  aurait  pu  procéder  de  même  en  commen- 
çant par  diminuer  l'exposant  m  dans  !,„,„  ;  on   aurait   alors 

rencontré  des  intégrales,  telles  que  I  cos"5?  dx,  qu'on  aurait 

traitées  comme  J,„. 

Remarquons  enfin  que  la  formule  (72)  pourrait  être  em- 
ployée comme  formule  de  réduction  dans  le  cas  de  n  négatif  : 
il  suffirait  de  la  résoudre  par  rapport  à  !,„,„_  j.  Même  observa- 
tion si  m  est  négatif. 

63.  Une  dernière  méthode  consiste  à  introduire  les  expo- 
nentielles imaginaires  par  les  formules  connues 

QlX     _i^     Q-iX  ^  ^     Q-iX 

COS  a?  = fï ,       sin  a?  = ^. .  (74) 

Le  coefficient  différentiel  devient  alors  fonction  rationnelle 
de  é""  et  peut  s'intégrer  comme  on  le  verra  dans  la  section 
suivante.  Nous  nous  bornerons  ici  à  déduire  des  formules  (74) 
les  expressions  de  cos'".r,  sin'",r  en  sinus  et  cosinus  des  mul- 
tiples de  l'arc. 


On  a  en  effet 

omix     I 
C0S™a7  =  


me('«-2)'^  +  — ^-^^^^ — ^  e(™-'^)' 


2»î 
Or  la  première  formule  (74)  donne 

^mix  _|_  Q-mix  -_  2  C03  mX  \ 
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on  aura  donc 

2*"-  ' cos'"^=cosma;-f-?wcos(m— 2)^H ^^ -' cos(m— 4)xH-. . .   (75) 

et  dans  cette  formule  le  dernier  terme  devra  être  divisé  par  2, 
si  m  est  pair. 
De  même 

77ï\7}2  '—  1  I 
e^ix  _  ,^g(m— 2)i>  _, \_^ L  e(m-4)ù-_j_  ^__  _|_  (^  _  iy»g-mte 

sin  X  =:  -      9hi^-))i  "  ' 

Si  m  est  pair,  on  aura,  en  ayant  toujours  soin  de  diviser  par 
2  le  dernier  terme, 


(—1)  ^  2"  — *sin'"a;  =  cos  mx  —  m  cos(?w  —  2)x  , 

m(m  —  1)         ,           ..  (        ^     ) 

H ■■ — -'  COS  [m  —  i)x ; 

Si  m  est  impair,  on  aura 

(  —  1)    2    2'"-*sin'"a;  =  sin  mx  —  m  sin  (m  —  2)a)  . 

m(m  —  1)    .     ,  ,.  (       \'   J 

A  l'aide  de  ces  formules,  l'intégrale  !,„,„  du  n°  précédent  est 
immédiatement  ramenée  à  des  intégrales  telles  que 

r 

sin  px  cos  qxdx,  J    cos  px  cos  qxdx 

et  comme 

2  sin  px  cos  qx  =  sin  (p  +  q)x  -\~  sin  (^3  —  q)x, 
2  cospa;  cos  q.x  =  cos  (p  -f-  q)x  -h  cos  (p  —  q)Xf 

l'intégration  peut  être  considérée  comme  achevée. 
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Exemple  : 


I   sin^^  cQs'^sodx  =  m  in  ^os  Ix  -h  ^ cos ^x  —  2  cos  3.r  -h  6  cos a;  j 


Intégrales  où  figurent  des  exponentielles 
on  des  logarithmes 


64.  Le  cas  où  l'intégrale  ne  contient  qu'une  expression  ra- 
tionnelle en  e^  n'offre  aucune  difficulté.  On  posera 

e^  =  y       d'où       dx  ^=  — 

et  l'expression  à  intégrer  sera  devenue  une  expression  ration- 
nelle en  y. 

6o.  Soit  maintenant  à  intégrer 


En  intégrant  par  parties,  on  aura 

l„j  =  a;"'e^  —  m    1   x'''"--^e^dx 
ou 

L'application  répétée  de  cette  formule  conduit  rapidement  à 
la  suivante 
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66.  Considérons  une  expression  telle  que 


où  ^{x)  désigne  une  expression  rationnelle,  qu'on  sait,  par 
conséquent  mettre  sous  la  forme 

>   A,„a;'"  H-    > -. 

■^^  -^^  (.:>;  —  a) 

Les  intégrales  |  x'^e'^dx  ont  été  étudiées  dans  le  n°  précédent. 
Il  reste  à  examiner 


e 

doc. 


{x  —  af 
L'intégration  par  parties  donne  d'abord 


doc=  -. — - — i  4- -.     I    T  dcv 


/^ 


{x  —  af    ^^       1  —  «  (^  —  ay-~'       «  ~  1    /    {x  —  a) 
;t  celte  formule  de  réduction  permettra  d'arriver  à  l'intégrale 


Posons 


œ  —  a 


X  ^r^  a  -\-  •-        d'où       dx  ==  —  ; 
71  n 


on  est  ramené  à 


■J 


ena    I    -  dy. 


Calcul  infinitésimal 
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Enfin  si  l'on  fait 
on  a  à  considérer 


é^^ 


qui  est  une  transcendante  nouvelle  ;  elle  prend  le  nom  de 
logarithme  intégral  lorsque  la  constante  d'intégration  est 
déterminée  de  manière  que  cette  transcendante  s'annule 
pour  ^  =  0. 

66.  Si,  au  lieu  d'exponentielles,  on  a  des  logarithmes,  on 
ramène  ce  cas  aux  précédents  en  posant 

d'où 

j;  =  gy,       dx  =  e^dy 


CHAPITRE    II 

DES  INTÉGRALES  DÉFINIES 


Des  intégrales  définies  dont  la  valeur  s'obtient 
en  appliquant  la  définition 


Q'7.  La  définition  donnée  au  n°  1  du  chapitre  précédent  per- 
met d'obtenir  immédiatement  un  grand  nombre  d'intégrales. 
La  valeur  étant  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  se  suc- 
céderont les  valeurs  de  x  dans  la  somme  à  calculer 

n  —  1 


2(^i  +  t-^i)A^«)  (1) 


on  profitera  de  cette  latitude  pour  fixer  une  loi  qui   permette 
d'effectuer  cette  sommation. 

68.  Nous  allons  donner  quelques  exemples  de  cette  ma- 
nière d'opérer. 
1°  Soit  à  calculer 

on  divise  l'intervalle  de  o  h  œ  en  7i  parties  égales  et  l'on  pose 

X  =  nh,  OOij^x  J";  =  h,  1;  =  Xi 


84  CHAPITRE    II 

La  somme  (1)  devient 

7,  [1  ^  en  +  e^n  _^...  _^  ,(.-i).]  =  /,  Çj^.  =  (g.  _  i)  _A_. 

Lorsque  h  tend  vers  zéro,  la  dernière  fraction  tend  vers  un, 
et  l'on  a 


e'^dœ  =z  e^  —  1 
'0 

2°  Au  lieu  de  prendre  des  valeurs  de  x  qui  se  suivent  en 
progression  arithmétique,  on  peut  diviser  Tintervalle  de  ma- 
nière que  les  termes  se  succèdent  comme  ceux  d'une  progres- 
sion géométrique.  On  posera  alors 

et  la  formule  (1)  deviendra 

/^  i=.h—V 

î=l   ,-f  0  }(2 

Ainsi,  soit  à  intégrer 

dx 
^' 
*^  a 

l'équation  (2)  donne 

/     r{^)dx  =  Um  a{q  -  1)  [^  +  q.  ^  +  ...  +  rf-^  -^-^^,] 
=  lim  ti(Q  —  i)  =  lim  4 loff  -. 
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OU  enQn 


—  =  log  -  . 


3«  Dans  les  deux  exemples  précédents,  on  connaissait  Tin- 
tégrale  indéfinie  i  f{x)  dx.  Voici  un  exemple  où  elle  est 
inconnue  :  soit  à  calculer 

log  sin  X  dx. 

Nous  partagerons  l'intervalle  de  zéro  à  9  en  n  parties 
égales  et  nous  poserons 

de  sorte  qu'on  aura  par  définition 

n 

1 
ou 

n 
I  =  |limilogU 
1 

en  posant 

n 

n=sin^sin2.^...sin(n-l)|^. 
1 

Or  on  a  évidemment 

s'n  (^  -  '^)  ^  =  sin  {n-\-k)^ 
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et 

sin  h  ^  =  cos  {n  —  k) 


De  là  résulte,  en  multipliant  |  I  par  la  même  expression 

1 
dans  laquelle  on  a  écrit  les  facteurs  en  ordre  inverse, 

2n  —  1  i  =z  n  —  1 

=2^-^  n  ^^"^■^• 
{ = 1 

Ce  dernier  produit  se  calcule  sans  peine,  il  suffit  de  former 
l'équation  qui  donne  sin  -  connaissant  sin  u  =  0  :  le  produit 

des  racines  de  cette  équation,  après  suppression  de  la  racine 
nulle,  sera  le  produit  cherché.  On  trouve  ainsi 

i  =  n  —  1 


n  ==2^1-^' 


i — 1 


d'où  l'on  déduit 


n = 2^  ^^' 


I  =  r:  hm  -  lor 


2         n     °  2'»-* 

1 

^  log  n  —  (n  —  1)  log  2 


I  =  p  lim 


ou  enfin 


/ 


'2 
log  sin  X  dx  =  —  p  log  2  (3) 
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4°  Voici  un  dernier  exemple.  L'intégrale 

log  (1  —  2a  cos  X  4-  a"2)  dx 
a  été  calcule'e  par  Poisson.  On  a  par  définition 

n  —  1  -l 

1=    Um       2    ~riog(l  — 2a-t-a2)  +  log(l— 2acos|-V-a2-|-... 


=:     lim     -  log 


en  posant 


TT   =  (t  —  2a  -H  a2)  (1  —  2a  COS  -  -h  a^) 
...  (1  —  2a  cos h  a^)...  (1  —  2a  cos tc  -h  a^). 

Or  on  démontre  aisément  que  ce  produit  est  égal  à 

a  +  1  ' 

on  a  donc 


TT,       (a2'^_l)(a— 1) 
,,  _  _  w     °  a  +  1 


Si  I  a  I  ■<  1,  nous  écrirons 

I  =     lim     -     log  -r-^-  -h  loo^  (1  —  «2») 

et  l'on  a  évidemment 

1  =  0 
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Si  au  contraire  le  module  de  a  est  supérieur  à  l'unité,  nou& 
devons  écrire 

I  =     lim     -  [log  "^^  -+-  log  (a2-  -  1)1 

=     lùn     ^^  log  (a2«  -  1)  =  lim  ^^  log  a^"  (^1  -  -,-) 

et  l'on  voit  que 

I  ==  71  log  a^  (4) 

69.  La  méthode  employée  dans  le  n°  précédent  ne  peut 
évidemment  plus  être  appliquée  sans  corrections  dans  le  cas 
où  une  des  limites  de  l'intégrale  devient  infinie,  puisque  l'on 
n'a  plus  un  intervalle  fixe  à  diviser  en  parties  dont  le  nombre 
augmente  ensuite  au-delà  de  toute  limite.  Il  faudra  examiner 
d'abord  l'intégrale 


et  faire  ensuite  croître  6  à  l'infini.  L'intégrale  précédente  devra 
tendre  vers  une  limite,  ou  encore  l'intégrale 


devra  tendre  vers  zéro  lorsque  6  et  c  croîtront  indéfiniment. 
Nous  examinerons  en  premier  lieu  une  intégrale  célèbre 


/ 


e-^   dûff. 


Elle  sera  la  limite  de 


/■ 


o        '    Ctt/^j 
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pour  &  r=r  oo  ,  si    I     e-''"dx  tend  vers  zéro  pour  è  et  c  infinis. 
Par  définition  la  première  intégrale  s'écrit 

lim    V  7î(l  H- e-''' 4- e-"'"' -+-e-"'''^ -f-...-l- e-"^''')     (5) 
■  h  =  0  '^^ 

avec  nh  =  b,  et  la  deuxième 

i=z  m  —  1 


lim       2      h  [e-'^''  +e'(.'  +  '^f  -+-... 
h^  0 

1  =  0 

Or,  dans  celte  dernière  somme,  on  a 
d'où  l'on  de'duit 


I  h  =  o 


e-^^dx  <  e-î-'  lim   2  ^^  [*  +  ^~"'  "^  ^~"''  +"-]' 


la  somme  dans  le  crochet  étant  prolongée  à  l'infini  ce  qui  ne 
peut  que  l'augmenter.  Cette  somme,  que  nous  appellerons  S, 
est  finie^  comme  on  va  le  voir  :  elle  peut  s'écrire 

S  =  .    ^'    .,  v/n^  nq), 

Vl  —  e-'*' 
en  posant 

g_/.2^^      et      /■(^)  =  1  4- g  H- ç* -H...+  î"^  4-... 

Désignons  par  [//ï]  le  plus  grand  entier  contenu  dans  \/n,  et 
comparons  les  deux  séries,  divergentes  pour  g  >  1,  , 


f{q) 


=  %)  -^  1  4-  [^l]  g_^  [v/2j  î'^  4-...4-  [//i]  ?"+.. 
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et 

Dans  cette  dernière  série^  le  coefficient  de  g"  peut  s'écrire, 
en  vertu  de  la  formule  de  Wallis  (n°  79), 


v/ 


£  et  e'  tendant  vers  zéro  pour  n  =  00,  Le  rapport  des  coefficients 
de  ^"  dans  '\i[q)  et  dans  F{q) 

a  donc  pour  limite  ^  y/^,  et,  par  suite,    d'après  un    théorème 

connu  Ç^),  le  rapport  des  deux  séries  a  la  même  limite.  On  a 
donc,  en  faisant  tendre  ç'  vers  un 

^^"^  7r?^  ^  ^^^^  v/1  —  q  f{q)  =  9  \/^. 


(*)  Lorsque  deux  séries  ordonnées  suivant  les  jouissances  ascendantes  d'une 
même  lettre  sont  divergentes  et  que  le  rapport  des  coefficients  d'une  même 
puissance  de  la  lettre  ordonnatrice  a  une  limite,  le  rapport  de  la  somme  des 
n  premiers  termes  a  la  même  limite  lorsque  n  croît  à  l'infini.  En  effet  dans 
une  suite  de  rapports  égaux  ou  inégaux 

le  rapport 

*a  +  ^p  +•••+  h' 

est  compris  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  de  ces  rapports.  Si  donc 
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Il  en  résulte, 

„       1   /-  ,.  h  1   /- 


si  l'on  fait  croître  h  à  Finfmi,  le  second  membre  tend  vers  zéro, 
donc  aussi  le  premier^  et  l'on  est  fondé,  dans  la  somme  (3)  qui 
sert  de  définition  à  I,  à  faire  croître  h  à  l'infini,  c'est-à-dire  que 

I  ^  lim    2  ^^(^1  + '^"''^  +  ^~"'^  ■^"•••)- 
h  =  o 


n  est  assez  grand  pour  que  le  rapport  des  termes  de  même  rang  des 
deux  séries  divergentes, 

/■(n)  =  a»  +  «■i^  +•■•+ «^'i^"  +••• 
cp(n)  =  b,  +  h^x  +...+  'bnX'^  +•-, 

diffère,  pour  cette  valeur  de  n  et  pour  les  valeurs  supérieures,  de  sa 
limite  l  d'un  nombre  inférieur  à  e,  on  pourra  écrire 

,  ^  anX^  +  an  +  iJ?"  +  t  +  •••  +  an^pX^'-T  ^ 

Soit  t f{x)  la  somme  des  n-\-p  premiers  termes  de  f{x)  et  tp^f^)  celle 
des  n  -j-  p  premiers  termes  de  <^{x),  le  rapport  intermédiaire  pourra 
s'écrire 

f  j,{x)  —  {a„  +  <^\X  +■■■+  Qre-i^""^) 


fp'X)    1 ^— I—  1         T^  T^       "       1 


(cp^,^)i_i^L±.*i^+-+^^ii^ 


Comme  la  deuxième  de  ces  fractions  tend  vers  un  pour  p  =  oo ,  on 
voit  que  '—:  sera  compris  entre  /  —  e  et  /  +  e,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 
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Le  second  membre  est  pre'cisément  S  ;  on  a  donc  enfin 


e  —  ^  dx  =  ;^  ^iz.  (6) 


'70.  On  intègre,  par  un  raisonnement  analogue, 


f 


sin  a?   ,          ,.       /  .     7        sin  2h  sin  n7i\ 

rfa:;  =  hm     sin  A  +    —  =; \-...    ' 


00  n  =  y=\  2  ■••  n       I' 


*^  o  h  —  o 

Nous  démontrerons  plus  loin  (série  de  Fourier)  l'identité, 
valable  tant  que  h  est  compris  entre  0  et  2-7z, 

.     j        sin  2/i  sin  7îh  1  .  ,s 

sin  h  -i H...  H- H...  =  K('n:  —  h). 

Il  en  résulte  immédiatement 


sin  X   ,  71  ,_, 

— ^  dx  =  ^,  (7) 


11  est  à  remarquer  que  le  produit  de  la  fonction  à  intégrer 
^ifL:^  par  x  ne  tend  pas  vers  zéro  pour  x  infini,  et  cependant 

l'intégrale  a  une  limite  :  cela  tient  à  ce  que  la  fonction  change 
de  signe  un  nombre  infini  de  fois. 


"71.  L'intégrale 


1=1       — 5—  dx. 

x^ 

'0 


se  ramène  à  la  précédente  en  intégrant  par  parties 


/30  /^OO 

sin^a?   ,          rsin^^x;  i'^  /      sin  2x  ^  , 

— -_  dx  =     -+-    1  ,.  -  -  Mx  = 

x^  y  X   \o       f       ix 

^0- 


9 
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73,  Dans  les  exemples  précédents,  on  a  pu  effectuer  directe- 
ment les  sommations.  Quelquefois  il  est  commode  de  com- 
mencer par  établir  des  inégalités  qui  permettent  d'enfermer  la 
somme  inconnue  entre  deux  quantités  qui  ont  la  même  limite. 
Cherchons  par  exemple  à  évaluer 


1  = 


dx 


X  log  a) 

Soit  toujours  5  =  a  4-  nli.  JNous  partirons  de  l'identité 

loff  (1 


log  log  {x  -h  11)  —  log  log  X  =  log 


1 


h 


lOff  X 


(8) 


que  nous  allons  combiner  avec  les  inégalités  suivantes,  dont 
les  deux  premières  résultent  immédiatement  des  développe- 
ments en  séries  des  logarithmes, 


log  (1  +  ;::)<  ^  <  log  ^-— 


(9) 


et  dont  les  deux  suivantes   se  déduisent  de  celles  que   nous 
venons  d'écrire  en  remplaçant,  dans  la  première  1  -h  s  par  ^, 

et  dans  la  seconde  -, par  t 

1  —  z  ^ 


^  —  1  >  log  ^  > 


t~  1 


(10) 


On  aura  ainsi,  en  appliquant  la  première  inégalité  (9) 


los' 


log 

1     1 

(i  +  *) 

V          X) 

1      1 

log  X 

< 


log  (  1  -H  - 


loff  X 


< 


X  log  a?' 


et,  en  appliquant  la  deuxième  inégalité  (10) 

11' 


lOff 


lo-    1 


1 


lo.i 


> 


log     1  + 


> 


log  [a:  -h  h)         {oc  -\-  h)  log  {x  -h  h) 
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On  a  donc 

-, Î3--J -, ^,  <  log  log  (x  H-  11)  —  log  log  X  <  i . 

{x  H-  7i)  log  (a?  -4-  7i)  ^     °  ^  '  ^     ^  X  log  X 

Remplaçons  maintenant  dans  cette  double  inégalité  x  suc- 
cessivement par  a,  a  4-  7^,  a  -h  2h..\a  -h  (w  —  l)/i  et  ajoutons 
ces  inégalités  membre  à  membre.  Nous  trouverons 

S  —  --17---  <  Ii>g  log  b  —  log  log  a  <  S  ~ 


a  log  a  ^     °     '^  &      &      ---  6  log  &  ' 


en  posant 

h 


a  log  a        (a  -t-  A)  log  (a  -+-//)        "  "  *        b  log  6  " 
La  double  inégalité  précédente  peut  s'écrire 

h  h 

log  log  b  —  log  log  a  -+-  g-j— -^  <  S  <  log  log  &  —  log  log  a  -+-  ^^^  . 

Lorsque  h  tend  vers  zéro,  S  tend  vers  1  et  l'on  obtient  le 
résultat  cherché  : 


-^  =  log  log  h  —  log  log  a. 


73.  A  cet  ordre  d'idées  se  rattache  une  puissante  règle  de 
convergence  des  séries  due  à  Gauchy,  Soit  ©(a;)  une  fonction 
qui  soit  constamment  positive  et  décroissante,  et  qui  tende  vers 
zéro^  lorsque  x  croît  à  partir  d'un  certain  nombre  entier  a 
jusqu'à  l'inlîni  :  la  série 

cp(l)-+-cf(2)H-...  +cp(7l)+...  (11) 

sera  convergente  ou  divergente  suivayit  que  l'intégrale 

/      ^{x)dx  (12) 

sera  finie  et  déterminée  ou  non. 
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En  effet,  on  a,  par  hypothèse,  pour  x  compris  entre  n  et  ?2  h-  1 
d'où 

^n  +1  ^n  +  l  ^w  +  1 

<-^  n  *^  n  *-^  n 

OU 

/n  +  1 

On   aura  de  même,  en  remplaçant  successivement  n  par 
n  +  1,  ?z  -H  2 n  -^  p  —  1, 

cp(n  +  1)  >    /  cp(a;)c?rc  >  cp(/i  +  2) 


ff{n  -h  p  —  1)  >    /  o(.x)dx  >>  cp(n  +  p). 

^n+p—i 

Faisons  la  somme  de  ces  diverses  inégalités  et  posons,  pour 
abréger 

.      S,=  cp(l)  +  o(2)  +  ...-hcp(A;); 

il  vient 

(o(x)dx  >  S„  +  p  —  S„  (1 3) 
Laissons  n  fixe  et  faisons  croître  p  à  l'infini  ;  supposons  de 
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plus  la  série  (11)  convergente.  Alors  S„  +  ^,  a  une  limite  S  et  la 
première  inégalité  (13)  nous  montre  que,  le  premier  membre 
ayant  une  limite  finie,  il  en  est  forcément  de  môme  de  l'inté- 
grale. 

Supposons  en  second  lieu  l'intégrale  déterminée  ;  la  deuxième 
inégalité  (13)  s'écrit 

r>n-\-ï> 


Il  en  résulte  que  S„4_;;  a  une  limite  lorsque/?  croît  à  l'infini. 
Considérons  par  exemple  la  série^  —  étudiée  tome  I  n°  1 24. 

-—  =    j— —  x^  -^\     est  finie 

X^  |_1  —  a  J^ 

si  a  >>  1,  infinie  si  a  <^  1.  On  retrouve  ainsi  les  conditions  du 
11°  124. 

De  même  la  série  >,  --. (tome  I  n"  125)  est  diveri^ente 

.LaÀ  n  log  n^  '  ^ 

--|~-  est  infinie  :  pour  le  voir,  il 
suffit  de  poser  x-=^  e'J.  L'intégrale  devient 


dy        r  -|=c 

./ 


De  remploi  des  cliangenienis  de  varîalUles 
pour  le  calcul  des  intégrales  définies 


74.  Un  autre  procédé  d'intégration  consiste  à  obtenir  par 
diverses  transformations  une  égalité  où  ne  figure  que  l'inté- 
grale à  calculer.  En  voici  des  exemples. 
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Soit  à  évaluer  l'intégrale  déjà  obtenue  au  n°  68 

I  =    /      log  si  h  ivdcG. 
0 

Nous  ferons  d'abord  le  changement  de  variables 

il  en  résulte 

I  =  —    /     iog  cos  ydij  =    I      log  cos  i/dij. 

«y  Tt  «y  0 

2 

On  en  déduit 


•2  >^2  /'"2 

2\  =   I      log  sin  œdx -h    1      Iog  cos  o-c^a?  =    /      logsin  a7cosa7(ia; 


/      log  si n 


0  ^0  *^0 

*i        sin  '^a;  1     /^^  /  *^ 

log — ^^  d:e  =^  ^^    I      log  sin  2cc.2d.v —    /      \og2dx 

'O  ^0  «-^0^ 

OU  encore,  en  posant  dans  le  second  membre  2œ  =  z, 

r 

2l  =  5    /      log  sin  zdz  —  ^  log  2. 
Mais  on  a  évidemment 

log  sin  ^c?^  =  2    /      log  sin  ^c?^  =  2l.  (14) 

'o  '-'o 

Calcul  infinitésimal  7 
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On  a  donc  enfin  l'égalité  chercliée 


d'où  l'on  lire 


2T  =  I  -  ^  log  2 


21  =  1-2  log  2.  (13) 


Du  résultat  pre'cédent  s'en  de'duit  facilement  un  nouveau. 
L'identité, 


x^  log  sin  X  dx  =^    \     {r^  —  xy  log  sin  x  dx, 

qui  est  évidente  si    l'on  remplace  œ  par  t.  —  y  dans  le  pre- 
mier membre,  se  réduit,  après  le  développement  de  (-rr  —  .a?)^  à 

r  r 

TC    I      log  sin  X  dx  =  2    I      x  log  sin  x  dx. 

Le  premier  membre  vient  d'être  calculé  (formules  14  et  15)  ; 
on  a  donc 

X  log  sin  X  dx  =^  —  -^  log  2. 

'0 


75.  Considérons  encore  l'égalité  démontrée  au  n°  69. 

I       e-^'^dx  =  -^  \/'K 
«-'0 

et,  dans  cette  égalité,  faisons,  x  =  y  \/a,  a  étant  positif,  nous 
aurons 


/       e-^y'di/  =  — 7^ /tt. 
/  "^        2/a  ' 

0 
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76.  Nous  avons  admis  dans  les  numéros  précédents  que  le 
changement  de  variables  était  légitime,  comme  aux  n°s  29  et 
suivants.  Il  faut  cependant  y  regarder  d'un  peu  plus  près. 
Soit 

X  =  f{ij) 

l'égalité  qui  définit  le  changement  de  variables  :  on  en  déduit 

dx  =  f'iy)  dy 
et  par  suite 

/    F{p^dœ=    /     Y[f{y)]f,'dy. 


11  faut  que  fy  reste  finie  et  bien  déterminée  dans  le  champ  de 
l'intégration.  De  plus  puisque,  par  définition,  x  varie  toujours 
dans  le  même  sens,  il  doit  en  être  de  même  pour  y. 
Considérons  par  exemple  l'intégrale 


et  posons 


d'où 


X  =  arc  sm  y 


dx  =  dz  -;—  ■'-  - 
\/l  —  y^ 


Pour  ?/  =  1,  la  dérivée  x'y  de  x  devient  infinie  ;  il  faut  alors 
diviser  l'intervalle  en  deux  et  po&er 
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Lorsque  x  croît  de  o  à  |  —  £,  ?/  croît  de  o  à  1  — r,,  et  il 
n'y  a  pas  de  singularités.  On  peut  donc  poser. 

''  C  '  r  ri 

sin'"a;  dx  =    I  --=--=  ay  ; 

/  v/1  -  if 

'0  *^o  - 

1 

de  plus,  si  a  est  un  nombre  compris  entre  ^  et  1,  le  produit 

de  — ^^'—  par  (l  —  yY  tend  vers  zéro  lorsque  y  tend  vers  mz; 

la  dernière  intégrale  a   donc  une  limite  déterminée    (n°  17) 
lorsque  r,  tend  vers  zéro  et  l'on  peut  écrire 

siii'"x  dx  =    /      77^^=-  dy- 

Pour  ^  variant  de  5  à  tt,  a;'y  est  négative,  y  décroît  de  1  à  0, 
et  l'on  a 

/     siQ'"j?  dr  =    /     # ;  f^y  =   /      77'-^- — ;  % 

/  /     —  \/l— 2/-  /„     /l— ?/ 

Finalement 

/     si  11  "'07  dx  =  2   j     77^==i  d'J 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  il  faudra  opérer 
dans  chaque  cas.  On  décomposera  le  champ  de  l'intégration  en 
plusieurs  parties  dans  chacune  desquelles  il  ne  se  présente 
de  singularités  qu'aux  limites. 

Par  exemple,  dans  l'identité 

fix)dx  =     I      f{x)dx  -\-     I     _     f{.r)dx, 
1  •  ^—i  «^0 


'1  '^0 

2 


,1 
2/" 
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faisons 

'»  —  -  '      f  ^  —  —  ^1  ' 

nous  obtenons 


_1  ^—i  «^+00 


Des  intégrales  définies  qiiî  se  déduisent 
de  rintéarale  indéfinie 


HH,  La  méthode  la  plus  simple  est  celle  qui  consiste  sim- 
plement à  appliquer  la  formule  (3)  du  chapitre  précédent. 
Ainsi  Ton  a 


on  en  déduit  immédiatement 

I     e^dx  =  e^  —  1, 

comme  on  l'a  trouvé  au  numéro  68. 
De  même  la  formule 

dx       ,       b 
—  =  lag     , 
X  °  a 

résulte  immédiatement  de  celle-ci  : 

dx       , 

—  =\ogx-i-    . 
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78.  Lorsqu'on  a  à  calculer  une  intégrale  définie,  il  arrive 
que  les  formules  de  récurrence  se  simplifient  beaucoup  et 
qu'un  calcul  pénible  sur  l'intégrale  indéfinie  devient  facile  si 
l'on  introduit  les  limiles. 

Soit  par  exemple  à  calculer 


(7„j  =    /      sin"'a.^  dx. 
«--'0 

En  introduisant  les  limites  dans  la  formule  (73)  du  chapitre 
précédent,  elle  devient 

Ka  =  -^K.-,  (16) 


et   en  changeant  m  successivement  en  m  —  2,  m  —  4. 
m  —  2p  -h  2 


m  —  2p  ■ —  3 


A, 


Multiplions  ces  égalités  membre  à 'membre,  il  vient,  après 
une  simplification  évidente, 

A     _  [m  —  1)  (m  —  3) ...(m  —  2p  +  1)  .  ,,„. 

Ici  deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  la  parité  de  m.  Si  m 
est  pair,  on  rencontrera,  pour  p  ='^ ^  l'intégrale  A „  dont 

la  valeur  est  [^;  si  m  est  impair,   on   aboutira  à  A^    qui  est 

évidemment  égale  à  un  ;  d'où  les  deux  formules  suivantes, 
déduites  de  (17). 

Soit  m  =  2k,  on  fera  j^  =  h,  ce  qui  donne 

_-(2/.-l)(2/.-3)...3.l7r. 
^''•~        2/t(2/e  — 2)...4.2        2'  ^     ' 
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au  contraire,  pour  m  =  2k  +  1  etp  =  k;  on  obtient 
_       2k.{2k-2)...2 


2'^+'  -^  (2k  +  1)(2A-—  1)...3" 


(19) 


Forimile  de  W  allis 

79.  On  a  évidemment 

le  coetficient  différentiel  sm"'a:  dx  diminuant  lorsque  m  aug- 
mente. On  déduit  de  là 

Or  le  dernier  rapport  tend  vers  l'unité,  en  vertu  de  l'égalité 
(16),  lorsque  k  croît  à  l'infini.  Donc 

-        l'm    —T =  1. 

Remplaçons,  dans  cette  égalité,  A,,,  et  A^/^+i  par  leurs 
valeurs  tirées  de  (18)  et  de  (19);  nous  obtenons  la  nouvelle 
égalité 

2k  2k      2k  — 2  2k  — 2      2    2    2  _  ^ 


^^l,tk-h\2k—\2k—{2k—-^'-'ri'7z         ' 
d'où  l'on  tire 


n  =  co 


Tt       2    2    4    4 


i=M-i-s-=nk^r(2»-')  (2«) 


:2n  +  1 


Celte  formule,  connue  sous  le  nom  de  formule  de  Wallis, 
donne  le  nombre  tt  sous  forme  de  produit  infini.  Wallis  l'avait 
découverte  avant  l'invention  du  calcul  intégral. 
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Deuxième  méthode  pour  le  calcul  de    /      e-'''dx. 

0 


80.  C'est  encore  par  une  formule  de  réductions  successives 
que  nous  obtiendrons  celte  célèbre  intégrale  sur  laquelle  nous 
avons  déjà  appelé  l'attention  du  lecteur  (n°  69). 

Considérons  l'intégrale  définie. 

.     /  dx 

L'égalité  (19)  du  chapitre  1  donne  immédiatement  la  formule 
de  récurrence 

.     2m  —  3  1, 

qui  est  applicable  pour  toutes  les  valeurs  de  m  supérieures  à 
l'unité.  Or 


dx 
a-  -H  X 
'0 


1  r     .     .^1°°     1  Tt 

r,  =  -     arc  lang  -  I      =  -  ^î 


on  a  donc,  en  donnant  à  m  dans  la  formule  de  récurrence  les 
valeurs  2,  3...  m  : 

_  1    ^    5      2m  — 3  _J__  TT 
'"  ~"  2 •  4 •  G •  ■  ■  2m  —  2  a""-'  2 " 

Posons  maintenant 

_    z  ,    dz  ^ 

s/in  sm 
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la  formule  précédente  devient 


■»30 


l'- *  dz         1.3.5...(2;?î  —  3)    y/w-    tc 

t^O      \  m) 

Faisons  a  =  1  et  supposons  que   m  croisse  à  rinfmi,  celte 
égalité  devient 


2  7         Ti    ,.        1.3. 3. ..2m  —  3   /— 

'0 

ou  en  écrivant  m  +  1  au  lieu  de  m 


2  ,        TT^    1-        1.3.5...2w  —  1 
e  — =û(^r=:^    hm     — — ^— - — -r 


V  2m  -v-  1 


ou  enfin,    en  tenant    compte    de    la    formule    de  Wallis    et 
remettant  ^  àla  place  de  z  : 


100 

0 


■■^''dx=\^^.  (21) 


Transcendance  du  nombre  e  et  du  nonibre  tt 

81.  C'est  à  l'aide  des  intégrales  définies  que  M.  Hermilc  a 
réussi  à  démontrer  que  le  nombre  e  ne  peut  pas  être  algé- 
brique ;  en  d'autres  termes  on  ne  peut  pas  avoir  une  équation 
de  la  forme 

F(e)  =  c'o  H-  c,e  +  c.e^  + . . .  +  c,„e'"  =  0  (22) 

dans  laquelle  c,,  sont  les  coeflicients  entiers. 
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Faisons  une  remarque  préliminaire  :  l'intégration  par  parties 
donne  immédiatement,  en  répétant  X  fois  l'opération. 


-^^  '  (23) 


Cela  posé,  introduisons  avec  M.  Hilbert,  qui  a  perfectionné 
la  méthode  d'Hermite,  le  polynôme  P  défmi  par  l'égalité 

p xi'-\x  —  iY{x  —  2y'  ...{x  —  m)i' 

~  (i5-l)  ! 

p  étant  un  entier  arbitraire  et  soit 


3  =    j       Pe  —  ^dx. 
0 

Nous  allons  choisir  p  de  manière  que  l'équation  (22),  ou 
plutôt  l'équation 

'>n 
0 

soit  impossible.  Pour  cela  nous  l'écrirons 

ik  ^j^  ,  .IX) 

V  c,e''-    /     Fe--dx-i-^c,e'^    1      Pe-'dx^O     (24) 


/  J    o/,»  .  LO  u.,o  -T-    y   ^ 

0  0  ./;, 

et  nous    montrerons    que,    pour   des    valeurs    suffisamment 
grandes  de  p,   le  premier  terme   de  cette  équation  est  une 
fraction  inférieure  à  l'unité,  tandis  que  le  second  est  un  entier 
non  îiul.  Ces  deux  termes  ne  pourront  donc  se  détruire. 
Considérons  la  première  somme  ;   son  module  est  inférieur 
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à  la  somme  des  modules  de  ses  termes  ;  un  terme  a  pour 
module 


1  c/,  \e'^  e-'"  I  P  I  d^- 


Les  facteurs  qui  composent  le  numérateur  de  P  ont  tous  un 
module  inférieur  à  m^';  &-''  est  inférieur  à  l'unité  dans  le  champ 
de  l'intégration.  On  a  donc 

k 
e-I  P  1  dx<\  c,  I  e^'  j^~-^. 


Faisons  la  somme  des  inégalités  déduites  de  la  précédente 
en  y  remplaçant  k  par  1,  2,  3...  m,  inégalités  qui  seront 
vérifiées  a  fortiori  si  l'on  écrit  e'"  au  lieu  de  é'  et  m  au  lieu  de 
k  ;  nous  obtiendrons  enfin  l'inégalité 


0 


Cic 


Nous  poserons  encore 

m'"  +  '■  =  a 

e'"i7i'»  +  ^^  1  C/,  I  =  b 
de  manière  à  donner  au  second  membre  la  forme  simple 

Le  second  facteur  seul  dépend  de  p  et  l'on  sait  (I.  246)  qu'il 
tend  vers  zéro  pour/?  infini  :  donc,  quels  que  soient  b  et  a, 
on  est  assuré  de  pouvoir  rendre  cette  expression  fractionnaire. 

Considérons  maintenant  le  second  terme  de  l'équation  (24). 
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Le  numérateur  de  P  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  X  s'écrira, 

(—  l)"'-''(m  !)^'X'-'  -  '  H-  k^xv  H-.,. 

les  coefficients  A^  étant  entiers.  Multipliant  chaque  terme  p!ar 
e-^^y  divisant  par  {p  —  1)  !  et  intégrant,  nous  trouvons  pour 
valeur  de  cj,  à  cause  de  la  remarque  préliminaire  (form.  23), 

CoJ  =  (—  \Y\m^^^v  -H  mult.  de  p. 

Remplaçons    maintenant  dans    le    terme    général    de    la 
seconde  somme  x  par  x  -\-  k 


♦oo 


Ve-''dœ 


k 

co 

^e-^    f    (-r  H-  /^  -  {y-\x  +  k)P...  xK..  {x-\-l  —  m)P  ^,,^^^ 

En  opérant  comme  précédemment  on  voit  que  cette  inté- 
grale sera  un  entier  divisible  parp  ;  il  en  sera  donc  de  même 

de  Ci,e''   I       Ve-'âx.  La  seconde  somme  de  l'équation  (24)  est 

donc  de  la  forme  (—  l)'"i'Co{?n  .'y  -+-  mult.  de  p,  et  il  est  évident 
qu'on  peut  choisir/?  de  manière  que  Co{m!y  ne  soit  paS  divi- 
sible par  p,  c'est-à-dire  de  manière  que  la  somme  soit  un 
entier  non  nul.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

82.  Supposons  maintenant  que  tt  soit  un  nombre  algé- 
brique et  que  a^  =  iiz  satisfasse  à  une  équation  de  degré  n^  à 
coefficients  entiers,  dont  nous  désignerons  les  autres  racines 
par  «2...  a„.  Comme  1  -i-  e*i  =  0,  le  produit 

(1  -i-e«i)(l-f-e«-2)...(l  -i-e«") 
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dont  la  valeur  est 

(i  +  ,Pi  +  ..._^eP^-) 

sera  aussi  nul.  Il  résulte  de  la  théorie  des  fonctions  symétriques 
que  les  quantités  Pj,  Po ...  Pn,  dont  quelques  unes  peuvent  être 
nulles,  satisfont  aussi  à  une  équation  algébrique  à  coefficients 
entiers.  Cette  équation,  débarrassée  des  racines  nulles, 
s'écrira 

f{z)  =  hz'''  +  h.z^'-"^  4-  ...  -h  ô^i  =  0,       avec       bb^^  <  0. 

Le  produit  P  s'écrira,  en  groupant  les  exponentielles  à 
exposants  nuls  et  mettant  en  évidence  les  racines  de  l'équa- 
tion précédente, 

a  +  e'^  -H  6'  -  -h  ...-!-  6'  •«      avec      a  entier 
Multiplions  P  par  l'intégrale 

',^[(j{z)\^  +  ^e-^ds.       (p  entier  >  0), 
'0  «^0 

011  l'on  a  g{z)  ^  b^^f{z).  On.  démontrera  d'une  manière  ana- 
logue  à  celle  du  n°  précédent  que  le  produit  P    /      ^q  rieni 

Jq 

être  nul.   Il  y  a  donc  contradiction  :  le  nombre  tz  est   trans- 
cendant. 

Ce  théorème,  démontré  pour  la  première  fois  par  M.  Lin- 
demann,  établit  l'impossibilité  de  la  quadrature  du  cercle. 
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CHAPITRE    II 


Dérivation  sous  le  signe    / 


83.  Il  peut  arriver  que  le  coefficient  différentiel  contienne 
un  paramètre  a,  et  même  que  ce  paramètre  figure  dans  les 
limites  de  l'intégrale.  Cette  intégrale  définie  devient  ainsi  une 
fonction  d'à  et,  comme  telle,  admet  des  dérivées  par  rapporta 
a.  Il  s'agit  de  préciser  la  manière  d'effectuer  ces  dérivations. 

Soit 


f{oG,ci.)dœ 


€t  supposons   d'abord  a  el  b  indépendantes  d'à;  nous  cirer- 
ai 
chons  T-.  Donnons  à  a.  l'accroissement  Aa,  il  en  résultepour  I 

un  accroissement  AI  et  l'on  a 


AI 

Aa 


A« 


.,b 


f{x,'-J.  -r  ^.'x)dx 


f{x ,  a)  dx 


OU   n°  i 


Al /     /X^,a  -h  Aa)  —  f{x,'-j) 


Aa 


Aa 


dx, 


OU  encore,  en  appliquant  le  théorème  des  accroissements  finis, 


_  =    /      fj^x.ri  +  eAa)c?A\ 


Si  la  fonction  f[x^t)  a  pour  toutes  les  valeurs  de  .2^  comprises 
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entre  a  et  b,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  t  comprises  entre 
a  et  a  H-  Aa  une  dérivée  par  rapport  à  t  bien  déterminée  et 
continue,  on  pourra  poser  pour  des  valeurs  de  Aa  suffisamment 
petites 

R  ayant  un  module  inférieur  à  tout  nombre  s  fixé  d'avance.  11 
en  résulte 


La  dernière  intégrale  a  im  module  inférieur  à  (6  —  a)z,  et 
par  suite  tend  vers  zéro  avec  Aa.  On  a  donc  à  la  limite 

b  .^b 

f{cc,a.)dx=     i      f^Çv.a)du;  (26) 

Cette  importante  formule  est  connue  sous  le  nom  de  for- 
mule de  la  dérivation  sous  le  signe  j  ;  elle  est  dueàLeibnitz. 

Dans  le  cas  où  une  (ou  les  deux)  limite  de  l'intégrale  de- 
vient infinie,  la  démonstration  précédente  ne  subsiste  plus  ;  car 
le  terme  [b  —  «)s  se  compose  d'un  facteur  qui  devient  infini, 
l'autre  étant  infiniment  petit. 

Remarquons  alors  que,  p  étant  quelconque,  on  a  l'identité 


d'où 


^  a 


limite    j        fiK'^i'^  +  ÔAac^A") 
Aa  =  0 


f'{oc,a.)dx  H-    lim       /       /a(^%a  +  (^\'j)dx. 
Aa  =  0     ' 
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La  première  intégrale  du  deuxième  membre  a  pour  limite, 
par  définition,  lorsque  jo  devient  infini, 


f'{x,'j)dx\ 


pour  qu'il  en  soit  de  môme  du  premier  membre,  il  faut  que 
l'on  ait,  pour  p  =00  , 


lim      /       /-«{x// -h  eAa)f^.:>?  =  0  (27) 

ce  sera  une  vérification  à  faire  dans  chaque  cas.  Sous  cette 
réserve,  la  formule  (26)  pourra  s'appliquer  même  si  Tune  des 
limites  ou  si  les  deux  limites  deviennent  infinies. 

84.  La  formule  (26)  peut  évidemment  s'écrire  en  multipliant 
les  deux  membres  par  d'-j.  et  en  intégrant  entre  les  limites  a^ 
et  a 

f[x,a.)dx —    /      f{x,'-x^dx^=    I       da    j      f^{x,ci.)dx 

OU  encore 

J^b  oa  ^b 

et  enfin 

dx    j      f,^{x,'x.)d'y.  =    I       da    j      f^{x,a.)dx, 
ce  qui  s'énonce  ainsi  :  pour  intégrer  par  rapport  à  un  para- 
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mètre  arbitraire  une  intégrale  définie  qui  contient  ce  para- 
mètre dans  le  coefficient  différentiel,  on  peut  commencer  par 

faire  l'intégration  sous  le  signe  J  par  rapport  à  ce  paramètre. 

En  d'autres  termes,  on  peut  intervertir  l'ordre  des  intégrations. 
Ce  théorème  exige  que  la  quantité  à  intégrer  demeure  finie 
et  bien  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  ^  et  de  a  com- 
prises dans  les  limites  des  intégrations.  Si  donc  les  deux 
membres  de  la  dernière  formule,  calculés  séparément,  se 
trouvent  inégaux,  on  peut  affirmer  que  la  fonction  à  intégrer 
est  devenue  infinie  ou  indéterminée  dans  le  champ  de  Tinté- 
gration. 

85.  Considérons,  par   exemple,  l'intégrale  déterminée  au 
n°  75. 


e-''^'dx:=a-ï'^-^.  (28) 

«-'0 

En  dérivant  les  deux  membres  par  rapport  à  a,  on  trouve 


^2g  — «^  ^^  __  __  tX— 2    TT  (29) 


Prenons  de  nouveau  les  dérivées  des  deux  membres,  par 
rapport  à  a,  et  répétons  l'opération  m  —  1  fois  ;  nous  obte- 
nons l'égalité 


~.v.2   ,  1    3  2m   1  vn+i    i/tt  ,„„, 

,,.2mg-«J72^j.  =  2  2  •  •  •  — 2 —  ^ '      V      (30) 

0 

86.  Pour  justifier  l'emploi  de  la  différentiation  sur  le  signe 
,  il  faut  vérifier  que  l'équation  (27)  a  bien  lieu.  Il  suffît  de 
remarquer  que  l'on  a, 

e  -  fa  +  9  Aa)ie2  ^    ^ 

^  (a  +  OAa)-.^^  ' 
Calcul  iNriNiiÉsiMAL  q 


/ 
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d'où 


(a  4-  6Aa)2    I         x^ 
p  ^  p 

1 

cette  dernière  intégrale  a  pour  valeur-.  Elle  tend  donc  vers 

D  L  p 

zéro,  ce  qui  justifie  la  formule  (29).  Même  raisonnement  pour 
la  formule  (30). 

87.  Nous  supposerons  maintenant  que  les  limites   a  et  b 

r' 

sont  fonctions  du  paramètre  a.  L'intégrale   I     /■(^,a)6^.2?  est  alors 

^  a 

une  fonction  composée  et  il  n'y  a  qu'à  lui  appliquer  la  règle  de 
dérivation  des  fonctions  composées,  ce  qui  donne 

cil  dl  db        dl  da  j      '^  f/.,    ^  ? 

d(/.        db  dn.        da  d%  f      da  '  ^''''  v   '  • 


Les  deux  premiers  termes  du  deuxième  membre  se  calculent 
d'après  la  règle  donnée  (n°^  2  et  6)  et  l'on  trouve  ainsi 

t{x,.)dœ  ==  f{b,.)  g  -  /(a,a)  g  -f-    /     1^  f{cc,.)dx.    ' 

^  a 

88.  On  pourrait  encore  effectuer  le  changement  de  variables 

x_=.  a  -^  {b  —  a)rj, 

qui  ramène  les  limites  de  l'intégrale  à  être  zéro  et  im,  c'est-à- 
dire  indépendantes  de  «. 
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Iiitégralioli  par  les  séries 


89.  Une  méthode  féconde  consiste  à  développer  en  série 
le  coeFQcient  différentiel  ou  un  des  facteurs  de  ce  coefficient. 

Soit 

f(^)  =  /"oC^)  +  /  l(^)  +  •  •  •  +  fnÇoo)  +  R„, 

R„  ayant  pour  limite  0  pour  ?z  =  oo  . 
On  aura 


et  l'on  pourra  faire  croître  n  à  l'infini  dans  cette  dernière  éga- 
lité si 


lim      /     Kndx  =  0. 


90.  Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  suivante  étudiée 
par  Fourier  dans  la  théorie  de  la  chaleur  : 

1=1       e -■'•-"  Q.o'è'lbx  dx. 

Comme 


ai.  A        (2hxY        {2bxY  ,       ,.     (2b  v]^"' 

cos  2bx  =  1  -  ^-i-  +  '-^y^  -+-...+  (-  1)-  ^4^^  + . 
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on  aura 


1=    /       e-'^dx -y    I       .x^e-'^'^lx  -]-... 


^  ■'      {27)?,)  1     / 

•^0 


ou,  en  vertu  de  (30), 


Le  tel  me  général  qui  figure  dans  le  crochet  peut  s'écrire 


on  aura  donc  enfin 


52  m 


e-^^  cos  2bx  dx  =\e-^''  ^iz.  (31) 


Mais,  pour  que  la  méthode  précédente  soit  applicable,   il 
faudra  vérifier  que 


ri„j  CiX  ^ 
'0 

a  bien  pour  limite  zéro.  Or 

'"       (2m  +  l)!^  *^^^        ' 

en  désignant  par  /"^mM-  '(Oa?)  un  sinus  ou  un  cosinus.  On  a  donc 

I         ,        (2&^r'  +  ^        ,2  ^  (2bjj-  +  Kv'-'n(l  +  CO')        , 
'  "»^  '     -  (2m  + 1)  !  ^         ■-  (2w~n)T ^       • 
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Le  module  de    /      R,„fl?.2?  est  inférieur  à 

0 


(9h\2m  +  i  I  , 

[2m +1)!    /       ^''^      ~^^  ''^       ''^' 


qui  peut  s'écrire 


2m  -h  1  ><  (2m)  !    /  "^    ^ 

2m_+2     J26)-H-  ^..  +  ..,_..^^ 

2b      ■  (2m  -H  2)  !    '  -^     ^  ^       «-^ 
'0 


ou  encore 

^  r     25       h'-'"       2m  +  2     &^"'  +  '-    1 
2    L2m  +  1  m  !  "^        2ô~^  (m  -+-  1)  ij' 

et  enfin 


!L2i;m  +  ^J= 


cette  quantité  tend  évidemment  vers  zéro.  L'égalité  (31)  est 
donc  légitime. 

91.  On  trouvera  de  même  la  valeur  da  l'intégrale, 

1 1 — a- 

qui  est  finie  parce  que,  pour  x  =  i,  log  ^  et  1  —  x  sont  des 
infiniment  petits  de  même  ordre  et  que  le  produit  ^^  log  x  tend 
vers  zéro  avec  x,  quel  que  soit  a  positif. 
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Si  X  est  inférieur  à  l'unité,  on  pourra  écrire 

1  ,  ,  „        a;"  +  ^ 

S.  -\-  X  ^  X-  -^ ...-V-  a;" 


la  dernière  fraction  tendant  vers  zéro  pour  ^  =  co  .  On  aura 
donc 

I  =:    /     log  a-o^j;  ~\-    I     X  log  a;c/.a7  H- ...  H-    /     ic"  log  ocdx  +  R„, 
en  posant 


R„  r=r      /        -j log  X  dcG. 


0 

Etudions  d'abord  la  quantité 


.1 
T„  =    /      jj"  log  X  dx  ; 

0 


en  l'intégrant  par  parties,  on  trouve 


ï«  =     1  log  ^ j    /      ^«0?:^:. 

|_n-Hl  Jq      n  -\-  \   J 

Le  crochet  est  nul,  et  il  reste 

Pour  étudier  R„,  nous  décomposerons  le  champ  de  l'intégra- 
tion en  deux  parties 


'0  «^0  ^p 
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p  étant  un  nombre  fixe  aussi  voisin  de  l'unité  que  l'on  voudra, 
mais  inférieur  à  un.  La  première  intégrale 

/      \ ;  log  X  dx  est  inférieure  à   i      f  ^     log  x  dx, 


c'est-à-dire  à  p"  +  ^ 


^'0 


elle  tend  donc  vers  zéro 


lorsque  n  croit  à  l'infini.  Dans   le    deuxième  terme,    nous 
écrirons 


loff  x 


=  log  [i  _  (1  _  ^)]  =  _  [(1  _  ^)  4-  CL__£l!  -,- ... j 


Comme  p  est  aussi  voisin  de  l'unité  que  l'on  veut  et  que  x 
est  compris  entre  p  et  1,  nous  supposerons  p  choisi  de 
manière  que  les  termes  qui  suivent  le  premier  dans  le  crochet 
précédent  aient  une  somme  inférieure  à  un  nombre  donné  e. 
On  aura  alors 


I   \0gX  I   <(l   —X){\   +£) 


x-  +  'loga;^^^ 


1  —X 


.1 

<  (1  -H  e)    /      x"-^^dx 
P 


celte  dernière  intégrale,  dont  la  valeur  est     „       o     a  évidem- 


n  -+- 


ment  aussi  pour  limite  zéro.  On  peut  donc  développer  I  en 
série  et  écrire 


^dx  = 

1   —  X 


-  { 


1     1 

22  +  32 
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ce  dernier  crochet  a  pour  valeur  ("*")  j^  ;  on  a  donc  enfin 


i  —X  6  ' 


93.  C'est  encore  de  la  même  manière  qu'on  obtient  la  cons- 
tante connue  sous  le  nom  d' intégrale  elliptique  complète  de 
première  espèce  (voir  n°  30) 


2 
\r  I  dx  I  d'J? 


-1 


\/(l  —  x^)  (1  —  k'-x^)      J      y/l  —  A-^sin^cj) 

Comme  k^  est  inférieur  à  l'unité,  on  a,  en  développant  en 
série^ 

(1  —  A-sin-(f)    -^  =  1  +  ^  /t^sin^'f  4-  ^  A''sin*cp  H-  ... 

et  par  suite 


K=2  +  |a-^   /      ^^"'^^^^•••+^:ân-^^''"   /    'sin'-'".c?T+- 


Or  cette  dernière  intégrale  a  été  calculée  (n°  78).  On  a  donc 
enfin 

Cette  dernière  série  ne  converge  rapidement  que  si  k^  est 
petit  ;  si  k^  est  voisin  de  l'unité,  il  vaut  mieux  poser 


{*)  Voir  la  démonslration  au  n»  140. 
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et  partir  du  développement  de 

(cos^o  -+-  ^'^sin^cf)-!  =  -i_  (1  -f-  A-'2  tg^cû)"^, 

\  '  '•'  COS  O  ^  o    i/        ' 

ce  qui  conduit  à  des  calculs  analogues  aux  précédents,  et 
sur  lesquels  il  n'est  pas  utile  d'insister. 

93.  L'intégrale  peut  se  présenter  comme  série  illimitée, 

d'une  tout  autre  manière.  Ainsi  l'intégrale    /      /(a?)cZa;  pourra 

être  considérée  comme  la  somme  des  intégrales 


dans  lesquelles  les  nombres  a,  a^  a^...an...  sont  rangés  par 
ordre  de  grandeur  croissante  et  n  croît  à  l'infini. 

94.  Considérons  par  exemple  l'intégrale 


Nous  l'écrirons 


T         ,       sin  07   , 
0 


t,2tz  ^  {/j+ 1)-: 


T         y      sina?  ,  /        sin^  ,  y  sino;  , 

1=1        ■ dx -\~     I  — «07 -i-...  H-     1  «07- 

J  X  I  ce  I  X        . 

Si  l'on  pose 

07  =  {2n  —  IJTT  -H  y, 


on  a 


sin  07 


J  X  I      {2n  —  l)iz  -h  y    ■^' 

*^{2n  —  l)Tr  «^0 
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tandis  que 

0)  rr=   (2n   +    1)7T  \J 

donne 

■I2n  +  l):r  ^r. 

=    /     ^:^ dy. 

f       {2n  H-  1)71  —  y    -^ 

On  voit  ainsi  que  les  termes  de  la  série  sont  alternative- 
ment positifs  et  négatifs.  De  plus  chacun  est  inférieur  au 
précédent  et  ces  termes  tendent  vers  zéro  ;  la  série  est  donc 
convergente.  On  peut  alors  écrire 

sin  y  f-J L_  +        1 ^^   4-  ...1  chj 

Or  on  sait  (voir  par  exemple  n°  141)  que 

dans  cette  égalité,  remplaçons  x  par  ^;  nous  obtenons  la 
formule 


tang|  =  22(2A;H-1^^-r 


d'où  l'on  tire 


1  =  2/     s^"  2/  tg  I  %  =  7      sin^  I  c??/ 
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OU  enfin 


/        sin  a; 7t 

/       ~^  ~  2  ■ 


(33) 


95.  On  établit  de  la  même  manière  l'égalité 

/      cos  xdûo 1      /  (e"^  —  e  — ")  cos  y 

I       a'-  -H  û^       4a   /       e"-  —  2  cos  y  -h  e 


t-.^y. 


C'est  encore  un  développement  en  série  qui  permettra  d'inté- 
grer le  deuxième  membre  :  posons  en  efïet 

e""  =  t 

La  fraction  à  intégrer  peut  s'écrire,  en  n'écrivant  pas  provi- 
soirement le  facteur  cos  y, 

t^  —  l  __  ,j  2t.  cos  y  —  2 

t'^  —  2t  cos  y  -+-  i  t'^  —  2t  cos  y  -+-  i 

,  -  e-'" e''J 

~~     '^  t  —  e-''-'^  —  e'!^ 
=  1  -H  e'"-"  ïl  +  e'.'/-a  -1-  e2^'.'/-«)  -4-...] 

=  1  H-  2e  —  ''  cos  ?/  -H  26—-"-  cos  2//  h-  26-^''  cos  3?/  +... 

On  a  donc  enfin,  en  remarquant  que  dans  l'intégration  le 
second  terme  seul  donne  un  résultat  différent  de  zéro^ 


/      cos  œdx t: 

/       a-  -+-  o:^       2a 

0 
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Intégrales  eurvîlîaiies 


96.  L'intégration  se  présente  parfois  sous  une  apparence 
plus  compliquée.  On  rencontre  en  effet  des  expressions  de  la 
forme 

1=  [P(.x,y)dx -\-  Q{x,y]dtj],  (34) 

r intégration  devant  être  effectuée  le  Ion  d'une  courbe  'plane  (C) 
donnée  du  point  ix^ij^  au  point  {x^xj^. 

Voici  exactement  ce  qu'il  faut  entendre  par  là.  Soient 

les  équations  qui  définissent  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
courbe  plane  (C)  donnée  en  fonction  d'un  paramètre  t.  Pour 
/  =  /g,  le  point  courant  coïncidera  avec  le  point  Mq  qui  a  pour 
coordonnées 

(  Uo  =  t(0' 
et,  pour  t  =z  t^,  avec  le  point  Mj  dont  les  coordonnées  sont 

Si  dans  les  fonctions  'P{x,y),  Qi-r^y)  on  remplace  x  et  y  par 
leurs  valeurs  en  fonction  de  t,  en  même  temps  qu'on  fera 

c  dx  =  f'(t)dt 
l  dy  =^  o'{t)dt, 
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les  fonctions  P(«,?/),  Q{x,y)  deviendront  des  fonctions  de  t, 
Fi{t),  Qi{i)  et  l'on  aura,  par  défmilion  : 


=   /      [P.{iyV)  +  QM-V)]dt.  (36) 


97.  Cette  nouvelle  espèce  d'intégrales  donne  naissance  à  un 
problème  très  important.  Si  deux  courbes  ont  les  mêmes  extré- 
mités Mç,  et  J/j,  à  quelles  conditions  les  intégrales  effectuées  le 
long  de  ces  courbes  auront-elles  la  même  valeur  ? 

Soient 


X  =  F(i) 

y  =  *(0 


(37) 


les  équations  qui  définissent  une  deuxième  courbe  (C),  avec 
les  conditions  initiales  et  finales 

(  X,  =  F(g  X,  =  F(t,) 

l  Uo  =  Hio)       Vi  =  Hh)' 

Nous  allons  envisager  une  courbe  (C")  qui  se  déforme  de 
manière  à  passer  de  la  forme  (G)  à  la  forme  (C)  ;  pour  cela  nous 
poserons 

œ  =  fit)  +  a  [F(o  -  m]  ) 
// =  ?(o  +  «Ko  -  î(0]  i 

La  courbe  (C")  ainsi  définie  se  confond  avec  (C)  pour  a  =  0  et 
avec  C  pour  a  r=  1.  Nous  exprimerons  que  l'intégrale  prise  le 
long  de  cette  dernière  courbe  est  indépendante  du  paramètre 
variable  a  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  entre  0  et  1. 

Les  limites   étant  indépendantes   de   a,  nous    difîérentierons 

sous  le  signe    i  ;  il  faut  remarquer  que  maintenant,  dans  (34) 

X  et  y  sont  remplacées  par  les  valeurs  tiréesdes  équations  (38) 
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dx 


et  qu'on  doit  remplacer  par  exemple  dx  par  -f.  dl,  dy  par 
d'il 


dl 


dt.  On  aura  ainsi 


d\ 

d'-j. 


,^x  dri.        ^ij  d-j.J  dt  d'xdt 


A'Q  "Èi  +  ^'.Q  ^VZ'/  _^Q  dhj 

\^x  dy.        i^i/doL/dt    '        rfxo?^ 


dt. 


Retranchons  de  celte  éoralité  la  suivante 


°=[pÊ-Qa::=/  [^fp^f^^fosn*. 


A     dx  I        dt\     d'y. 


^t. 


cï<v       clu 
c[ui  est  identiquement  vérifiée  parce  qu'aux  limites  -j-  ^t  -/ 


sont  nulles. 
•  Il  vient 


it. 


^3  —  i    I^X.  _  ^\  l^^M  ^  _  ^ii  ^' 

c/a  /         Wy         è^ay   \dy.  dt         dt  do 

Pour  que  cette  dérivée  soit  nulle,  quelle  que  soit  a,  il  suffit  que 

^  =  ^.  (39) 


La  condition  est  aussi  nécessaire,  comme  nous  le  démontre- 
rons à  propos  du  calcul  des  variations. 

98.  Il  est  indispensable  de  remarquer  que  ce  raisonnement 
exige  expressément  que  les  deux  fonctions  P  et  Q  soient 
continues  et  bien  déterminées  ainsi  que  leurs  dérivées  du 
premier  ordre  pour  tous  les  points  compris  entre  les  deux 
courbes  [c]  et  (c').  En  efTet  lorsque  le  paramètre  «  variera  de 
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zéro  à  l'unité,  la  courbe  (38)  balaiera  tout  l'espace   compris 
entre  (G)  et  (C). 
Nous  désignerons  désormais  par  la  notation 


{Pdx  -\-  Qdij) 


l'intégrale  qui  vient  d'être  deTmie  et  qui  ne  dépend  que  des 
limites  de  l'intégrale.  Lorsque  nous  voudrons  distinguer  deux 
chemins  ayant  les  mêmes  extrémités,  nous  les  désignerons 
par  trois  lettres  ;  ainsi,  en  négligeant  même,  pour  plus  de 
rapidité,  d'écrire  la  différentielle,  le  théorème  que  nous  venons 
de  démontrer  s'énonce 


MqQMj         *^     MûPMi 


sous  la  condition  (39). 


99.  On  a  évidemment 


MgPMi  *-    M^PMo 


100.  Le  théorème  précédent  peut  encore  s'énoncer  comme  il 
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suit  :  Si  les  fonctions  V  et  Q  ne  présentent  aucune  singularité 
à  Vintérieur  d'un  contour  fermé,  l'intégrale 


{Vclx  +  Qdij) 


prise  le  long  de  ce  contour  est  nulle^  pourvu  que  Von  ait  en 
tous  les  points  de  l'aire  considérée 

Ea  effet  on  a 

/•»  ,^  r»  r* 

Si  donc  rintégrale  prise  le  long  d'an  contour  fermé  est  dif- 
férente de  zéro,  on  peut  affirmer  qu'une  au  moins  des  fonc- 
tions P  ou  Q  présente  une  singularité  à  l'intérieur  du  contour. 

101.  Les  intégrales  curvilignes  jouissent  évidemment  delà 
propriété  des  intégrales  ordinaires  qui  peut  être  ainsi  formulée 


Mrf- 

«-/  ATî        *-^  nr.  I       *-y  Afin 


103.  L'intégrale    curviligne  peut  être  considérée  comme 
fonction  de  sa  limite  supérieure. 
Soit  u  cette  fonction,  nous  poserons 


U  =     f         (Pdx  +  Qdy) 
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et  u  dépendra  des  deux  variables  j?  et  y.  Donnons  à  ^l'accrois- 
sement Lx,  y  restant  constant  ;  u  deviendra 

{?dx  +  Q«f//)  +    /  '   {Pclx  +  (}dy). 

On  aura  par  suite 

^x   +    ^x,y  ^x   +    A^,y 

Au=  {Pdx  -+-  Qdy)  =    /  Pc^.v 

parce  que,  dans  cette  dernière  intégration,  y  reste  constant. 
Il  en  résulte  immédiatement 

-  =  P 

i>x 

et  l'on  démontrerait  de  même  que 

'^  =  0. 

On  a  donc  " 

du  =  Vd^:  -\-  Qdi/. 

Ainsi,  si  deux  fonctions  P  et  Q  sont  telles  que 
ôP  _  ^(^ 

il  existe  une  fonction  u  des  deux  variables  x  et  y,  définie  par 
la  notation 


u  =    /     (Pdx  +  QJy), 
et  dont  les  dérivées  partielles  sont  précisément^  et  Q. 

Calcul  iNriKnÉsiMAL 
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Pour  déterminer  cette  fonction,  on  pourra  intégrer  d'abord 
sur  une  parallèle  à  Ox  de  œ^  à  x,  en  laissant  y  constant  et  égal 
à  y^,  puis  sur  une  parallèle  à  Oy  de  y^^  k  y  en  laissant  x  cons- 
tant et  égal  à  la  valeur  finale  x.  On  aura  ainsi 

u=   I      V{x,y^)dx  +    1      Q{x,y)dy  -h  u^ 

en  désignant  par  u^  la  valeur  de  it  au  point  M^. 

103.  Il  est  clair  que  la  différentielle  totale  d'une  fonction 
quelconque  de  deux  variables  remplira  les  conditions  d'inté- 
gration voulues.  Soit  en  effet 

au  =  —  dx  -] dii. 

on  aura  évidemment 


d   f^u\         d    f^u 


dy  Vùxl        dx  \>y j 

s  a  nonr  valftiir 


puisque  chacune  de  ces  deux  expressions  a  pour  valeur  — 


104.  Exemple.   La  quantité 

ydx  —  xdy 
x"-  ^  y'^ 

remplit  les  conditions  d'intégrabililé,   comme   on  le   vérifie 
aisément.  On  aura  donc 


-ir— 5  C?^^  —     /        ~> -->  (^1/ 

x2  +  _?/„-  /        X-  -+-  y-     -^ 

^0  '-^  2/0 

/y*  nr  l  II  ?/     \ 

arctanar arctanar  —  —    arctanar  •-'  —  arctanar  ---  ). 
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Or  on  a  évidemment 

ai-ct^ h  arctg-  -'-  =  ^; 


l'intégrale  cherchée  est  donc 


it  =  ç,  —  arctg  ^  —  arctg  -~ , 

2  ^  a;  ^  I/o 


ou,  plus  simplement, 


,       .V 

u  =  arctg 1-  c. 


liitéaration  des  clifférentielles  totales 


105.  Les  résultats  obtenus  dans  les  paragraphes  précédents 
peuvent  être  généralisés.  Désignant  par  Xi,  Xoj.-'Xji  des  fonc- 
tions de  n  variables  ^j,  x.^...  Xn,  nous  considérerons  mainte- 
nant des  expressions  £  telles  que 

E  ^  XjOJa?!  4-  XjC^^a  +  ...-+-  X„(i,j.  (40) 

On  obtient,  par  exemple,  de  pareilles  expressions  en  difie- 
rentiant  totalement  une  fonction  quelconque  de  ces  n  variables  ; 
on  a  en  effet 

Ci?C3  =  — ^   dx,    H dx^   H-  ...    H-  ; dXn- 

Si  donc  £  est  la  différentielle  totale  d'une  fonction  «p,  on  peut 
affirmer  que 

On  en  déduit  immédiatement  que 

c^i^oX^.  ^  (41) 
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car  les  deux  membres  sont  ésfaux  à  ^    ^     .   Nous   obtenons 

ainsi    - — r,- — —  conditions  auxquelles  doivent  nécessair'ement 

être  assujettis  les  coefficients  X;  pour  que  l'expression  z  puisse 
être  une  difïe'rentielle  exacte  d'une  certaine  fonction  ©. 

Nous  allons  montrer  réciproquement  que,  si  les  conditions 
(41)  sont  remplies,  il  est  toujours  possible  de  déterminer  une 
fonction  ?,  dont  z  soit  la  différentielle  et  qui  prenne  une  va- 
leur donnée  w^  pour  des  valeurs  arbitraires  a^,  a.,...  an  attri- 
buées aux  variables  .2^1,  a^o...  Xn-  Posons 


l'intégration  ne  se  rapportant  qu'à  la  variable  x^,  nous  aurons 


-    :=  A, 


et,  pour  i  différent  de  l'unité, 


i>Xi  f  t>^j  ^  /  ^>X 


en  désignant  par  X-'  la  valeur  de  X,  pour  x^.  Il  en  résulte 

dic^  =:  X^clx^  -+-  (X.^  —  Xoi)d-'^2  4-  ...  --H  (X„  —  X'^')cLrn- 

Retranchons  celte  égalité  de  l'égalité  (40)  :  il  reste 

£  —  dii^  =  XVclx.,  +  ...-+-  Xn>dXn 

le  second  membre  étant  composé  comme  £,  mais  avec  une  va- 
riable de  moins.  Dans  ce  second  membre,  les  conditions  d'in- 
tégrabilité  sont  évidemment  satisfaites  puisqu'elles  figurent 
parmi  les  équations  (41)  où  on  a  seulement  remplacé  ^'i  par  «j. 
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On  réduira  de  même  à  une  nouvelle  expression  simplifiée  en 
posant 

ce  qui  donnera,  par  une  notation  facile  à  comprendre, 

£  —  du^  —  du.,  =  Xj^'^^fia^j  -f-  ...  -i-  Xfii>''2^a;„, 

et  ainsi  de  suite.  Finalement  on  aura 

£  =  du^  -\-  du.y  H-  ...  +  dUn, 

et  par  conséquent  £  sera  la  différentielle  d'une  fonction 

o  =  e^j  +  w^  H-  ...  -H  u,i  -\-  C'' 
ou 


-   /      :^l^dx,  +    / 


X^dx^  +    /        X:^ic?â',  +     /       X;^'«2c/a7, 


«2  ^    «.s 

Soit  par  exemple 

do  =.  {y  -\-  z)dx  H-  (;?  H-  x)dy  -h  (a'  +  ij)dz 

On  a 

'f  rr=  {ij  +  .sr)  (.a^  —  a,)  -i-{z  -\-  a,)  (ij  —  a,)  -h  [a,  -F  a^)  (.s  —  «3) 
=  ,r//  -}-  //xr  H-  5.-<;  4-  C''. 

Des  fonctions  nmltîfornies 

106.  Les  considérations  développées  dans  les  n°^  100 
à  103  permettent  de  préciser  le  sens  du  mot  «  fonction  ». 
Nous  appellerons  fonctions  uniformes  ou  monodrômes  celles 
qui  reprennent  toujours  la  même  valeur  au  même  point  (c'est- 
à-dire  pour  le  même  système  de  valeurs  des  coordonnées  x 
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et  y),  quel  que  soit  le  chemin  suivi  pour  arriver  à  ce  point. 
Les  autres  fonctions  sont  dites  multiformes,  polydrômes,  ou 
simplement  7nal  déterminées.  Ces  mots  s'entendent  dans  tout 
le  plan  ou  dans  une  région  limitée,  suivant  les  cas.  Les  fonc- 
tions 

x^  —  y\      j        e^siny, 

sont  des  fonctions  uniformes. 
Au  contraire 

y 


^x"  H-  \f,       arctang  ^ 

sont  des  fonctions  multiformes.  En  effet  donnons  à  .2?  la  valeur  3 
et  à  ?/  la  valeur  4  ;  sj-x^  h-  xf  peut  prendre  les  deux  valeurs  dz  5, 

et  arctang  -  peut  recevoir  une  infinité'  de  valeurs  renfermées 

dans  la  formule 

4 
A'Tï  H-  arc  tang-  ^ , 

le  dernier  arc  tang  étant  celui  compris  entre  zéro  et  r,. 

lOT.  Si  Ton  différentie  une  fonction  multiforme,  la  valeur 
de  l'intégrale  de  cette  différentielle  dépendra  du  chemin  suivi. 
En  particulier  l'intégrale  le  long  d'un  contour  fermé  ne  sera 
pas  toujours  nulle. 

Considérons,  par  exemple,  la  différentielle 

,          1        .         V       ocdu  —  iidx 
rtM  =  (/.arctang  ^  =  — % ^5— 

°  X  x^  -\-  y^ 

et  cherchons  la  valeur  de  l'intégrale  (C/"n°  104) 


1      y  xdy  —  ydx 

2-n   I       x^  -t-  y- 


prise  le  long  d'un  cercle  de  rayon  R  qui  a  son  centre  à  l'ori- 
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gine.  La  géométrie  donne  immédiatement  la  réponse  ;  en  effet 
on  a  sur  le  cercle 

et  œdy  —  ydx  représente,  au  signe  près,  le  double  de  l'aire  du 
triangle  qui  a  pour  sommets  l'origine  et  deux  points  M  et  M 
infiniment  voisins  l'un  de  l'autre,  pris  sur  lacirconiérence.  La 
somme  des  aires  de  ces  triangles  infiniment  petits  est  évi- 
demment T^R"  et  l'on  a 


.tel  y  —  ydx 


On  prendra  le  signe  +,  si,  en  tournant  sur  la  circonférence 
dans  le  sens  trigonome'trique  on  rencontre  d'abord  le  point 
M(^,  y),  puis  le  point  M.'{x  -\-  dx,  y  -\-  dy),  le  signe  —  dans  le 
cas  contraire. 

Le  même  résultat  peut  d'ailleurs  être  retrouvé  autrement  : 
posons 

07  ==  R  cos  t 
î/  =  R  sin  t. 

L'intégrale  devient,  en  tournant  dans  le  sens  trigonométrique 
et,  en  tournant  en  sens  contraire, 

—271 


2iz   I 

-^0 


dt  =  —  l. 


Cet  exemple  fait  voir  qu'il  faid  toujours,  dans  le  calcul  des 
intégrales  le  long  d'un  contour  fermé,  préciser  avec  soin  le 
sens  dans  lequel  on  décrit  ce  contour. 

108.  Nous  allons  entrer,  à  ce  sujet_,  dans  quelques  détails 
et  envisager  des  contours  plus  compliqués. 
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Soit  une  courbe  (C)  fermée,  et  renfermant  plusieurs  autres 
courbes  fermées  (y),  (7')»  (ï")  •  supposons  que  ces  contours 
n'aient  aucun  point  commun. 


FiG.  3 

Il  existe  une  région,  couverte  de  hachures  dans  la  figure, 
comprise  entre  les  courbes  (y),  (y'),  (t")  ^^  (C)-  Nous  dirons  que 
le  contour  de  la  région  est  parcouru  dans  un  sens  donné  si  un 
mobile,  parcourant  les  quatre  courbes,  laisse  toujours  la 
région  du  même  côlé,  par  exemple  à  sa  gauche.  Observons, 
en  passant,  qu'un  autre  chemin  fermé  quelconque  tracé  dans 
la  région  pourra,  par  des  déformations  successives,  être  réduit, 
ou  non,  à  un  point,  suivant  qu'il  enfermera,  ou  non_,  quelques 
unes  des  courbes  (y),  (y'),  (y"). 

On  pourrait  imaginer  des  contours  plus  compliqués,  tels 
que  le  suivant  ; 


FiG.  4 
mais  nous  n'aurons  pas  à  les  envisager. 

109.  Cela  posé,  supposons  que  les  fonctions  P  et  Q  restent 
uniformes  dans  la  région  ombrée  qui  vient  d'être  définie. 
L'intégrale 

(Pdx  -t-  Qd,j), 
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prise  le  long  d'une  courbe  fermée  quelconque  réductible  à  un 
point  par  des  déformations  successives,  aura  toujours  pour 
valeur  zéro. 

Nous  allons  en  déduire  la  relation 


les  contours  étant  cette  fois-ci  tous  parcourus  dans  le  sens 
trigonométrique,  ou  tous  en  sens  contraire. 

Envisageons  à  cet  elTet  le  chemin  RABCDEFGHIJKLMNO 
PQR  ;  ce  chemin  pourrait  être  réduit  à  zéro  par  des  déforma- 
tions successives,  et  sans  sortir  dé  la  région.  L'intégrale 


(Pdx  -^  Qdij), 

prise  le  long  de  ce  chemin,  est  donc  nulle  ;  on  a  donc,  en  la 
décomposant 

R 


/''        ■  r* 


AB         «^  BCD        «^  DE         *-^  EFG        «^ 


'   GH        «^  HIJ        *-^  JK 


■    KLM        •'■    MN        "^  NOP 


(42) 


PQ         *-'  QRA 
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Mais  on  peut  supposer  les  deux  contours  AB  et  DE  aussi 
voisins  l'un  de  l'autre  que  l'on  voudra  et  même  confondus;  de 
même  HG  et  JK,  MN  et  QP.  Les  fonctions?  et  Q  reprenant  par 
h3^pothèse  les  mêmes  valeurs  aux  mêmes  points,  on  aura 

f-r  r-/'  f-f^ 

*^AB  «^  DE  «^  GH  «^JK  *^MN  *^  PQ 


(Y')         «^Bi.j  «-'(y")         ^  nop  ^-  (y) 


en  désignant  par   /         j    ...   j     les  intégrales   parcourues 

t^rvi       c/rv">       ^In') 


dans  le  sens  trigonométrique.  Enfin 


*^    EFG         •^  KLM        '^  QRA        *^  (cj 

de  sorte  que  l'égalité  (42)  devient 


^(c)     «^(T)     «-'(Y')     '^(Y") 


ce  que  nous  voulions  démontrer. 

110.  Retour  sur  les  fonctions  multiformes.  Il  est  toujours 
possible,  en  restreignant  les  facilités  que  le  point  M.{x^y)  de 
la  courbe  a  à  se  déplacer,  de  transformer  une  fonction  multi- 
forme en  fonction  uniforme  ;  nous  entendons  par  là  que  la 
fonction,  soumise  maintenant  aux  restrictions  auxquelles  nous 
avons  fait  allusion,  ne  peut  plus  prendre  en  chaque  point  de  la 
région  considérée  qu'une  seule  valeur. 

Un  exemple  fera  bien   comprendre   la  manière  d'opérer. 

Reprenons  la  fonction  arctg  ^^  et  montrons  d'abord  qu'il  est 
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toujours  possible  de  passer  d'une  valeur  de  la  fonction  à  une 
valeur  différente  par  une  variation  continue^  tout  en  restant 
dans  un  domaine  déterminé,  par  exemple  à  l'intérieur  d'une 
circonférence  de  centre  0  et  de  rayon  2.  Nous  choisirons, 
comme  chemin  décrit  par  le  point  M[x^  y),  la  circonférence  de 
centre  0  et  de  rayon  1,  et  pour  valeur  initiale  de  la  fonction  au 
point  A,  dont  les  coordonnées  sont  ^  =  1,  ?/  =  0^  la  valeur 

zéro.  Posons 

X  =  cos  t 
y  ==  sin  t  ; 

la  fonction  arctang  ^  est  simplement  égale  à  t,  et,  pour  que 

le  point  M  décrive  la  circonférence  donnée,  il  suffit  de  faire 
varier  t  de  zéro  à  2t,.  Lorsque  M  sera  revenu  en  A,  arctang 

^  aura  la  valeur  2-1:. 

Menons  maintenant  un  rayon  OB  quelconque  du  cercle  de 
rayon  2,  et  interdisons  au  point  J\J  de  franchir  ce  rayon.  Quel 
que  soit  le  chemin  parcouru  dans  le  domaine  considéré,  avec 
la  nouvelle  restriction  que  nous  venons  d'apporter  aux  déplace- 
ments, soit  par  exemple  le  chemin  ANDN'CA,  lorsque  le  point 
M  reviendra  à  son  point  de  départ,  la  fonction  reprendra  sa 

valeur  initiale  ;  arctg  -^  est  dans  les  nouvelles  conditions  une 

fonction  uniforme. 


FiG.  6 
Il  est  à  remarquer  qu'aux  deux  points  N  et  N'  qu'on  peut 
supposer  aussi  voisins  qu'on  le  voudra  de  OB,  mais  de  part  et 
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d'autre   de   OB,   la  fonction    arctg  ^  prend  deux  valeurs   qui 

ditïèrent  entre  elles  de  près  de  2Tr.  Si  donc  Ton  voulait  fran- 
chir le  rayon  OB  pour  passer  de  N  à  N',  il  faudrait  diminuer 
brusquement  la  valeur  en  N  de  2ri  pour  avoir  la  valeur  en  N'. 
Le  ra3'0n  OB  s'appelle  une  coupure. 

Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  comprendre  comment  il 
faudra  opérer  dans  tous  les  cas.  Appelons  points  dé  hranche- 
me?i/ les  points  qui,  situés  entre  deux  chemins  ayant  les  mêmes 
extrémités,  font  acquérir  finalement  à  la  fonction  qui  parcourt 
ces  deux  chemins,  avec  la  même  valeur  initiale,  des  valeurs 
différentes.  On  mènera  des  coupures  de  chaque  point  de  bran- 
chement à  la  limite  du  domaine,  limite  qui  peut  dans  certains 
cas  être  reculée  à  rinlîni  ;  pour  tout  chemin  intérieur  au 
domaine  et  qui  ne  franchira  aucune  coupure,  la  fonction 
demeurera  uniforme. 

Nous  trouverons  dans  le  chapitre  suivant  de  nouveaux 
exemples. 


CHiPITRE  m 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  DE  VARIABLES 
IMAGINAIRES 


1 1 1.  Les  intégrales  de  la  forme  /  {Pdx  -l-  Qdy),  lorsqu'elles 

existent,  définissent  ce  quon  peut  appeler  des  fojictions  de 
point.  Parmi  celles-ci,  nous  considérerons  en  particulier  les 
fonctions  de  variables  imaginaires  telles  que  nous  les  avons 
définies  dans  le  premier  volume  (§§  2G0  et  suivants).  Quoique 
nous  paraissions  sortir  du  domaine  pratique  qui  intéresse 
exclusivement  l'ingénieur,  le  lecteur,  qui  prendra  la  peine  de 
lire  ce  chapitre,  verra  que  Temploi  des  imaginaires  présente 
souvent  le  plus  court  moyen  de  trouver  d'importants  résultats 
relatifs  au  domaine  réel.  S'il  le  veut,  il  pourra  d'ailleurs  se 
contenter  de  constater  ces  résultats. 

Nous  désignerons   toujours  par  la  lettre  z  la  fonction  de 
point  très  simple  x  -t-  iy.  Soit  alors 

f{z)  =  F{x,ii)-hi%x,y). 


L'intégrale    /      f{z)dz  sera  définie  de  la  manière  suivante 
on  se  donne  une  courbe  (C) 


y  =  m) 


(G) 
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passant  aux  points  MJz^  ■=  x^  +  nj^)  et  M^(^,  =  x^  +  iy^).  Si 
l'on  remplace 

z       par       '^{t)  +  vh{t) 
dz       par       [o'[t)  -h  iJ>'(0]  ^^^ 
f[z)dz  devient 

[F(0  H-  ^•F,(0]  [c?'(0  +  im]  di> 
ce  qui  peut  s'écrire,  plus  simplement, 

[M(o  H-  ^■^;(0]  ^^; 

la  quantité 


•i 


sera  dite  la  valeur  de    /      f{z)dz.  Il  est  clair  que  cette  inté- 

grale  jouit  des  propriétés  des  intégrales  réelles  auxquelles  elle 
se  ramène  par  définition. 

En  particulier  si  z^  est  un  point  de  la  courbe  (C)  compris 
entre  z^  et  Zi^  on  aura 


On  pourra  aussi  poser 

f{z)  =  ?{x,y)-^i(i{œ.y)-, 
et  Ton  aura,  le  long  de  la  même  courbe  (C), 

f{z)dz  =  (P  +  iQ)  {dx  -h  idij) 

/  [(P  +  i(ï)dx  +  [i?  —  Q)dy] , 
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cette  dernière  inte'grale  étant  parfaitement  définie  lorsqu'on 
remplace  x  Qiy  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  t. 

VXH.  Si  maintenant  on  cherche  à  quelles  conditions  l'inté- 
grale qui  vient  d'être  définie  ne  dépend  que  des  limites,  on 
sera  conduit  à  faire  un  raisonnement  identique  à  celui  du  n°  1)7, 
et  par  suite  la  condition  (39)  s'appliquera,  c'est-à-dire  qu'on 
devra  avoir 

^?/  isy  fir        i>x-  ' 

ou  encore,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires 

^x       riy  '       ^y  ~"       Sx  '  ^  ^ 

ce  sont  les  conditions  (10)  du  n°  261  (Tome  l"''").  Ainsi,  dès 
que  P  +  jQ  représente  une  fonction  de  x  +  iy,  il  existe  une 
autre  fonction  de  point  que  l'on  peut  représenter  par  la  nota- 
tion 


u  =   j    f{z)dz, 
et  qui  est  égale  a  l'intégiale  curviligne 

[P  -+-  ^■Q)  [dx  -h  idij). 

Comme  on  a  (n'^  102) 
du  =  (P  +  i())dx  +  (P  +  i())idu  =  (P  -I-  «Q)  (d.:c  +  idy), 


ou 


du  =  fi^z'dz, 
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f{z)  est  la  dérivée  de  ii,  la  dérivée  éJant  prise  comme  si  z  était 
réelle. 

113.  Cette  intégrale  jouit  évidemment  des  propriétés  des 
intégrales  ordinaires,  rappelées  (n°*  3  à  6).  On  aura  : 

f{z)dz  =  '^{h)  -  cp(a), 

si  ç.(5)  esl  une  fonction  primitive  de  f{z)    et  si,  de  «  à  b,   le 
chemin  parcouru  ne  présente  aucun  point  critique  ,  de  même 


f^  f\  f\  f. 


b 

les  points  6  et  c  étant  sur  le  parcours  de  «  à  «^;  enfin 


<^'  b 


Les   théorèmes  de  la  moyenne  doivent  être  modifiés.  On 
aurait  bien,  à  la  vérité,  pour  /  et  h  réels, 

f{t^h)^^{t^h)-[f{l)-^^[l)]  =  h[f{t-\-^h)-^i^\i-+-^Ji)]. 

Mais   M.  Darboux  a  montré  qu'on  peut  supposer  6  =  6^,  à 
condition  de  modifier  le  mulliplicateur  des  dérivées.  Posons 

^b 
J  =    I      F{l)dt. 


Le  module  d'une  somme  étant  inférieur  à  la  somme  des  mo- 
dules des  termes  de  la  somme,  on  aura 

I  j|<  /    1  F(o  1  ^^; 
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le  second  membre  est  maintenant  réel,  et  on  peut  lui  appli- 
quer le  premier  théorème  de  la  moyenne  (n°  8,  form.  7) 

7        I  1^(0  \dt  =  [h-a)\  F(|)  I  , 


d'oLi,  en  désignant  par  6  un  nombre  positif  inférieur  à  un, 

1  J  I  =  0(6  -  a)  I  F(a)  I  . 
Or  si  t?  et  oj  désignent  les  arguments  de  J  et  de  F(^),  on  a 

J  =  I  J  I  (cos  cp  H-  i  sin  o) 
F(î)  =  I  F(J)  I  (cos  0)  -f-  i  sin  w)  ; 

on  en  déduit 

^-. ■  =  G(&  —  a) ^^r--^ , 

cos  cp  -I-  e  sin  tp         "•  ^  cos  oj  -f-  z  sin  co 

ou 

J  r=  6(&  —  a)  [cos  (cp  —  w)  +  i  sin  (cp  —  to)]  F(^), 

ou  enfin 

Y[t)dt  =  \{h  —  a)F(0,  (2) 


X  étant  une  quantité  complexe  dont  le  module  est  inférieur 
à  l'unité  et  ^  un  nombre  réel  compris  entre  a  et  b.  La  for- 
mule (2)  est  la  généralisation  de  la  formule  (7)  du  premier 
chapitre  ;  on  généraliserait  d'une  manière  analogue  la 
formule  (8)  et  nous  écrirons,  sans  démonstration, 


f{t)F(t)dt  =  IfCz)    /     F(t)dt  (3) 

les  lettres  X  et  ç  conservant  la  même  signification  que  ci-dessus, 

Calcul  iinfisitésimal  10 
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et  la  fonction  f{t)  étant  assujettie  à  utre  réelle   et  positive 
entre  «  et  h. 


Considérons  enfin  l'intégrale 


^»h 


f[z)dz  =    /      (P  +  i(})  {dcc  -4-  idy)  ; 


on  a,  d'après  ce  qui  précède, 


mod  1  =  6/      mod  f{z)  mod  (dx  -\-  idy)  ==  6  mod  /(c)    j      ds 

^  ta 


en  appelant  ds  l'arc  AA'  de  courbe  terminé  aux  point ^^  et:r... 
Enfin,  en  introduisant  le  fadeur  X  de  M.  Darboux,  on  a 

J  =  X  arc  AA7(0 

114.  Le  théorème  du  n°   17  subsiste  sans   modification  ; 

et  il  est  encore  vrai  (n°  18)  que  l'intégrale    /     f{z)dz  a  une 

signification,  si  le  produit  ^"/(s)  a  une  limite  pour  5  =  oo  et 
pour  ?«  >  1.  Voici  un  théorème  analogue  qui  nous  sera  d'une 
grande  utilité  :  «  Si,  pour  z  =  œ  ou  pour  z  =  0  le  produit 

zfiz)   tend  vers  zéro,   Vintégrale  j  j{z)dz,  prise  le  long  d'un 

cercle  de  rayon  infini^  ou  d'un  cercle  de  rayon   infiniment 
petit,  ayant  V origine  pour  centre,  est  nulle. 
En  effet,  l'on  a,  comme  précédemment, 


f{z)d^ 


<  /  1  m  I  I  ciz 


Posons 


^  :=  Pi  (cos  cp  H-  i  siii  o), 
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d'où 

dz  =  Ri  (ces  cp  H-  i  sin  cf)  d^,        \  dz  \  =  Rc^cp  ; 

mais  on  a 

lira  zf  (^)  =  0  ; 
donc 

£  étant  un  nombre  arbitraire,  ou 

IA^)1<;^- 
En  se  reportant  à  la  première  inégalité,  on  voit  que  l'on  a 


f{z)  dz 


< 


<2t:s 


^Rc?cp 


ce  qui  démontre  le  théorème,  puisque  e  peut  être  pris  aussi 
petit  que  l'on  veut. 

Remarque.  —  En  transportant  l'origine    au  point  «,    on 

verrait  de  même  que  l'intégrale   i  f{z)  dz  prise  le  long  d'un 

cercle  infiniment  petit  décrit  autour  du  point  a  comme  centre 
est  nulle  si  le  produit  [z  —  a)  f{z)  tend  vers  zéro  pour  z  =  a. 

115.  L'intégrale 


u=    I       f{z)ds 


ne  dépend,  par  définition,  que  de  ses  limites  ;  nous  avons 
cependant  spécifié  que,  entre  deux  chemins  donnant  la  même 
valeur  pour  u,  il  ne  devait  pas  y  avoir  de  points  critiques 


148  CHAPITRE    m 

de  (Jz).  Il  peut  donc  arriver  qu'en  un  même  point  z  la  fonc- 
tion u  prenne  des  valeurs  différentes,  en  nombre  fini  ou  infini, 
et  cela,  soit  que  f[z)  prenne  elle-même  des  valeurs  distinctes, 
soit  que  f[z)  soit  uniforme.  Il  n'y  a  d'ailleurs  aucun  lien  né- 
cessaire entre  les  nombres  de  valeurs  distinctes  que  peuvent 
prendre  u  et  f[z)  au  même  point. 


116.  Voici 

quelques 

exemples. 

1°  Soit 

/w  =  '- 

où 

u  =  log  z. 

On  sait  que  u  prendra  une  infinité  de  valeurs  données  par 
la  formule  (I,  n°  269) 

%i  =  log'  r  -H  e  (o  -h-  2kiz) 

et  qu'on  passe  de  l'une  à  l'autre  en  faisant  décrire  au  point  z 
des  circonférences  de  rayon  r  autour  de  l'origine. 

Nous  avons  dit  (n°  13)  que     /         ~  est  indéterminée,  et  le 

fait  reste  exact  si  x  est  réelle  ;  mais    /        —  sera  bien  dé- 

finie  si  la  variable  z  décrit  un  chemin  quelconque  ne  passant 

pas  par  l'origine, 

1 

2°   De  même  la  fonction  ,— — — 2  est  uniforme  et  son  inté» 

1  —\-  z 


grale 


,         dz  , 

u  =     I      , „  =  arc  tang  z 

l  -^  z-  ^ 


admet  une  infinité  de  valeurs  contenues  dans  la  formule 

u  =  îfn   -+■  k-K 
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Voici  comment  se  trouvent  ces  diverses  valeurs  :  on  remarque 
que  II  peut  s'écrire 


u  = 


1^ 

2i 


dz  1  1 


Lorsque  le  point  s  tourne  autour  d'un  des  points  critiques 
^  i  et  —  i,  l'un  ou  l'autre  des  logarithmes  s'accroil  (ou  dimi- 
nue) de  27:/  ;  par  suite  u  a  repris,  après  un  tour  de  z,  sa  valeur 
initiale  augmentée  ou  diminuée  de  tt. 

3°  Dans  l'exemple  suivant,  la  fonction  est  indéterminée  mais 
n'est  susceptible  que  de  deux  déterminations,  tandis  que  son 
intégrale  admet  encore,  pour  chaque  valeur  de  z,  une  infinité 
de  valeurs.  Soit 


arc  sin  z 


si  a  est  une  valeur  de  arc  sin:;,  les  autres  sont  données  par  la 
formule 

H  +  ( —  l)''"a, 

dans  laquelle  k  représente  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 
Marquons  en  effet  sur  t'axe  ox  les  points  A  et  A'  qui  ont 
pour  coordonnées  \  et  —  1  ;  supposons  de  plus  que  nous  don- 
nions à  \/l 


S'  comme  valeur  initiale 


1  à  l'origine. 


Fjg.  7 
Si  l'on  va  en  ligne  droite  de  0  à  M,  le  radical  acquerra  en 
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M  une  certaine  valeur  que  nous  appellerons  R.  Mais  si  l'on 
suit  le  chemin  OCM,  la  valeur  finale  en  M  ne  sera  plus  néces- 
sairement la  même,  parce  qu'entre  les  deux  chemins  se  trouve 
le  point  A  qui  est  critique  pour  v/1  —  z^.  Ce  chemin  peut 
être  remplacé  par  le  suivant  :  de  0  jusqu'au  voisinage  de 
A  en  dessous  de  Ox  [z  réel  et  égal  à  x),  une  circonférence  de 
rayon  r  autour  de  A  décrite  dans  le  sens  trigonométrique,  de 
A  en  0  au-dessus  de  Ox  et  enfin  de  0  à  M  en  ligne  droite.  Entre 
ce  nouveau  chemin  et  la  ligne  OCM,   il  n'y  a  aucun  point 

singulier  de  ■  ;  on  peut  donc  être  sur    que  ces   deux 

chemins  font  acquérir  à  f{z)  la  même  valeur.  Or  posons 

z  =  X  -\-  iy,         X  =  i  -\-  r  cos  t,         y  =  r  sin  t, 

d'où 

1  1 


/( 


\/\  —  z^        \/  —  r  (cos  t  -h  i  sin  t)  (2  -i-  r  cos  /  +  i^  sin  t) 

1  1  f  t    +7Z  .      .        t 

COS  — ^ ^  siu 


yr  \/2  -h  r  cos  t  -+-  ir  sin  t  \  " 


Lorsque  le  point  z  varie  de  0  à  A,  l'argument  t  conserve  la 
valeur  —  ti  ;  près  de  A,  on  peut  supposer  r  assez  petit  pour 
que  le  produit  des  facteurs  affectés  de  radicaux  reste  suffîsam- 

1 

ment  voisin  de-— ^.  Le  seul  facteur  qui  sera  sérieusement 

\/2r  ^ 

modifié  pendant  le  parcours  de  la  circonférence  autour  de  A, 
c'est-à-dire  lorsque  t  varie  de  —  tt    à  -h  tt   est   le   facteur 

cos  — ~  —  i  sin     "^  "^ .  Sa  valeur  initiale  est  -h  1  et  sa  valeur 

finale  —  1,  c'est-a-dire  qu'après  avoir  tourné  autour  de  A, 
f{z)  a  changé  de  signe  et,  lorsqu'on  revient  en  0,  sa  valeur  est 
—  1,  par  suite  en  M^  elle  sera  égale  à  —  R.  Un  nouveau  tour 
autour  de  A  ou  A',  changera  encore  une  fois  le  signe;  on 
pourra  donc,  à  volonté,  suivant  que  le  nombre  des  tours  faits 
autour  de  A  et  de  A'  sera  pair  ou  impair,  arriver  finalement 
en  M  avec  la  valeur  h-  R  ou  —  R. 
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Considérons  maintenant  l'intégrale 


dz 


v/1 


et  voyons  comment  elle  se  modifiera  dans  les  mêmes  circons- 
tances. Appelons  I  la  valeur  de  cette  intégrale  lorsque  l'on  va 
en  ligne  droite  de  0  à  M  : 


T  _    •  '^^ 


posons  aussi 


0 


.1 

dx 


\J\  —  og" 
'0 

Le  long  du  chemin  OCM,  on  aura,  en  remplaçant  ce  chemin 
par  le  dernier  chemin  que  nous  avons  considéré, 


(4) 
OA     *^circA     *^  Ao     «-^0 


or  on  a 


.1 

dx 


/l  —  so'^       2* 

OA        «>'0 

£/               ;'( — cost  ^icQSt)      (       r^-\-t       .  .    tt  +  A   , 
=    /  ,-  ;  -  ^  -    cos-^ esin-ij—   (if; 

/  V/r\/2-+-rcos^-hzVsinf  v  ^  .       '^    ' 

lorsque  r  tend  vers  zéro,  il  en  est  évidemment  de  même  de  l'in- 
tégrale, à  cause  de  la  présence  du  facteur  constant  -^  et  l'on  a 


0. 


lo2  CHAPITRE   III 


En  tournant  autour  du  point  A,  le  radical  a  changé  de  signe 
et  l'on  a 


-1 


dx  l  clx 


/l  —  x"       /     y/l  —  a--      ^ 
Enfin  (5) 

Donc,  en  se  reportant  à  la  formule  (5),  on  trouve 

r 


1 


=   71   —  1. 

OGM 


Si  l'on  fait  un  nouveau  tour  autour  de  A'  avant  d'aller  de 
0  en  M,  le  signe  du  radical  sera  de  nouveau  changé,  et 
comme 

/  dx  l  dx  t: 


oa'      «^  0  ^--^  0 

on  arrivera  en  M  avec  la  valeur 

2t.  +  I. 

Finalement  on  obtiendra  en  M  pour  l'intégrale  une  inQnité 
de  valeurs  de  la  forme 

A:Tt  +  (  —  \y\ 

k  étant  un  nombre  entier  positif  ou  nul.  Les  valeurs  négatives 
de  k  s'obtiendraient  en  commençant  par  tourner  autour  de  A', 
ou  en  tournant  en  sens  contraire. 


INTEGRATION    DES    FONCTIONS    DE    VARIABLES    IMAGINAIRES       133 

117.  Tout  chemin  qui  part  d'un  point  ordinaire  pour  con- 
tourner un  point  critique  et  revenir  au  point  de  départ,  comme 
celui  que  nous  avons  considéré  dans  l'exemple  précédent, 
s'appelle  un  lacet.  On  vient  de  voir  que  c'est  à  l'existence  des 
lacets  dans  le  contour  suivi  qu'est  due  la  naissance  des  pé- 
riodes. Cette  profonde  considération  due  au  géomètre  Norvé- 
gien Abel  a  révolutionné  le  calcul  intégral  ;  avant  de  traiter 
un  deuxième  exemple,  insistons  sur  les  conséquences  de 
l'étude  laite  dans  le  paragraphe  précédent.  L'intégrale,  prise 
suivant  un  chemin  quelconque  de  0  à  M,  et  que  nous  dési- 
gnerons par  la  lettre  z/,  a  été  considérée  comme  fonction  de  z, 
et  l'on  a  vu  que  cette  fonction  est  mal  déterminée  puisqu'à  une 
valeur  de  z  correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  u.  Au 
contraire,  si  z  est  pris  comme  fonction  de  ii, 

-  =  ?(«')' 

la  fonction  z  est  parfaitement  déterminée  :  à  chaque  valeur 
de  u  correspond  une  seule  valeur  de  z,  et  cette  dernière  fonc- 
tion reprend  périodiquement  la  même  valeur  pour  toutes  les 
valeurs  de  u  comprises  dans  la  formule 

Pour  k  pair  =  'lU ,  on  a 

2A'-n:'  s'appelle  une  ^période  de  z.  La  plus  petite  période  corres- 
pond à  A'  =  1  ;  c'est  la  période  %'.. 
L'équation 


peut  donc  être  considérée  comme  définissant,  soit  u  en  fonc- 
tion de  z,  c'est-à-dire  arc  sin  z^  soit  la  fonction  inverse  :;  en 
fonction  de  u,  c'est-à-dire  le  sinus.  11  faut  cependant  donner 
en-  plus  la  valeur  initiale  de  u  pour  ^  ==  0,  soit  u  =  0. 
A  vrai  dire,  nous  n'avons  étudié  que  la  pcTiodicité  de  z  et 
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notre  étude  est  incomplète.  Mais  la  fonction  sin  ii  est  trop 
connue  pour  que  nous  insistions  davantage.  Nous  préférons 
appliquer  la  même  méthode  à  des  fonctions  moins  élémen- 
taires. 

Théorème  de  Taylor 

118.  Auparavant  nous  démontrerons  la  formule  de  Taylor 
dans  le  cas  où  la  variable  est  imaginaire.  Etablissons  d'abord 
un  lemme  du  à  Cauchy  :  ce  Si  f(z)  est  une  fonction  continue 
et  uniforme  et  si  elle  a  des  dérivées  bien  déterminées  en  chaque 
point  dune  régioji  limitée  par  un  contour  fermé,  on  aura  les 
formules 


f(a)  =  ^ 


/"(«)  =  ^ 


z  —  a 


\ 


(6) 


n     'w  —     2^/      /  (z  —  ay 


dz. 


I 


En  effet  entourons  le  point  A{z  =  a)  d'une  petite  circon- 


FiG.  8 
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férence  (y)  de  centre  A.  On  peut  pour  l'intégration  remplacer 
le  contour  (C)  par  (y)  et  poser 

z  ^=  a  -\-  r  (ces  t  -\-  i  un  t)  ■=^  a  -\-  re'' 
dz  =  rié'dt. 

Donc 

9- 

éi  fî~a  '''-kl.       'fia  +  ..■■)*. 

t^    G  «^0 

Mais  la  fonction  étant  continue,  on  peut  prendre  r  assez 
petit  pour  que  f{a  -+-  ré')  difîère  de  f{a)  de  moins  de  z,  quel 
que  soit  s. 
Posons 

f{a  +  ré')  =  fia)  +  R  ;    . 

on  aura 

1  R  l<  s, 

/       f{a  +  ré')dt  =    i       f(n)dt  +    /       Rdf,    ^ 

Rdt  <    /        zdt, 
0  *-  0 

/       Rdt  <  2-srf^ 

... 

Lorsque  e  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de    /      Rdt  et 
il  reste 
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ce  qui  démontre  la  première  égalité  (6)  ;  les  autres  s'en  dédui- 
sent en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à 
a,  ce  qui  se  fera,    dans  le  premier  membre,  on  difîérentiant 

simplement  sous  le  signe  /  . 

Il  est  très  intéressant  de  remarquer  que,  si  a  est  une  variable, 

la  fonction  ç— .    I      '^"      dz  prend  la  valeur /"(«),  tant  que  a 

reste  à  l'intérieur  du  contour  (c)  et  la  valeur  zéro,  en  dehors  du 
contour.  Cette  ligne  (C)  est  donc  une  ligne  de  discontinuité, 
une  coupure. 


I  19.  Cela  posé,  considérons  l'intégrale    /    ;; — f-^ — -  dz  qui 

a  pour  valeur,  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré,  f  {a  -+-  /), 
pourvu  que  le  point  a  -]~  t  soit  aussi  à  l'intérieur  du  contour 
(G) 


n-  +  0  =  /  f^^,  &• 


Nous  supposerons  de  plus  la  distance  du  point  A  au  point 
a  -\-  t  inférieure  à  la  plus  courte  distance  S  de  A  à  la 
courbe  (C),  de  manière  à  avoir  pour  tous  les  points  de  cette 
courbe 

\  t  \<\  z  —  a  \  . 

On  pourra  alors  poser 

1  1  t  .         t^  l"-^ 


1 


t 


z  —  a  —  t       z  —  a       {z  —  af       {z  —  af       "'       [z  —  a)" 

P % 

"*"  (7  —  a)\z  —  "a—  l) ' 
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d'où 


-^t' 


Cette  égalité  devient,  à  cause  des  formules  (6), 


en  posant 


2«Rn  =  (»    ;    ,,  _  ^)„ff  L  „  „  I)  dz. 


On  pourra  supposer  n  infini  si  Rn  tend  vers  zéro.  Or  on  peut 
remplacer  l'intégrale  le  long  de  (G)  par  l'intégrale  prise  le  long 
d'un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  A,  enfermant  le 
point  a  -<r  t  tout  en  restant  intérieur  à  (G).  Soit  p  le  rayon  de 
ce  cercle,  M  le  modèle  maximum  de  f[z)  sur  le  cercle  ;  le 
module  de  z  —  a  —  t  sera  supérieur  à  p  —  \  t  \  ,  celui  de  la 
fraction  à  intégrer  sera  inférieur  ou  au  plus  égal  au  quotient 
de  M  par  p"  (p  —  |  ^  ).  Comme  l'intégrale  de  dz  le  long  du 
cercle  a  pour  module  2ttp^  on  aura  enfin 

et  cette  dernière  quantité  tend  évidemment  vers  zéro  pour 
/i  =:  00  .  On  a  donc  finalement,  pour  les  quantités  imaginaires 
comme  pour  les  quantités  réelles,  la  formule  de  Taylor 

/•(«  +  0  =  /■(«)  + 1' r  («)  +  •..  +  S  /<"^  («)  -^  - 
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Cette  formule  subsistera  pour  tous  les  points  intérieurs  au 
plus  petit  cercle,  concentrique  à  A,  qui  passe  par  un  point 
critique  de  f[z). 

ISO.  En  particulier,  pour  «  =  0,  on  aura  la  formule  de 
Maclaurin 

m  =  f{0)  +  tf  (0)  +  ...  -4-  £  fin)  (0)  +  ...         (8) 

Par  exemple,  on  aura,  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  un 
concentrique  à  l'origine 


1    —    t 


=   l    -h   t  ^    t^   -h  t'  -h 


1  ,1  1.3,2^1.3.5^3 


^rZTt  —  ^  "^  2  "  ^  2.4  ^   ^  2.4.6 
1 


1  -i-  Û 


=  1  —t^  -{-f 


en  général  les  formules  établies  dans  le  premier  volume 
(n°«  152  et  suivants)  subsisteront  avec  les  mêmes  conditions 
de  convergence.  Ainsi  e%  sin  z,  cos  z  seront  développables  en 
série  dans  tout  le  plan. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  la  clarté  que  le  domaine  ima- 
ginaire apporte  dans  ce  théorème  ;  ainsi  dans  le  troisième 
exemple  qui  vient  d'être  donné,  la  fonction  n'a  aucun  point 
critique  réel,  tandis  qu'elle  admet  les  pôles  ï  =  ±^■  :  la  conver- 
gence cesse  donc  sur  le  cercle  qui  passe  par  ces  points  critiques, 
c'est-à-dire  sur  le  cercle  de  rayon  un,  et  cela,  même  en  se 
bornant  aux  valeurs  réelles  de  t. 


Inversion  des  intégrales  liyperelliptiques 

121.  Nous  avons  appelé  intégrales  hyper  elliptiques  celles 
dont  le  coefficient  différentiel  est  composé  rationnellement  de 
la  variable  et  d'un  radical  portant  sur  un  polylôme  entier  par 
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rapport  à  cette  variable,  et  nous  avons  appris  (no  46)  à  réduire 
ces  intégrales  à  un  certain  nombre  de  types.  Nous  n'envisage- 
rons ici  que  celles  de  la  forme 


r 


w  —  Wo  =   /      ~  (9) 

y/Z 


ou 

Z  =  A,{z  —  a,){z—a,)...(;s  —  a,n)  (10) 

les  quantités  «i,  a^...  a,n  sont  supposées  distinctes.  Nous  allons 
effectuer  Vinversion^  c'est-à-dire  étudier  z  comme  fonction  de 
u  définie  par  l'équation  (9). 

Soit  d'abord  -i  un  point  ordinaire  de  z;  on  peut  développer 

1  .       .  T  • 

-zz  en  série  de  Taylor  dans  le  voisinage  de  Zi  et  écrire 

du  =  [ocp  -f-  oi^^s  —  z^)  -h  ...\  dz 
d'où 

u—  IC,=  a^{z  —  Z^)  +  ^'  (-  —  -i)'  +  ••• 

On  voit  déjà  que  le  point  z^  est  un  point  ordinaire  de  u  ; 
mais,  déplus,  si  l'on  résoud  l'équation  précédente  par  rapport 
à  z  —  Sj,  ce  qui  se  fera  en  posant,  dans  cette  équation, 

z     —     Zi     =     <^y(lC     —    Wj     +     PoC"     —     ^^if     +      ••• 

et  en  déterminant  les  coefficients  Pj,  Pa---'  on  trouve  pour 
Pu  Pa---  des  valeurs  bien  déterminées  et  uniques,  ce  qui  prouve 
que  1*1  est  un  point  ordinaire  de  la  fonction  z. 

Etudions  maintenant  z  dans  le  voisinage  d'un  point  a^  ;  par 
exemple,  supposons  que  z  tende  vers  a^.  Nous  poserons 

z  =  a^  -\-  t', 


160 

CHAPITRE    m 

d'où 

dz  =  2tdl 

dz                                   2dt 

fL        sjk^a^  — a^-v  i^){a^  — a,^-\-t'') 

2^  r      !.. 

V  Ao  L           i 

Le  crochet  est  monodrôme  en  i^  =  ^  —  r?.j  ;  donc  le  point 
z  =1  a^  est  un  point  de  branchement  pour  u  et  autour  de  ce 
point  s'échangent  deux  valeurs  de  u.  Mais  on  tirera  de  l'équa- 
tion précédente  \/ z  —  aj,  et  à  plus  forte  raison  z  —  a^,  en 
fonction  monodrôme  de  u  —  u^, 

z  Gj  --=  o{u  —  Ui)~  -+■  0^(U  —  ÎC^Y   -f-   ... 

c"est-à-dire  que,  pour  la  fonction  inverse  z,  le  point  u^  est  un 
point  ordinaire. 

Cherchons  enfin  ce  qui  se  passe  si  z  devient  infinie  :  posons 

1        ,  dt 

,  dt 

du  =  — 


ti-'i  s/{\.  —  ai<)  (1  —  a^t)...  (1  —  a,ni) 
On  en  déduit 


u Ur, 


'2  —  m' 


i^  ' 

-1 

fl 

4- 

a 

1^ 

-H 

ht' 

-H  ... 

m 

-1 

0 
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Et  par  suite  t  s'écrira 

2       p 
t  =  {u  —  Uo)'"~"  h  "^  ^(^^  ~  ^'o)  +  •••]• 

Si  m  >  4,  l'exposant  est  une  vraie  fraction  el  le  point  u^  est 
un  point  de  branchement  pour  t  et  pour  son  inverse  z. 

Soit  m-=h^  :  le  point  u^  est  un  zéro  simple  de  t  et  par  suite 
z  est  infinie  pour  w  =  w^. 

Soit  tn  =  3  :  on  aura 

t  =  {u  —  tlof  [d  H-  &(2<  —  ïIq)  -+- ] 

ou  encore 


z  = 


{u  —  u,Y 


La  fonction  z  est  infinie  pour  u  =  ^^o.  et  son  inverse  admet 
Wq  comme  zéro  double  ;  nous  dirons  que  Uq  est  un  pôle  double 
de  z.  La  fonction  z  ne  cesse  pas  d'être  uniforme  aux  environs 
de  Wo- 

Pour  m  =  2,  on  voit  que  le  point  Uq  est  ordinaire  pour  t  et 
pour  son  inverse  z.  Dans  ce  cas  z  reste  finie  pour  toutes  les 
valeurs  finies  de  u,  ce  qui  était  d'ailleurs  connu  puisque  dans 
ce  cas  z  est,  à  une  constante  près,  proportionnelle  à  un  siuus. 

Enfin,  si  m  =  1,  le  point  u^  est  un  pôle  pour  t  et  un  zéro 
simple  pour  z  qui  n'a,  dans  ce  cas  encore,  ni  branchement,  ni 
point  de  discontinuité  dans  tout  le  plan  ;  on  a  en  effet 


=  2  \/^  —  «j  +  t^o 


Avant  de   résumer  cette   discussion,  nous   allons    donner 
quelques  définitions. 

Calcol  infinitésimal  1-1 
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l!S!S.  On  appelle  pomt  ordinaire  d'une  fonction  un  point 
dans  les  environs  duquel  la  fonction  reste  continue  et  uniforme 
ainsi  que  sa  dérivée.  Un  pôle  est,  comme  nous  venons  de  le 
voir,  un  point  où  la  fonction  devient  infinie,  mais  qui  est  ordi- 
naire pour  l'inverse  de  la  fonction.  En  un  pareil  point  l'on  a 
donc,  m  désignant  un  nombre  positif  entier 

l  =  {u.  —  î^o)'"  [a  H-  &  {u  —  u^)  +  ...] 
^_  __!___  1  


ou 


7 [a,  4-  a.Ju  —  u?)  H-  ...1 


{u  —  %i^Y'       {u  —  Uç,)"'-  1  ^  •••       IC  —  Uq 


(H) 


Le  pôle  Uq  est  ici  un  pôle  d'ordre  m  ;  la  quantité  «,„  qui  figure 
au  numérateur  de  la  fraction  du  premier  degré  joue  un  rôle 
capital  dans  la  théorie  des  fonctions,  on  lui  a  donné  le  nom  de 
résidu  de  la  fonction  relatif  au  pôle  n^^. 

On  appelle  fonctions  holomorphes,  ou  simplement  entières, 
ou  encore  régulières  les  fonctions  uniformes  qui  ne  présentent 
aucun  point  critique,  sauf  peut-être  à  l'infini  et  qui  ont  une  dé- 
rivée en  chaque  point  ;  fonctions  méromorphes  (à  formes  frac- 
tionnaires) celles  qui  restent  finies,  sauf  en  certains  points 
isolés  qui  sont  des  pôles. 

Les  polynômes  entiers,  e==,  sin  z,  sont  des  fonctions  holo- 
morphes ;  les  fractions  algébriques  rationnelles,  les  quotients 
de  deux  fonctions  holomorphes,  par  exemple  tang  z,  sont  des 
fonctions  méromorphes. 

Suivant  les  cas,  la  fonction  sera  holomorphe  ou  méro- 
morphe,  dans  tout  le  plan,  ou  dans  une  partie  du  plan. 

iS3.  Il  existe  d'autres  espèces  de  points  critiques  ;  nous 
avons  déjà  rencontré^  dans  les  expressions  irrationnelles,  des 
points  autour  desquels  s'échangent  les  déterminations  diverses 
d'une  fonction  multiforme.  Ce  sont  des  points  de  branchement. 

Considérons  encore  le  logarithme  :  l'origine  est  un  point 
critique  pour  log^;  si  l'affixe  tourne  autour  de  l'origine,  le 
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logarithme  peut  acquérir  une  infinité  de  valeurs  comprises 
dans  la  formule  (tome  l®'^  n°  269). 

log  z  =  log'r  -h  i{o  H-  2Â;rt) 

et  l'on  voit  qu'il  sulfira  de  tourner  À' fois  autour  de  l'origine 
pour  que  le  logarithme  s'augmente  de  tk-RÏ.  A  l'origine  même, 
le  logarithme  a  son  module  infini  et  son  argument  indéter- 
miné. 

Comme    autre     exemple,   nous  considérerons   la   fonction 

1 

— T.  Cette  fonction  a  une  infinité  de  pôles  qu'on  obtient  en 

sin  - 

z 

posant 

h  étant  entier  positif  ou  négatif.  Ce  sont  des  pôles  dans  le 
voisinage  desquels  la  fonction  reste  bien  déterminée  ;  ils  sont 
isolés  les  uns  des  autres.  11  en  est  tout  autrement  du  point 
5=0  qui  ne  peut  être  isolé  des  pôles  voisins,  car  on  pourra 

toujours  prendre  k  assez  grand  pour  que  le  pôle  z^^^i^—  soit 

aussi  voisin  de  l'origine  qu'on  voudra.  De  plus  dans  le  voisi- 
nage de  l'origine,  la  fonction  pourra  prendre  toutes  les  va- 
leurs que  l'on  voudra  ;  car,  si  l'on  résout  l'équation 

sm  -  =  A, 

on  trouvera  une  infinité  de  solutions  données  par  la  formule 
1 


ou 


z 


Ati  h-  (—  \fa' 


formule  qui  donne  des  points  aussi  voisins  de  l'origine  qu'on 
le  veut  en  prenant  h  suffisamment  grand. 
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Enfin  la  fonction  e^  présente  l'exemple  d'une  fonction  mo- 
nodrôme  et  continue  dans  tout  le  plan,  sauf  à  l'origine  où  son 

cos  9 

module  e~^  est  nul  ou  infini  suivant  que  cos  o  est  négatif 
ou  positif,  et  indéterminé  si  cos  tp  tend  vers  zéro  en  même 
temps  que  r 

On  appelle  ^owz^5  singuliers  essentiels  ceux  où  la  fonction  est 
indéterminée,  tout  en  restant  uniforme  dans  le  voisinage 
(ils  sont  donc  critiques  pour  la  fonction  en  môme  temps  que 
pour  son  inverse).  Un  point  singulier  essentiel  »n'est  pas  néces- 
sairement un  point  de  branchement  et,  si  on  l'entoure  d'un 
petit  cercle,  il  se  peut  très  bien  qu'à  l'instar  de  ce  qui  se  passe 
pour  un  pôle,  la  fonction  demeure  holomorphe  à  l'extérieur 
et  dans  le  voisinage  de  ce  cercle.  Au  contraire,  il  ne  suffirait 
pas  d'entourer  un  point  de  branchement  d'un  petit  cercle  pour 
que,  dans  la  région  extérieure  au  petit  cercle,  la  fonction 
devienne  uniforme  ;  nous  avons  vu  (n°  108)  qu'il  faut  établir 
dans  le  plan  de  la  variable  des  coupures  infranchissables  à  la 
variable  pour  transformer  une  fonction  multiforme  en  fonction 
uniforme.  Le  théorème  suivant  va  nous  montrer  comment, 
par  extension  de  ce  qui  se  fait  pour  les  fonctions  méromorphes, 
on  peut  développer  une  fonction  dans  le  voisinage  d'un  point 
singulier  essentiel. 

134.  Théorème  de  Laurent.  —  Si  une  fonction  uniforme  est 
continue  dans  la  région  comprise  entre  deux  circonférences, 
elle  peut  être  développée,  dans  cette  région,  en  série  double- 
ment infinie  suivant  les  puissances  de  V accroissement  de  la 
variable  positives  et  négatives. 

Soit  en  effet  a  le  centre  des  deux  circoniérences  \  a  +  t  wa. 
point  de  la  couronne  circulaire,  c  et  c'  les  circonférences,  r  et 
r'  leurs  rayons  (r  >>  r).  Décrivons  autour  du  point  a  -\-  t  une 
circonférence  y  qui  reste  tout  entière  dans  la  couronne.  On  a 
vu  (n°  117)  que 


f{a-rt)=~    I    .3'J_t'^~-  (12) 
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Mais  comme  il  n'y  a  pas  de  points  critiques  dans  la  région 
comprise  entre  les  circonférences 


d'où 


Le  long  de  c  on  a 


Donc 


Y        «-^  c        «^  c 


,'»  .'^ 


Y        ^c 


a\>\t 


(13) 


a  —  t       z  —  a        {z  —  cCf 


ay  '  ■•• 


lizi    f    s  —  a  À-^i    f    z  —  a 


—  a  —  t 


Le  long  de  c'  on  a 


dz  H  \, 


(.0) 


=  Ao  4-  A^t  -f-  A,J'-  +.. 


a\<\t\  , 


d'où 


—  a  —  t  t  —  {z  —  a) 


-B 


(-y  — 


ay- 


t  '     p 


1.  /  JM,^.,i,=_± 

2rà    I     z  —  a  —  t  "Ir.i 


^    '   mdz  +  \,    j    {z-a)f{z)ch 
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En  se  reportant  aux  formules  (12)  et  (13),  on  trouve  enfin 


f{a^t)=. 

B„       B„_              ,   B^_^^ 

+  '-0 

=  ^Kt'- 

k,t 


(14) 


Cette  formule  fait  connaître  le  développement  d'une  fonction 
dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel. 

IS4.  Nous  pouvons  maintenant  résumer  les  résultats  acquis 
au  n°  120  et  qui  concernent  l'intégrale 


oîi  Z  est  un  polynôme  de  degré  m  en  ^  ;  les  racines  a^,  a^...a,n 
de  Z  sont  supposées  distinctes. 

Si  m  est  supérieur  à  4,  les  infinis  de  la  fonction  Z,  c'est-à-dire 
les  valeurs  u^  de  u  qui  rendent  Z  inQnie,  sont  des  points  de 
branchement  pour  Z. 

Si  m  =  3  ou  4,  les  points  u^  sont  des  pôles  de  Z,  simples  si 
m,^=  ht,  doubles  si  m  =  3,  et  Z  est  une  fonction  méromorphe. 

Si  m  =  2  ou  1,  la  fonction  Z  est  holomorphe  dans  tout  le 
plan, 

1S6.  PÉRIODES  DES  FONCTIONS  INVERSES  DES  INTEGRALES  HYPE- 
RELLIPTIQUES. 

Marquons  dans  le  plan  les  points  Aj,  Aj.-.A,,,,  dont  lesaffixes 
sontai,  «2. ..«,„,  et  joignons  les  à  l'origine  par  des  lignes  droites. 

Désignons  par  A^,  Aj...  les  valeurs  de  l'intégrale  hyperellip- 
tique  comptées  en  ligae  droite  de  0  aux  points  précédents,  et 
obtenues  toutes  en  partant  de  la  même  détermination  initiale 
de\/Z: 
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Ces  intégrales  sont  finies,  malgré  la  présence  d'un  dernier 
élément  infini  dans  le  coefficient  différentiel  (n°  17).  Si  l'affixe 
décrit  autour  de  Aj  un  cercle  de  rayon  infiniment  petit,  l'inté- 
grale prise  le  long  de  ce  cercle  est  elle-même  infiniment  petite 
en  vertu  des  mêmes  considérations  ;  seulement  dans  ce  circuit, 
le  radical  a  changé  de  signe  avec  le  facteur  \l z  —  a^  de  sorte 
qu'un  lacet  composé  de  la  droite  OA,,  d'un  cercle  de  rayon 
infiniment  petit  décrit  autour  de  A;  et  de  la  droite  A^O  aura 
pour  valeur 


et  il  est  bon  de  remarquer  que  le  sens  dans  lequel  on  tourne 
autour  de  Aj  est  indifîérent. 
Cela  posé,  soit  M  un  point  quelconque  et  z  son  affîxe; 


désignons  par  u^  l'intégrale 


comptée  en  ligne  droite  de 


0  à  M  et  par  u  la  même  intégrale  prise  le  long  d'un  autre 
chemin  quelconque  OBM  ayant  les  mêmes  extrémités.  Il  s'agit 
de  trouver  une  relation  entre  u  et  u^. 


FiG.  9 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'entre  la  droite  OM  et  la 
courbe  OBM,  se  trouvent  trois  points  critiques  Ap  A^,  A^.  Le 
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circuit  OBM  pourra  être  remplacé  par  le  chemin  OAiOA20A30M 
indiqué  sur  la  Cgure  par  des  flèches,  à  condition  que  le  point 
décrivant  ait  toujours  à  sa  gauche  la  région  qui  renferme  les 
points  critiques  ;  entre  nos  deux  circuits,  il  ne  reste  aucun 
point  critique.  Les  deux  circuits  sont  donc  équivalents,  et  l'on 
peut  écrire 


OAiOAoOAoOM 


La  première  intégrale  du  dernier  memhre  a  été  calculée  plus 
haut  et  a  pour  valeur  2Ai  ;  quant  à  la  deuxième,  comme  elle 
est  prise  avec  la  valeur  initiale  de  v^Z  égale  et  de  signe  con- 
traire à  celle  qui  a  servi  à  nos  définitions,  sa  valeur  est  —  ^A^ 
et,  après  le  circuit  autour  de  Ag,  v^Z  a  repris  sa  valeur  initiale; 
la  troisième  intégrale  a  donc  pour  valeur  2A3,  et  pour  la  môme 
raison,  la  dernière  aura  pour  valeur  —  u,^,  de  sorte  qu'on  a 

u  =3  2Ai  —  2A2  -1-  2A3  —  iff^, 

et,  plus  généralement,  si  l'on  appelle  A;  le  nombre  des  points 
critiques  compris  entre  la  droite  OM  et  le  chemin  OBM, 

,,  =  2Aj  -  2A,  +  ...  +(—  iy'-i2A,  +  (  -  1)X- 

On  pourra  d'ailleurs  tourner  un  nombre  quelconque  de  fois 
autour  de  chaque  point  critique  de  sorte  qu'on  aura  finale- 
ment 

u  =z  2miA^  -+-  2m^A.^  -f   ...  -)-  'ImiJ^k  =t  Wq  ('^^) 

Ainsi,  à  une  même  valeur  de  z  correspondent  une  infinité 
de  valeurs  distinctes  de  u.  Introduisons  de  nouvelles  cons- 
tantes, 

2co,  =  2A.  -2A, 

2ox.  =.  2A„  -  2A.,        ,  ^^^.^ 


2A         2A 
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Il  est  à  remarquer  qu'une  différence  quelconque  2Ai  —  2A/, 
pourra  toujours  s'évaluer  linéairement  en  fonction  des  nou- 
velles constantes.  D'ailleurs  écrivons  la  formule  (15)  comme 
il  suit  : 

îc  =  2mi(A,  —  A,)  +  2(mi  +  ?n.,)  (A^  —  A3)  ) 

-+-2(mi+m,+W3)(A3— AJ  +  ...-h2(?^i-hm2  +  ...-f-?îiA— 1)  >  (17) 
(A/,_i  —  ~A/,  -f-  2(^1  -h  mj  -1-  ...  -+-  m;,)Ak  ±  Wq  î  ) 

dans  celte  formule  le  coefficient  de  Ak  sera  zéro  ou  un  suivant 
les  cas.  Si  l'on  tient  compte  de  (16),  l'on  pourra  écrire 

w  =  2m'iw,  -^  2m>,  +  ...  -h  2m',co,  -^-  2s  A,  -4-  (  —  l)^^  (18) 

les  quantités  ni'.^,  tit!^...  étant  des  nombres  arbitraires  positifs 
ou  négatifs,  mais  entiers  ou  nuls  ;  £  peut  être  nul  ou  égal  à 
l'unité.  La  formule  (18)  fait  connaître  toutes  les  valeurs  de 
l'intégrale  qui  correspondent  à  une  même  valeur  de  z.  Le 
même  fait  peut  s'exprimer  autrement  en  effectuant  l'inversion, 
c'est-à-dire  en  considérant  z  comme  fonction  delà  variable  ii  : 
lorsque  u  passe  par  toutes  les  valeurs  possibles  réelles  ou  ima- 
ginaires, la  fonction  z  repasse  périodiquement  par  les  mêmes 
valeurs  et  l'on  a 

z  =  f{u)  =  f{u  -+-  2/?i'jWj  -h  2m'2W2  H-  ...  2w'm_iW,„._i) 
=  /'(2A/,  —  ic  -\-  2m\Wi  H-  ...). 

Les  quantités  2o)j,  2^^^...  sont  appelées  les /jer/o^e^^  de  la  fonc- 
tion z.  Si  m  =  3,  il  y  a  deux  périodes,  et  la  fonction  est  dite 
doublement  périodique.  Si  m  =  4,  il  semble  y  avoir  trois  pé- 
riodes distinctes  ;  mais  nous  avons  déjà  vu  (n°  45)  que,  par 
une  transformation  birationnelle,  on  ramène  toujours  le  cas  de 
m=  2k  à  celui  de  m  =  2/i;  —  1.  Et  d'ailleurs  il  suffit  d'inté- 
grer le  long  d'un  cercle  de  rayon  infini  pour  voir  que  dans  ce 
cas  il  existe  une  relation  linéaire  entre  les  périodes.  En  efïet, 

1 
comme  le  produit  -  X  -;=  tend  vers  zéro  pour  |  ^  |  =  ^  ,  l'in- 
tégrale en  question  a  pour  valeur  zéro  (n°  112)  ;  d'ailleurs  cette 
ntégrale  équi  /aut  aux  m  =  2k  lacets,  .ou   plus   exactement  à 
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l'intégrale  obtenue  de  la  manière  suivante  :  le  contour  d'inté- 
gration sera  un  chemin  fermé  composé  de  OA^  (côté  droit), 
d'un  cercle  de  rayon  infiniment  petit  décrit  autour  de  A,),  de 
A^O  (côté  gauche),  de  OA2  (côté  droit)  et  ainsi  de  suite,  de 
manière  que  ce  chemin  fermé  englobe  tous  les  points  critiques 
et  qu'il  n'en  reste  aucun  entre  ce  contour  et  le  cercle  de  rayon 
infini.  On  aura  alors 

0  =  2Ai  -  2k,  -+  2A3  —  2A,  +  ...  +  2k,k-x  —  2A, 
ou 

2lOj    -+-   2CO3    -h    ...    -h   20J,„_.j   r=0. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  m  ■=  4,  il  n'y  a  encore  que  deux  pé- 
riodes indépendantes  et  la  fonction  Z  est  encore  doublement 
périodique. 


Usage  des  intégrales  îmagiiiaîres 
pour  le  calcul  de  quelques  intégrales  réelles 


im.  L'intégration  d'une  fonction  de  variables  imaginaires 
est  souvent  le  moyen  le  plus  simple  d'obtenir  des  intégrales 
définies  réelles. 

Voici  comment  l'on  opère  :  soit  à  calculer,  «  et  Z>  étant 
réelles  ainsi  que  x, 


On  considère^  dans  le  plan  des  œy,  un  contour  formé  de  la 
portion  de  droite  ox  qui  va  de  «  à  6  et  d'une  courbe  ou  ligne 
brisée  retournant  de  6  à  «  ;  si  l'on  sait  évaluer  l'intégrale  sui- 
vant les  portions  du  contour  autres  que  la  droite  ah^  il  en  résul- 
tera nécessairement  la  valeur  de  I.  La  plupart  du  temps  on 
pourra  faire  figurer  dans  le  contour  un  cercle,  ou  un  demi 
cercle^  ou  un  quart  de  cercle  de  rayon  infini,  et  l'intégrale   e 
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long  de  cette  portion  du  contour  se  trouvera  nulle  en  vertu  du 
théorème  démontré  au  n°113.  D'autre  part  en  isolant  les  points 
critiques,  qui  se  trouvent  dans  la  région  limitée,  par  des  petits 
cercles  ou  des  portions  de  cercles  ayant  ces  points  pour  centres, 
on  pourra  appliquer  les  théorèmes  relatils  aux  fonctions  uni- 
formes, et  ramener  l'intégrale  le  long  du  contour  total  à  celle 
le  long  des  petits  cercles. 

Soient  alors  «,  b...  /les  pôles  de  la  fonction  dans  la  région 
limitée  par  notre  contour  ;  A,  B,...  L  les  résidus  relatifs  à  ces 
pôles.  La  fonction,  dans  le  voisinage  du  pôle  a  par  exemple, 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 


les  valeurs  de  a  étant  entières,  positives  ou  négatives,  mais 
différentes  de  —  1.  On  en  conclut  : 


f{z)ds  =  A  log  (^  —  a)  4-  _2j- 


FiG.  10 


et  par  suite,  pour  l'intégration  prise  le  long  du  cercle  («)  par- 
couru dans  le  sens  direct. 


f{s)dz  =  2-iA, 


puisque  tous  les  termes  du  second  membre,  sauf  le  premier, 
reprennent  leur  valeur  initiale. 
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Enfin,  pour  l'intégrale  le  long  de  C,  comme  elle  peut  être 
remplacée  par  la  somme  des  intégrales  le  long  des  petits 
cercles  autour  des  pôles  (n°  108),  on  aura 


f{z.)dz.  =  2Td{k  +  B  +  ...  +  L)  (19) 

c'est-à-dire  que  Vintègrale  d'une  fonction  méromorphe,  prise 
le  long  d'un  contour  fermé  C  parcouru  dans  le  sens  positif, 
est  égale  à  2rù  multiplié  par  la  sonune  des  résidus  de  cette 
fonction  relatifs  aux  pôles  situés  à  l'intérieur  du  contour  C. 
Ce  théorème  est  connu  sous  le  nom  de  théorème  des  résidus. 

1S8.  Comme  application,  nous  considérerons  l'intégrale 

cp(^)D  log  f{z)dz, 


dans  laquelle  '^{z)  est  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur 
du  contour,  tandis  que  f{z)  est  méromorphe.  Le  coefficient 
difïérentiel  ne  peut  donc  avoir  pour  pôles  que  les  zéros  ou  les 
pôles  de  f{z);  soit  a  l'un  d'eux.  On  aura,  en  désignant  par 
Q{z)  une  fonction  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a 


la  deuxième  intégrale  est  nulle  le  long  du  cercle  y  de  rayon 
très  petit  décrit  autour  de  a,  parce  qu'à  l'intérieur  de  ce 
cercle  (^{z)  et  0(5)  soiit  holomorphes.  La  première  intégrale  a 
pour  valeur  2-Ki  multipliée  par  le   résidu  relatif  au   pôle  a, 


INTEGRATION    DES    FONCTIONS    DE    VARIABLES    IMAGINAIRES       175 

savoir  m^{a).   En  étendant  ce  résultat  à  tous  les  pôles  et  à 
tous  les  zéros,  on  trouve 


^(^)D  log  t{z)dz  =  2rdY,mo{a). 


Dans  cette  formule  m  est  positif  si  a  est  un  zéro,  et  négatif 
si  c'est  un  pôle.  En  séparant  les  zéros  y.,,  et  les  pôles  py,  on  a 
finalement 


k  j  J ç 

Comme  cas  particuliers,  aous  signalerons  celui  où  cp(^)  =  z 
et  celui  où  of^z)  =  i  ;  on  trouve  ainsi  que,  à  l'intérieur  cVun 
contour  C,  V excès  de  la  somme  des  zéros  sur  la  soynme  des 
pôles  comptés  chacun  autant  de  fois  que  Vindique  leur  degré 

1  C 

de  multiplicité  a  pour  valeur  ^— :   J    ^  D  log  f[z)dz. 


V  ma,  -  V ,, p^.  =  _L.  /  .  Ç^  a, .         (20) 

et  aussi  que  V  excès  du  nombre  des  zéros  sur  le  no?nbre  des 
pôles,   à    Vintérieur   du  même    contour    C,   a  pour  valeur 


2rà    /     f^z)  '-' 


^m -^n  =.  ^.        (^  dz  ^     (21) 

•-     G 

Considérons  par  exemple  un  polynôme  algébrique 
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et  prenons  pour  contour  d'intégration  C  un  cercle  de  rayon 
infini.  Comme  il  n'y  a  pas  de  pôles^  le  premier  membre  de 
(21)  donne  le  nombre  des  racines  de  f{z)  ;  quant  au  second 
membre,  on  peut  écrire 

t{z)        z^  z 

1  étant  une  expression  dont  le  module  est  inférieur  à  tout 
nombre  fixé  t^  dès  que  s  est  suffisamment  grand.  On  a  donc 


j^  c^^=^[log  z\,  -h 


Le  premier  terme  du  deuxième  membre  a  pour  valeur  27rî^, 
et  le  second  est  inférieur  à  "liiir^,  c'est-à-dire  tend  vers  zéro 
avec  T).  Par  conséquent  : 

m  =  p, 

c'est-à-dire  que  le  nombre  des  racines  d'une  équation  algé- 
brique est  égal  au  degré  de  V équation.  Ce  théorème  est  du  à 
Dalembert  ;  la  démonstration  est  de  Cauchy. 

1S9.  Nous  allons  appliquer  la  même  méthode  au  calcul 
de  quelques  intégrales  fréquemment  employées.  Soit  d'abord 


J  = 


Ces  deux  intégrales  sont  bien  définies.  Nous  allons  déduire 
leur  valeur  de  celle  de 


1  -h  iJ  =    I  — -,  dx 
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A  cet  effet  considérons  l'intégrale 


e^ ■  , 

a^  H-  ^^ 


prise  suivant  un  contour  composé  de  l'axe  des  x  et  d'une  demi- 
circonférence  de  rayon  infiniment  grand  ayant  l'origine  pour 


^e* 


centre.  Comme    ^  ^  ^2  tend  vers  zéro  pour  ^  =  00  ,  l'intégrale 

le  long  de  la  demi-circonférence  est  nulle  et  la  formule  (19) 
se  réduit  ici  à 


j+  00 


dx  =  2-71  iÂ, 


A  étant  le  résidu  relatif  au  point  a  ^ —  l,  seul  pôle  de  la  région 
considérée.  Tout  revient  à  calculer  ce  résidu  :  e'=  a,  au  pôle  A, 
la  valeur  finie,  non  nulle,  e~"-.  Si  l'on  pose  z  z=  ai  -\-  h,  on 
aura 


1 


1 


=  7:  X  o 


1 


2aih  -+-  h^       h        2ai  H-  h  ' 


le  coefficient  de  -,-  tend  vers  ^ç—  et  le  résidu  de  ~i— — -0  est  9-7 
On  a  donc 


/: 


gix  r^e~°- 


a"  H-  X'- 
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d'où  l'on  déduit  (cf  n°  95) 

""  '^ôT  '  (  (22) 

130.  La  fonction  /       ^  dans  laquelle  p  est  compris  entre 

zéro  et  un  est  mal  déterminée,  on  la  rend  uniforme  en  établis- 
sant une  coupure  depuis  l'origine,  par  exemple  la  partie  posi- 
tive de  l'axe  ox.  Cela  posé,  pour  calculer  l'intégrale 


r 


1=  /      w—:-,,dcc, 


^0 

nous  considérerons  un  contour  formé  de  la  manière  suivante  : 
bord  supérieur  OA  de  la  coupure,  circonférence  de  rayon  infini 
ayant  pour  centre  l'origine,  bord  inférieur  BO  de  la  coupure, 
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circonférence  de  rayon  infiniment  petit  ayant  l'origine  pour 
centre.  Ce  contour  renferme  un  seul  point  critique,  le  point 
xr  =  —  1,  et  le  résidu  relatif  à  ce  point  est  évidemment  (—  1)^'~^; 

l'intégrale   j    -/  dz,    prise  le  long  du  contour,  qui  vient 

d'être  déQni,  a  donc  pour  valeur 

Mais,  pour  ^  =  oo  et  pour  ;^  =  0,  le  produit  ^-ij—]^  a  pour 
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limite  zéro  ;  les  intégrales  le  long  des  circonférences  sont  donc 
nulles  et  l'intégrale  le  long  du  contour  se  réduit  aux  deux  inté- 
grales prises  le  long  des  deux  bords  de  la  coupure,  de  sorte  que 
l'on  a 


+    /     =  2Ta{-  i)p-  1  (23) 

OA  ^BO 

Or 


d'autre  part,  comme 

après  un  tour  autour  de  0  le  long  de  la  circonférence  de  rayon 
infini,  le  logarithme  de  2  est  augmenté  de  2izi  et  le  coefficient 
différentiel  est  multiplié  par  e^^  ~  ^^^^^  de  sorte  que 


_  e  /         1  +  F  —        ^'  '      '• 


L'identité  (61)  devient  ainsi 
d'où  l'on  tire 


1  Jw  — 1)2-1' 


y-^p-m 


mais 


—  1  =  e^^       (  —  1)"  —  ^  =  e<^i^  —  1)^\ 
Calcul  infinitésimal  12 
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On  a  donc,  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par 

2m  ,    2TC^■ 


I=- 


g-  iP  —  i)™ e(iJ  —  l)-îti         g25'^î_  g— i^^^' 


ou  enfin,  à  cause  de  la  formule  connue  sinp-rr  = — 


I:^    /       ^! — \'^^.^JL-,  (24) 

0 


1 
En  particulier,  pour  p  =  5,  on  aura 


dx 


(1  +  0?)  s/cc 
'0 


(23) 


comme  il  est  facile  de  le  vérifier  directement  en  posant  a;  =  2/^ 


CHAPITRE  IV 

POLYNOMES   DE   LEGENDRE 
FONCTIONS  EULÉRIENNES 


131.  Nous  nous  occuperons  dans  ce  chapitre  de  deux  espèces 
de  fonctions  auxquelles  nous  appliquerons  les  règles  établies 
dans  le  chapitre  précédent,  mais  sur  lesquelles,  vu  leur  impor- 
tance, nous  croyons  utile  de  donner  quelques  détails  complé- 
mentaires. 

133.  On  désigne  sous  le  nom  àQ  polynômes  de  Legendre 
ou    fonctions    X„    les    coefficients    du     développement    de 

(1  —  2(ix  -+-  o?)    2  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a. 

(1  _  2a^  +  a^)"^  =  Xo  -i-  X,a  +  X^a^  +...  +  X„a»  +...      (1) 

Nous  rencontrerons  fréquemment  ces  polynômes  et  nous 
allons  en  donner  ici  quelques  propriétés. 

I.  X„  =  l. 

IL  Xi  =  X. 

IIL         X„  est  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  n. 
En  effet  posons 

T  =  a2  —  2ax  =  a(a  —  2x), 
_i 

le  développement  de  (1  —  2ad;  +  a^)    '^  s'écrira 

(i+T)-j=i-|T+yçH-...H-(-./-:^-f=±)^:-..„ 
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avec 

Pour  que  P  fournisse  un  terme  en  «",  il  faudra  que  k  soit 
au  moins  égal  à  ^  et  au  plus  à  ?i  ;  prenons  dans  T''  le  terme 
général 


pour  que  l'exposant  de  a  égale  ?i,  il  faut  prendre  l'exposant;?  de,2' 
égal  k2k  —  n;  cette  valeur  est  comprise  entre  zéro  et  n,  ce 
qui  établit  la  troisième  propriété. 
Le  lecteur  vérifiera  sans  peine  que 

^  l        d       ^ 

■^"  ""  2^!  d^  ^'^'  ~  *^"'  ^^^ 

en  prenant  dans  le  développement  de  {x- —  l)"le  terme  en 
x^^  et  en  le  dérivant  n  fois. 

IV.  Il  résulte  de  la  forme  qui  vient  d'être  donnée  à  X„  que 
F  équation  X„  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles^  distinctes  et 
comprises  entre  —  i  et  -{-  i.  En  effet  l'équation 

[X^-    —    !)«=:   0, 

a  n  racines  égales  à  1  et  n  égales  à  —  1  ;  sa  dérivée  a  [n  —  1) 
racines  égales  à  h-  1,  n  —  1  égales  à  —  1  et  une  (nulle,) 
comprise  entre  —  1  et  +  1  ;  la  dérivée  seconde  aura  n  —  2 
racines  égales  à  -H  ï,  n  —  2  égales  à  —  1,  une  entre  zéro 
et  -I-  1,  une  entre  zéro  et  —  1,  et  ainsi  de  suite  en  appliquant 
de  proche  en  proche  le  théorème  de  Rolle.  f 

V.  X„(l)=^l  I 

VI.  X„(-l)  =  (-l)".  -l 
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11  suffit  pour  établir  ces  deux  propriétés  de  voir  que,  pour 

_i 
a;  —  1  ou  —  1 ,  (1  —  2a^  H-  a2)    '-  devient 

1 

j — -  1  4-  a  +  a^  -t-...-|-  a"  -H... 

1  —  a 

1 

ï =  1—  a-4-a2  +.,.+  (  —  l)"a"  +... 

l  H-  a  ^  ^ 

VU.  Posons 

y  =  (x^  —  1)", 

d'où 

y'  -=  2nx{x-  —  l)"-\ 
2w.r2/  —  (x^  —  l)?y'  =  0. 

En  prenant  ?i  fois  de  suite  la  dérivée  des  deux  membres  daas 
cette  dernière  équation  et  appliquant  à  cet  efîet  la  formule  de 
Leibnitz  (tome  I,  n°  88),  on  trouve 

n{n  -h  l)y(")  —  2^;//"  +  *)  —  [af-  —  !)?/(« +  2)  =  0. 
ou,  en  multipliant  par  2".?z  !, 

n{n  +  1)X„  —  2œX:  —  (.x^  —  1)X;:  =  0.  (3) 

C'est  une  relation  entre  X„  et  ses  deux  premières  dérivées. 

VIII.  On  peut  encore  trouver  une  relation  récurrente  entre 
trois  fonctions  X„  successives.  Revenant  à  l'égalité  de  définition 
(1),  difïérentions-la  par  rapport  à  a  ;  nous  trouvons 

■   {ce  —  a){l  —  2oix  +  ^)~^  =  V  nX„a"-i. 

Multiplions  les  deux  membres  de  celte  égalité  par  1 — 2aa;  +  a^ 

_i 
et  remplaçons  ensuite  dans  le  premier  (1  —  2^j.x  +  a^)    ^  par 

sa  valeur  V  X„a",  nous  obtenons  l'identité 

(a;  —  a)  2  ^>^«"  =  (1  —  2aa7  +  a')  2  ^^X«*"~'' 
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d'où  l'on  déduit  aisément  en  comparant  les  termes  en  a"  : 

(n  4-  1)X„  y.  j  —  {2n  -h  l)xX,,  +  nXn-i  =  0.  (4) 

Cette  égalité  permet  de  calculer  X„  _,_  ^  connaissant  X^  et  X„  _  ^ , 
c'est-à-dire  de  proche  en  proche  toutes  ces  fonctions  puisque 
nous  avons  donné  X^  et  Xj,  Elle  montre  aussi  que  les  racines 
de  la  fonction  X„  donnent  des  signes  contraires  aux  deux  fonc- 
tions qui  l'encadrent. 

/+  i                                                    /^+  i 
X,nX,id.x  =^  0       si       m^n,    1  Xn^dx  ^=  - — - — j-. 

1  tJ 1 

En  effet,  en  intégrant  par  parties  plusieurs  fois  de  suite,  on 
aura,  y  ayant  la  même  définition  que  ci-dessus  (VII), 

/>+  1  +  1  /^+  ^ 

U 1  «y  __  i 

=     yi^)ij{'^-^)  —  2/(" +!)?/('" -2)  -h    /  t/^+^)y("'-^)da) 

Si  m  est  inférieur  à  n,  ce  qu'on  peut  supposer,  toutes  les  déri- 
vées t/( '"-*),  î/("'-2)...  sont  nulles  pour  a?  =  ±  1  ;  la  (w  H-  1)'^""® 
et  les  suivantes  sont  nulles  identiquement,  ce  qui  démontre  la 
première  formule  énoncée. 

Si  m  =  71,  soit  k  =  n  —  1,  on  aura 

i/'')y(n)dx  =  (-— ly    j  i/-''hjdx 

'—  1  «^  —  1 

=  (—  if{2n)\    i  {x^-  —  \ydx. 
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En  considérant  x^-  —  i   comme  le   produit  de  x  —  1  par 
^  -+-  1,  et  en  intégrant  n  fois  par  parties,  on  trouve  aisément 


»+  1 


y{nh/n)clx  =  (n  If  ^^^^ 


Or 


donc  enfin 


2''n  !  ' 


.+  1 


Xndx 


271  -^  1  ' 


—  1 


(S) 


X.  Le  polynôme  X»  peut  se  mettre  sous  forme  de  détermi- 
nant. On  peut  se  reporter  par  exemple  au  n°  249.  M.  Rouché 
a  également  donné  la  forme  (G.  R  tome  LXVII) 


M 


1  ce.  .œ" 


dans  laquelle  M  est  un  coefficient  numérique, 


a,.  = 


L±Â=zAÏ 

2(r  ^-  1)   • 


Nous  n'aurons  pas  à  utiliser  ces  résultats  purement  théo- 
riques. 

133.  Nous  allons  enfin  appliquer  les  principes  qui  ont  été 
établis  dans  ce  chapitre  au  problème  suivant  :  mettre  X„  sous 
la  forme  d'une  intégrale  définie.  A  cet  effet  nous  intégrerons  la 
fonction 


fi^) 


t  +  1^1  _  2a 


(n  entier  positif 

{x  eiz  quantités  complexes) 
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le  long  d'un  cercle  (y),  de  rayon  infiniment  petit,  aj^ant  l'ori- 
gine pour  centre.  Cette  intégrale  a  pour  valeur  le  résidu  de 
f(^z)  multiplié  par  2tcï,  c'est-à-dire  en  se  reportant  à  la  formule 
(1),  27I^■X„  ;  on  a  donc 


(6) 

y 


134.  Dans  l'intégrale  précédente,  faisons 


1. 


en  appelant  (C)  un  cercle  de  rayon  infini  concentrique  aupré- 
cédenl,  nous  obtenons  la  nouvelle  expression 


Pour  évaluer  cette  intégrale,  nous  remarquerons  que  le  dé- 
nominateur s'annule  pour 


t  =  ce  ±  \/x^  —  1', 

soit  aux  points  a  et  a! .  Entourons  chacun  de  ces  points  d'un 
cercle  infiniment  petit  et  faisons  une  coupure  par  une  droite 
unissant  ces  deux  points;  dans  la  région  isolée  par  cette  cou- 
pure, la  fonction  sera  uniforme.  En  effet  si  le  point  /  tourne 
autour  de  a,  il  devra  en  même  temps  tourner  autour  de  a'  et 
le  radical  aura  changé  deux  fois  de  signe  ;  la  fonction  aura 
donc  repris  la  valeur  qu'elle  avait  au  départ. 

On  peut  donc,  les  points  critiques  étant  isolés,  remplacer 
l'intégrale  le  long  du  cercle  C  par  une  intégrale  le  long  du  che- 
min suivant  :  circonférence  «,  hord  supérieur  de  la  coupure, 
circonférence  a',  bord  inférieur  de  la  coupure.  Les  intégrales 
le  long  des  deux  petites  circonférences  sont  nulles  en  vertu  de 
la  remarque  faite  au  n°  113;  les  intégrales  le  long  des  deux 
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bords  de  la  coupure  sont  égales  :  car,  si  le  radical  a  changé  de 
signe  en  tournant  autour  de  a',  par  exemple,  û^^prend  en  reve- 
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nant  le  long  de  a'a  des  valeurs  égales  et  des  signes  contraires 
à  celles  qu'il  avait  le  long  de  aa',  de  sorte  qu'on  a  finalement 


I 


\U''  —  2lx^  1 


dt^2 


v 


s/t^  —  2tx-\-\ 


cit. 


Pour  évaluer  cette  dernière  intégrale  nous  ferons  le  ctiange- 
ifient  de  variables  suivant 


t  =1  œ  -\'  V'V-  —  1  cos  o, 


d'où 


dt  =  —  v/^"^  —  "1  sin  o  d^, 
et  il  suffira  de  faire  varier  o  de  0  à  t  : 


^t'  —  2te  -h  1 


di  =  i    I      {x  +  v/^"  —  1  oos  (f)"do. 


La  fonction  X„  a  enfin  la  forme 


Çoc  -1-  ^X"  —  1  cos  o)"d'^. 


(7) 
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car  c'est  le  signe  -H  qu'on  doit  prendre  comme  on  le  volt  en 
taisant  x=  l. 

135.  Les  mêmes  considérations  auraient  permis  d'évaluer 
l'intégrale  sous  la  forme  (6)  ;  mais  une  difficulté  se  serait  pré- 
sentée, tenant  à  ce  que  le  second  membre  de  l'égalité  (6)  est 
discontinu  tandis  que  le  premier  est  continu,  accident  qui  ne 
s'était  pas  rencontré  dans  le  n°  précédent.  Nous  allons  lever 
cette  difficulté,  à  titre  d'exercice,  et  pour  montrer  comment 
l'on  devra  opérer  dans  des  cas  analogues. 

Nous  isolerons,  comme  précédemment  {fig.  13)  les  points 
{a)  et  [a')  par  une  coupure  et  par  deux  petits  cercles  :  soit  k  le 
contour  ainsi  formé,  soit  c  la  circonférence  de  rayon  infini, 
Y  celle  de  rayon  infiniment  petit  ayant  pour  centre  l'origine. 
Nous  aurons 

ou,  comme  zf{z)  tend  vers  zéro  pour  ^  =  oo  et  que  X„  =  / 


-X„  — 


ty. 


Posons  encore 

xr  =1  œ  .-h  \/x^  —  1  cos  cp 
clz  =  —  \/cc^  —  1  sin  cfrf©  ; 

nous  obtenons  X„  sous  la  forme  d'une  intégrale  définie   ordi- 
naire. 


(8) 

1    cos  (f)''" 


Dans  cette  formule,  faisons  x  =  l  ;  comme  X,î(1)  =  1  et  que 
le  second  membre  devient  ±  1,  il  faudra  prendre  le  signe  -h  . 
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Faisons  au  contraire  co  =  —  1,  le  premier  membre  devient 
X„(—  1)  =  ( —  1)"  et  le  second  d=  ( —  1)«  +  ^  ;  il  faut  donc  prendre 
le  sio^ne  —  .  Ainsi,  il  n'est  pas  possible  de  fixer,  une  fois  pour 
toutes,  le  signe  ambigu  dans  la  formule  (8)  :  mais  alors  quelle 
rèo'le  suivre?  Remarquons  que  le  dénominateur  ne  peut  s'an- 

nuler  que  si  -yzztî  ^^^  ^'^^^>  positif,  et  <  i,  ce  qui  exige  que  x 

1 

soitpiirementimaginaire.  Apartcelalafonction /  ^      .     = 

est  continue  :  le  second  membre  de  (8)  gardera  donc  un  signe 
constant  à  droite  de  l'axe  des  imaginaires  ijy',  et  un  signe 
constant  à  gauche.  Ces  signes  étant  connus  aux  points  dz  1, 
on  voit  que  le  second  membre  de  (8)  devra  être  pris  avec  le 
signe  -I- ,  si  la  partie  réelle  de  x  est  positive,  et  avec  le  signe 
— ,  si  elle  est  négative.  D'ailleurs,  si  x  est  purement  imagi- 
naire, l'intégrale  n'est  pas  déterminée. 


Formule  de  Lagraiige 

136.  —  Les  polynômes  de  Legendre  se  retrouvent  comme 
application  d'une  formule  très  importante  due  à  Lagrange  et 
dont  la  démonstration  a  été  l'objet  de  nombreux  travaux.  Le 
problème  consiste  à  développer  en  série  l'une  des  racines  de 
l'équation  en  z 

M.  Rouché  (*)  a  appris  à  distinguer  nettement  la  racine 
développée  en  série  et  à  préciser  les  conditions  de  convergence 
de  son  développement.  Sa  démonstration  ne  fait  pas  inter- 
venir le  calcul  intégral  ;  celle  que  nous  donnons  ici,  n'en 
diffère  par  aucun  point  essentiel  et  présente  une  très  inté- 
ressante application  de  la  formule  du  n°  127. 


(*)  Rouché.  ^  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  XXXIX^  caliier. 


(9) 
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Supposons  que  f{S)  soit  de  la  forme 

il(s)  étant  holomorphe,  œ  un  point  intérieur  au  contour  C 
et  a  une  constante  ;  m  sera  positif,  et  la  formule  (9)  s'écrira 


2-1   I     '^  '       f{z) 


(10) 


Or,  si  l'on  suppose  la  constante  a  de  module  assez  petit 

1 

pour  que  yT:7j  soit  développable  en  série  à  l'intérieur  du  con- 
tour C,  c'est  à-dire  pour  qu'on  ait 


A^) 


on  pourra  écrire 


1 


1 


<1, 


4(^) 


a"  (]; 


(^)]' 


•  —  co — ai]^(xr)       z  —  X      (3-  —  x) 
Par  suite  la  formule  (10)  devient 


(;?— a;)"*-^ 


OU,   en   appliquant  les   formules  (6)  du   chapitre   précédent 
(u«  117), 

00 


La  dérivée  qui  figure  dans  le  second  membre  est  la  somme 
des  deux  suivantes 


dx 
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Il  faudra  donner  à  n  les  valeurs  0,  1,  2....,  et  ajouter;  le 
coefficient  de  a«  sera  ainsi 

et  l'on  aura  finalement^  en  revenant  à  la  formule  (11), 

CO 

1  =  2  m'^ia)  =  ^iœ)  +  ^  £?  i^-l  |  ^'(^^^)  ['H^O]"  |  (12) 


Il  résulte  de  cette  fornaule  deux  conséquences 
1°  Supposons  o{x)  =  1,  le  second  membre  prend  la  valeur  1; 
par  suite  m  qui  indique  le  degré  de  multiplicité  de  la  racine  a, 
égale  un  et  l'on  a  ce  théorème  :  si  4'(z)  est  une  fonction  holo- 
morphe  à  l'intérieur  du  contour  C,  si  x  est  un  point  intérieur 
à  ce  contour  et  si  a  est  une  constante  telle  c[ue  pour  tous  les 
points  du  domaine  C  on  ait 


<1, 


'K-i 


ïèquation 

a  une  racine  et  une  seule,  a,  à  F  intérieur  de  ce  contour. 

2"*  La  valeur  de  toute  fonction  holomorphe  o[z)  dans  le 
même  contour  est  donnée,  au  poitit  a,  par  la  formule  (12)  que 
nous  transcrivons  à  nouveau 

En  particulier,  on  aura 

„  =  ,, ^  „,,(,„) +...+,^^-£;i  [«..)]"+...    «3) 

137.  Comme  première  application  nous  rappellerons,  sans 
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y  insister,  l'application  de  la  formule  de  Lagrange  à  la  célèbre 
équation  qui  relie  l'anomalie  excentrique  z  à  l'anomalie 
moyenne  x.  11  suffit  de  faire  ^J;(3^)  =  sin  ^  ;  on  a  alors,  en 
désignant  par  e  Texcentricité  de  l'orbite,  à  résoudre  l'équation 

z  :=^  X  -h  e  sin  z, 

dans  laquelle  il  faut  supposer 

e  <  0,6627434, 

et  la  solution  est 

^  =  a^  +  e  sin  «7  -+-  ^  sin  2œ  +...-+-  —,  ^^^r^i  sin^a;  -h...  ; 

le  module  de  z  —  x  est  inférieur  à  1,19967864, 

Le  rayon  vecteur  de  la  planète,  1  —  e  cos  z,  est  alors  obtenu 
en  appliquant  la  formule  (12).  On  trouve  ainsi 

1  —  ecos  z=[  — ecos^H-  7- siiro? -{-...- 


1  {?i  —1)!     dx''- 


138.  Comme  deuxième  application,   nous  développerons 
en  série  la  plus  petite  racine  de  l'équation. 


-2 ^i 

a;  -h  a  '^^—^ — ,  (14) 


a  et  a;  étant  des  nombres  réels  compris  entre  h-  1  et  —  1.  Cette 
racine,  toujours  réelle,  est 


1  _  V/I  —  2aa;  H-  a^  ,_. 

z  = ;  (15) 


le  radical  s'annule  pour 

a  =  j;  —  i  \/i  —  os'^, 

c'est-à-dire  pour  deux  valeurs  dont  le  module  est  un. 

Le  développement  suivant  les  puissances  de  a  sera  donc 


POLYNOMES    DE    LEGENDRE    FONCTIONS    EULERIENNES         191 

valable  à  rintérieur  d'un  cercle  de  rayon  un  ;  la  formule  de 
Lagrange  donne  immédiatement 

x^  —  1  a"    cP'- 


n  !  dx^' 


Si  maintenant  on  dérive  par  rapport  à  x  les  deux  membres 
de  cette  équation,  après  avoir  remplacé  préalablement  z  par  sa 
valeur  tirée  de  (13),  on  trouve 

- ==  =r  1  +  aa?  -h...-t-  -—T  T—  (a?2  —  1)"  +..., 

^1  _  27.06  H-  a2  ^''n .  cW 

ce  qui  montre  immédiatement  que  les  fonctions  de  Legendre^ 
définies  au  n°  131,  ont  pour  valeurs 


Retour  sur  les  i^roduits  iufinis 

138.  Nous  allons  revenir  sur  ces  produits,  que  nous  avons 
déjà  considérés  au  n°  170  (tome  I).  Nous  supposerons  mainte- 
nant que  les  facteurs  peuvent  être  imaginaires.  Soit 

Un  =!-+-«„ 

on  suppose 

«n  =  ttn  H-  ib„  =  p„(cos  9„  H-  z  sin  ç„). 

On  démontrera,  comme  au  n°  cité,  que  a„  doit  tendre  vers 
zéro,  et  l'on  remplacera  encore  l'étude  du  produit  P„  par  celle 
de  son  logarithme.  Seulement  la  formule  (32)  du  n°  170 
n'étant  plus  applicable,  il  faudrait  modifier  le  raisonnement. 

Nous  n'étudierons  que  les  produits  absolument  convergents  ;, 
la  série 


2  log  (1  +  a„), 
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sera  donc  absolument  convergente,  et  tout  revient  à  chercher 
à  quelles  conditions  il  en  sera  ainsi. 
Remarquons  d'abord  que 

1       r         .  "1 

log(l  -h  a„)ii=  log  (l  H-  p„  cos  ç„  +  ?p„  sin  t5„)  =  ^  log  [  1  -h  p;i-l-2p„  cos  (f„J 


[.              a„  sin  ca,,  ,.  ^     ~| 

arctang  y~— ~ H  -^n"^    '■> 
^   1   +  p„  cos  Y,z  J 


on  pourra  toujours  supposer  Targument  o„  choisi  de  manière 
que  dans  l'égalité  précédente  kn  =  Q,  c'est-à-dire  de  manière 
que  log  (1  -h  a„)  tende  vers  zéro  en  même  temps  que  a,j.  Dans 

ces  conditions  le  rapport  Vn  ==  -^^- -—-"^  tendra  vers  l'unité, 
%i  la  série  ^log  (1  H-  a„)  sera   absolument  convergente   en 

même  temps  que  la  série  "V  a„  dont  le  terme  général  ne  diffère 

de  la  précédente  que  par  le  facteur  Vn  qui  a  un  module  fini. 
Ainsi  pour  que  le  produit  P„  tende  absolument  vers  une  limite 
finie^  non  nulle^  il  faut  et  il  suffit  que  la  série 

soit  absolument  convergente. 

Le  produit  étant  absolument  convergent,  on  pourra  inter- 
vertir l'ordre  des  facteurs. 

140.  Les  conditions  précédentes  s'étendent  évidemment  aux 
produits  qui  sont  infinis  dans  les  deux  sens.  C'est  ainsi  que  le 
produit 

n(*- 


"^t^  ce 

n'est  pas  absolument  convergent  parce  que  la  série  X  -  est 
divergente,  tandis  que  le  produit 


11  ('-r 
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est  absolument  convergent  parce  que  la  série 


est  absolument  convergente  ;  en  effet  le  produit  par  n-  du 
terme  général  de  cette  série  tend  vers  la  quantité  finie  —  ^ 
pour  n  =  oc  . 

141.  Comme  application  nous  donnerons  le  développe- 
ment de  sin  x  en  produit  infini.  Soit  m  un  nombre  impair  ;  on 
démontre  dans  tous  les  traités  de  trigonométrie  que  sin  ?nx 
peut  s'exprimer  par  un  polynôme  en  sin  œ  dont  lesdifférenles 

racines  sont  les  valeurs  que  prend  sin  -"  pour  m  valeurs  consé 

cutives  entières  de  k.  On  peut,  par  exemple,  poser 


p=Asina:  siniv — sin  —      sin>r — sm   - 

\  m/  \  VI  / 

.     T.\  /  .  .    2- 

îm  —    (  sin  .€-+-  sin  — 

772/  \  VI 


■    VI — 1  r. 
sinic — sin — ;r-   - 

À      VI 


.       VI  1     71 

SI  n  a?  +  sm  —  l  (  si  n  a'  -+-  si  n  —  1 (  sin  rc  h-  si  n  — rs 


i2 


ou  encore 

n    •        / 1         sin-itA  /  . 

sin  nix  =  H  sin  ocl  l \ /  1  — 


m  —  t  TT 
sin"    —^ 

À  VI 


Dans  cette  dernière  égalité,  supposons  d'abord  œ  infiniment 

m  ' 


petit,  nous  obtenons  B  =  ?n.  Remplaçons  ensuite  œ  par 


il  vient 


/           sin^ 
sin  T^x  =  m  sin  —  I  1 


sin^  \ 


....  I 


sin-'  — 

m 


,.      \  Sin-  — / 

P        \  VI  ' 

Calcul  infinitésimal  13 
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Si,  p  restant  fixe,  m  croît  à  rinfini,  le  premier  produit  n 
tend  vers 


n('-s)= 

dans   le   second  produit,  il  n'est  pas  permis  de   remplacer, 

sin^  — 
comme  on  vient  de  le  faire, ^  par  le  rapport  des  valeurs 


sin-  — 

tn 


izœ 


principales  j^Jtï  parce  que  k  peut  devenir  infiniment  grand  de 


Ar 

même  ordre  que  m  et  que  sin  —n'est  plus  nécessairement  un 

^    .  .      ^.   .     1  ,    -,       .    kiz  ,    k-rz  k 

infiniment  petit.   Mais  le  rapport  de  sin  —  a  —  est,  pour  - 

compris  entre  0  et  9 ,  compris  entre  1  et  -  ;  soit  ^u  sa  valeur. 
Pour  m  suffisamment  grand,  on  aura  aussi 

.       'ÎZCG  ,  TiX 

Sin =:  A„j   X   —  j 

m  m 

l^  e'tant  un  nombre  qui  tend  vers  l'unité  pour  m  infini  ;  par 

2      /            sin-   —  \ 
suite  le  produit  TT  (  1 ^  )  pourra  être  remplacé  par 

jj      \  ml 

ffl  — i  j^ 

^       /  \'^   (J0^\  % 

le  produit  TT  (1— pT^â)  qui  est  encore  absolument   con-    | 

vergent.  On  pourra  prendre  p  assez  grand  pour  que  chacun    •• 
des  facteurs  de  ce  produit,  et  par  suite  ce  produit  lui-même 
diffère  de  Tunité  d'aussi  peu  que  l'on  voudra.  Finalement  on 
aura  -^ 

p  -, 

1  â 
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®t,  en  faisant  maintenant  p  =  oc  , 


sin  7r^  =  7ra7  JJ/'l— |J].  (16) 


Remarque  :  Si  dans  cette  formule,  on  fait  x  =  ^  >  oii  i'^- 
trouve  la  formule  de  Wallis  (n°  79). 

142.  Dans  l'égalité  (16),  remplaçons  x  par  5  et  divisons 

membre  à  membre  cette  même  égalité  (16)  par  la  nouvelle 
égalité  obtenue  ;  nous  aurons  immédiatement  le  développe- 
ment du  cosinus  en  produit  infini 


cos 


00 


En  prenant  la  dérivée  logarithmique  des  deux  membres,  on 
trouve  la  formule 

qui  a  été  utilisée  au  n'^  94. 

143.  Nous  allons  encore  établir  la  formule  qui  nous  a  servi 
à  démontrer  l'équation  (30)  du  n°  90. 

La  formule  (1(3)  peut,  si  Ton  veut,  être  remplacée  parcelle- 
-ci,  qui  est  aussi  absolument  convergente  (n°  139), 

-f-oo    • 


sin  T.x  =  Tix  II  (  1  -+-  T  )e"~/ 


la  valeur  k  =  0  étant  naturellement  exclue.  Prenons  la  dérivée 
logarithmique  des  deux  membres  ;  nous  trouvons 

■  .     '^'^''    -^        x^  ^\x^  k        kj        X         ^  là  ^  ^d  k''"' 
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ce  qui  peut  s'écrire  encore 


T.  COt 


ce 


La  somme  ^  p  est  la  vraie  valeur  de  la  fraction 
1 


.*  -  .  COt  ..^ 

ce 


2x 
pour  X  infiniment  petit.  On  trouve  ainsi 


^uie-  —  6 
1 


(19) 


144.  Le  produit   TT  (  ^  —     )    qui  n'est  pas   absolument 


convergent,  ainsi  qu'il  a  été  dit,  donne  lieu  à  d'intéressantes 
considérations.  Posons 


+  n 

?w=n(»-f)=('^-£)('+,^)-('+-)('--)-(i-^) 

—  m 

et  prenons  la  dérivée  logarithmique  des  deux  membres  ;  nou» 
obtenons  l'égalité 

n  711 

o'(x) 'V^  _J ^        i 

n  n  »n^  ni 

v;^       œ        '^l  "V^  ___x _,    "V 1 

^  ax  —  p.-         ^  [i         ^  \J.X  -H  [J-^         ZmÀ]}.^ 
1  11  1 

La  première  et  la  troisième  sommes  convergent  évidemment 
vers  des  limites  finies  pour  n  et  m  infinis  ;  la  deuxième  et  la 
quatrième,    qui    se  confondent    avec  la  série    harmonique^ 
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croissent  au-delà  de  toute   limite.   Mais  leur  différence  reste 
finie  :  soit  m  =  w»  et 

m  n 


_  V  1  _  V  i 
Nous  remarquons  que 


1  1 


*  =    /     x^'-'dx\ 


donc 

1=1      (1  4-  .T?  -h  ...  +  x"')d.:c  —    I      (l  4-  .r  -h  ...  -h  co»)dcc 

'  1  _  cc'^n       r  1  _  ^«       r  x'^—x""' , 

Pour  évaluer  cette  inte'grale,  Hermite  pose 
ce  qui  donne 


ce  =  l , 

n 


11  s'agit  de  trouver,  si  elle  existe,  la  limite  de  X  pour  n  =  oc  : 

lim  A  =    I ds. 

Or  la  Hérivée  de  celte  intégrale  par  rapport  à  w  est 


--m; 


'0  ■■  ■-"       ^« 
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on  a  donc,  pour  l'intégrale  cherchée, 


f 


(/-^  =  los;  w  -h  constante. 


«^0 


La  constante  est  nulle  comme  on  le  voit  en  faisant  w  =  1  ; 
il  reste  enfin 

lim  À  =:  log  w. 

La  dérivée  logarithmique  du  produit  considéré  dépend  donc 
de  oj,  et  par  suite  le  produit  lui-même  dépend  du  lien  qu'on, 
établira  entre  m  et  n.  Si  m  =  n,  to  =  1,  log  w  r=  0,  on  a 


'Il  ri 

<^'{x)  _  ^  /       OG ce       \  _  \"^       2œ 

1  1 

et  par  suite,  (n^  143) 


lim     -^— (  :=     lim      >,  -g 5  =  ^  cot  -Kii- ; 

1 

ou,  en  remontant  des  dérivées  logarithmiques  aux  nombres^ 

-j-co 

sin  T.x 

—  00 

Si  enfin    ou    suppose  m  =  om,  w  restant  quelconque,   on. 
aura,  pour  m  et  n  infinis, 


-h  n 

lim  Tix  Yl^  (1  —  ■")  =  "''  ^^^  '^''''' 
—  m 


Il  importe  de  remarquer  que, pour  0)  =  1,1e  premier  membre  est 
une  fonction  périodique  de  période  2,  tandis  que,  si  w  demeure 
quelconque,  le  premier  membre  se  trouve  multiplié  par  w^ 
lorsqu'on  change  a;  en  ^  4-  2. 
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145.  Des  considérations  analogues  pourraient  ôtre  déve- 
loppe'es  relativement  aux  produits  infinis  à  double  entrée  de 
la  forme 

J-J-     \  /7»    —1-    /> 


Il  en  résulterait  de  nouvelles  fonctions  qui  sont  multipliées 
par  une  exponentielle  lorsque  œ  s'accroît  de  a  ou  de  6,  l'ex- 
ponentielle de'pendant  d'ailleurs  de  la  loi  suivant  laquelle 
sont  reliés  m  et  n.  Mais  ces  considérations  nous  entraîne- 
raient trop  loin  et  nous  ne  pouvons  que  renvoyer  le  lecteur  à 
un  Mc'moire  publié  par  M.  Gayley  dans  le  Journal  de  Lion- 
ville,  tome  X. 


Fondions  Eulériennes 


146.   —    On   appelle    fonction  eulérienne   de    deuxième 
espèce,  et  l'on  désigne  par  la  notation  v{z),  la  fonction 

^(-i=  1'"^    .(^,if '(C^    ir  (20) 

Cette  définition  ne  distingue  pas  le  réel  de  l'imaginaire  ;  mais 
nous  n'envisagerons  généralement  que  les  valeurs  relies  de  z. 

141.  —  Il  faut  d'abord  chercher  les  conditions  de  con- 
vergence de  l'expression  qui  sert  à  définir  t{s).  Il  est  évident 
que  si  z  est  nul  ou  égal  à  un  entier  négatif  la  fraction  devient 
infinie  pour  une  valeur  de  n.  Je  dis  qu'elle  a  une  limite  finie 
pour  toute  autre  valeur  de  ^.  En  effet  l'on  a 

log  r(^)  =  log  2  -h  log  3  -h  ...  -I-  log  [n  —  1)  +  log  n 
-\-  {z  —  1)  log  n  —  log  ^  —  log  {z  H-  1)  —  ...  —  log  {z  -\-n  —  1) 

ou 

log^  +  logr(:r)  =  ^logn  — log(5- +-1)  — Iog(l-i-^)...    J 
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Remplaçons,  avec  Gauss,  log  n  par 

,      2,3,4  ,  n 

log   r   -^  lO?  ;t   -h   log  g    4-  ...   +   log 


Jg  y  -^  '"S  2  "^   ''^  3  "^  -  "^     *  n—  i' 
l'égalité  précédente  devient 

log.^r(3)  =  [.-log2-log(1-+-^)]  +  [^log|-log(-l-i-0J  +  ... 

H-  [.  log  ^:^  -  log  (l  +  ^-,-)] 

=  2[-^'og(l  +  -^)-log(l+£)J 
1 

en  écrivant  p  au  lieu  de  n  —  i . 
Or 


u 


=  ^log(l+i)-log(l+|) 


donc 


II" m    ^2  w^,  =  z(.s  —  1). 


La  série  est  donc  absolument  convergente  et  par  suite  .zT(c.) 
est  bien  définie  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires 
de  z  autres  que  zéro  ou  les  nombres  entiers  négatifs. 


Propriétés  des  fonctions  Eulérîennes  tic  deuxième 

cs|ièce 

148.  Posons 

n  !  11^  ~  ^ 

par  définition,  on  aura 

\[z)  =  lim  's(n,z). 
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I.  L'égalité  évidente 

tpfw.c  -h  1) n^ 

o[n,z)  ?i  -T-  z 

conduit,  en  passant  à  la  limite,  à  la  formule 

r(.  -+-!)  =  ^r(c)  (22) 

II.  Dans  l'égalité  précédente,  remplaçons  z  par  p  nombres 
entiers  consécutifs,  1,  2,  3...  p  ;  comme  on  a  évidemment 
r{l)  =  1,  nous  aurons 

1Y2)  =  1 
r(3)  =  2 
r(4)  =  2.3 


T(p)  =  1.2.3  ...  (p  -\)  =  0-1)  !  (23) 


ÏIT.  Faisons  ;r  =  ?, 


F(  J  ]  =  lini 


2  4.6...2n 
lim 


1.3. 5. ..(2/1  —  \)s^n 

Or  la  formule  de  Wallis  (n'^  79)  peut  s'écrire 

.  /t.       ,.  2.4.6.. .2h 

^  2  3.5...(2n  — l)\/2;n-  1 

11  en  résulte  immédiatement 


r(^')  =  /^.  (24) 


IV.  Le  produit  ©(w,  ^)w(n,  1  —  xr)  s'écrit,  comme  on  le  voit 
sans  peine 

1 


cp(«,  .2')o(w,  1  z)  = 


*-^)(*-^^")(*-^ 


"L       (n-if\ 
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Par  suite  on  a,  en  appliquant  la  formule  (16), 

rWr(l-.)=-,„^--.  (2b) 


Si  dans  l'égalité  précédente,  on  fait  xr  =  g,  on  retrouve  la 

formule  (24). 

V.  Revenons  à  la  formule  (22),  et  donnons  h  s  les  p  valeurs 

ô,  .),  ^...-^y —  ;  on  trouve  immédiatement 

^f  !\        1.3.5...(2p  —  1)   /-  ,.-,ft^ 


VI.  Nous  donnerons  enfin  l'expression  de  T{z)  par  une 
intégrale  définie.  A  cet  effet  nous  invoquerons  de  nouveau  le 
théorème  suivant  que  nous  avons  déjà  utilisé  (n°  69)  :  Si, 
dans  deux  séries  divergentes  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  la  variable,  le  rapport  des  coefficients  de  la 
puissance  m'"'"®  de  la  variable  tend  vers  une  limite  finie  /,  les 
deux  séries  ont  le  même  rapport. 

Les  deux  séries  que  nous  envisagerons  ici  sont 

f[x)  =  i'-Kv  ~\-  2'-^œ^  -+-  S^-'aj^*  -h... 
et 

qui  sont  divergentes  pour  ;r  >■  0  et  lim  a?  =  1. 

Le  rapport  des  coefficients  de  x''  est  la  fonction  désignée 
jusqu'ici  par  (^{n,  z)  ;  nous  avons,  donc,  en  supposant  a?  ===  oo  , 

r(.~)  =     lim     ^{71,  z)  =    lim    ^ 

=    Hin    [l^-^^^  -h  2'-Kv^  -f- ...]  (1  —  cg)'. 

Soit  X  =  e-''  ;  on  pourra  écrire 

^  =  (*--^-7[/^^~'^-''+(2/0=-'^-^-''-H(3/0=-^^-=''+.-.>.- 
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Lorsque  x  tend   vers  un^   h  tend   vers    zéro  ;   le    premier 
facteur  tend  vers  l'unité.  Quant  au  produit  du  crochet  par  A, 


il  tend,  par  définition,  vers 


^'0 


^e-'dûo.  On  a  donc 


'dx. 


(2T) 


Cette  égalité  est  souvent  prise  pour  définition  de  la  fonction 
eulérienne  de  deuxième  espèce.  On  en  déduirait  sans  peine  les 
propriétés  déjà  démontrées  ;  nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
de  faire  cet  exercice  facile. 

149.  En  résumé,  la  formule  (22),  qui  permet  de  diminuer 
l'argument  d'une  unité  et  par  suite  d'autant  d'unités  qu'on  le 
voudra,  permettra  de  ramener  :;  à  être  compris  entre  0  et  1  ;  à 
l'aide  de  la  formule  (23),  on  ramènera  z  à  être  compris  entre 

0  et  ij,  et  il  suffira  d'avoir  une  table  des  valeurs  de  cette  fonc- 

lion  pour  les  valeurs  de  l'argument  comprises  entre  ces  deux 
dernières  limites. 

Nous  n'entreprendrons  pas  l'étude  détaillée  des  procédés  par 
lesquels  on  est  arrivé  à  construire  cette  table.  Bornons-nous  à 
représenter  par  une  courbe  la  variation  de  y{x)  pour  x  variant 
de  0  à  oo  . 


y 


FiG.  14 
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Le  minimum  de  T(co),  qui  est  égal  à  0,8836032,  correspond  à 

œ=:^  I,461G32Î. 
L'égalité 


"O. 


,  .  ,      r(i  +  J-) 

montre  que  r(œ)  =:  co  pour  x  infiniment  voisin  de  zéro.  On 
déduit  aussi  de  la  formule  (22)  la  suivante 

l\.r  +  p)  =  (./;  +  jo  —  1)  (^  -I-  p  —  2)  ...  .>.T(^0' 

d'où  il  résulte  immédiatement  que  l'iatégrale  eulérienne  de 
deuxième  espèce  est  infinie  en  même  temps  que  l'argument. 
Le  lecteur  conclura  d'ailleurs  du  n°  suivant  que  log  r(/)  ne 
peut  avoir  qu'un  minimum  puisque  sa  dérivée  seconde  est 
essentiellement  positive.  Il  en  est  de  même  de  r(./;). 

1 50.  La  formule  (21) 
logr(5)  =  lim    ^logn— loge— Iog(;+l)— ...— log/lH-^^^^j     , 

conduit  à  des  conséquences  d'une  autre  nature  sur  lesquelles 
nous  allons  maintenant  nous  étendre. 

En  dérivant  deux  fois  les  deux  membres  on  trouve 

[11  11 

log  n-~-  ^-^^  - ...  -  jznr^rij  ' 

D,  log  r(.^)  =  lim  [1  +  -^j±j^,  -H ...  +  ^— :p^J-:::rTp]  • 

Cette  dernière  série  est  absolument  convergente,  on  peut 
donc  l'intégrer  entre  zéro  et  im  et  écrire 

^)  =  D  log  r(.^) 

^'^^  W28) 

n      z-^-n  —  1 


=  -c+  i-d  +  U-j^-T) 
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D  log  r(-)  se  présente  maintenant  sous  la  forme  d'une  série 
absolument  convergente,  car  elle  a  pour  terme  général 

1  1  ^  —  1 


n       z  -\-  n  —  1        n{n  -\-  z  —  1)* 

La  constante  C,  qui  se  présente  dans  un  grand  nombre  de 
problèmes,  a  reçu  le  nom  de  constante  d'Euler  et  a  pour 
valeur 

0  =  0,5772156649 ;  (29) 

il  résulte  de  la  formule  (28)  qu'elle  peut  s'exprimer  de  la  ma- 
nière suivante 

C  =  -r'(l). 

Comme  on  a 


r'(.~)  = 


on  a 


(30) 


mais  cette  formule  est  incommode  pour  le  calcul  de  C  et  c'est 
autrement  (voir  par  exemple  Serret^  tome  II,  n'^  522)  qu'a  été 
obtenue  la  valeur  (29).  On  peut  encore  mettre  cette  constante 
C  sous  une  autre  forme  en  se  reportant  à  la  première  expres- 
sion de  D  log  z  donnée  dans  ce  numéro.  Si  en  effet  on  y  fait 
-  =  1,  on  trouve 

-r'(l)  =  C=   lim  (l  +^4-  J^-1-...-t-i-logn). 

Dans  l'égalité  (28),  changeons  ^  en  s  +  1  :  il  vient 

D  log  \\z  4-  1)  =  _  C 
-^  (*- J-Tl)  +  (^  -  JT^) -+-•••  + (^  -  7^:-^)  +  - 
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Intégrons  entre  les  limites  0  et  ^  ;  nous  obtenons  l'égalité 

^^s  f(7Vr)=^^ -^  ^-' -^  tiog(^^ -!-■  i)--^]+---+[iog- +^^)-f] 

=  Gz  +  [log  (z  +  1)  -  ^1  -4-  ...  H-  [log  (l  +  0  -  ^]  +  ..., 

les  deux  membres  s'annulant  maintenant  pour  :^  =  0.  On  dé- 
duit de  là 


'  T.=«"n(i  +  ^)^-r 


r(^  -t-  1)  Y  V        n 

Le  dernier  produit  est  absolument  convergent,  ainsi  que 
nous  Favons  déjà  vu  ;  la  fonction  yr^  ,  d  6st  donc  liolo- 
morphe  dans  tout  le  plan. 

151.  Euler  a  établi  la  formule 

r(.)r(^  +  i) ...  r(.^  -i-  ^)  =  (2.)'^-^  n— + 1  r(n^).   (31) 
Pour  la  démontrer,  formons  d'une  part  le  produit 


n 

n—  \  I  ' 


dont  le  premier  membre  de  (31)  est  la  limite  pour  p  =  oo , 
d'autre  part  le  produit 

qui,  pour  p  =  oo  ,  devient  n-«=r(nî).  Le  quotient  de  ces  deux 
produits 

(p  !y^n''^i'  +  ^ 
[np)  !  p~^ 

est  indépendant  de  z  ;  tout  revient  donc  à  chercher  la  limite  de 
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cette  fraction  pour  p  intîni,  ou  encore,  ce  qui  est  préférable,  à 
calculer  la  valeur  du  quotient  précédent  pour  une  valeur  parti- 
culière de  z.  Nous  ferons  :?  =  1  et  nous  calculerons 


^^r(l)r(i  +  l)...r(l 


n  —  t 


?2-"r(w) 

Le  dénominateur  a  pour  valeur  n—''{n  —  1)  !  ;  le  numérateur 
équivaut,  à  cause  de  la  formule  (22)  à 

irfi)x?r(2\ ?l--lir(?.'^ 

n    \nl        n    \n  n         \     n 


Or  on  a  (formule  24) 


n?^r^«-2 


sin  — 

n 


ni      \     n     J         .    27C 
sm  — 

n 


r r   -    = 


tij         .    (n  —  1)  TT  ' 
sm  i ^ — 


d'où  en  multipliant  ces  égalités,  membre  à  membre,  et  tenant 
compte  de  la  valeur,  du  produit  calculée  au  n"  68 

\nj  \     n     )        V  7z2'-«" 

Finalement  on  aura 

Q  =  ^ r- r-    2     2    7 T--i  =  (271)    2     ns' 

^"~         ni  (w  — 1)!       ^     ^ 

ce  qui  démontre  entièrement  la  formule  (31). 

Signalons   en   passant  la  formule,    que  nous  venons   de 
rencontrer, 


K^)^(I)-K''-')=(^')^"-'' 


(32) 
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1513.  La  formule  précédente  permet  d'évaluer  une  intégrale 
définie  célèbre 

1=1        log  Y(oj)doo. 

On  a  en  effet,  par  définition,  si  nh  =  1 

I  =  lim  [A  log  T  h  -h  h  iog  r(2/0  -+-  ...  4-  A  log  r(nh)] 

^-  log  2Tr  —  ^  log  n       ^ 
=  lim  — -^^î =:  fi  loff  271 


ou  enfin 


['• 


log  r(j;)c?a;  =  log  \^2t. 

On   démontrerait    d'une  manière  analogue  la  formule  de 
Raabe 

.«  +  1 

log  T(o:^dœ  =  a  (log  a  —  1)4-  log  ^2tz. 
a 


Formule  de  Stîrliiig- 


153.  L'objet  de  cette  formule  est  d'és^aluer,  d'une  manière 
approchée, la  fonction  v  {n-\-i)=nl.  Signalons  d'abord  un  pre- 
mier procédé  très  rapide.  Nous  désignerons  par  E{x)  le  plus 
grand  entier  inférieur  à  ^  de  sorte  que,  par  exemple,  la  fonc- 
tion discontinue  -^  aura  pour  valeurs  successives,  suivant 
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12     3 
que  la  partie  entière  de  ce  sera  i,  2,  3  etc,  -,  -.   -  etc.  La  dé- 
finition que  nous  avons  donnée  de  l'intégrale  définie  n'exclut 

/n  +  l 

a  donc  une  signification  très  nette,  et  Ton  peut  écrire  immé- 
diatement en  appliquant  les  formules  les  plus  élémentaires  : 

'•M  d.  = 

1  ^1 

=:  log  2  -h  2(log  3  —  log  2)  -H  ...  -h  ?î  [log  (/2,  +  1)  —  log  n] 
=  il  log  (n  4-1)  — ■  log  n  I 

Prenons  comme  valeur  approchée  de  E(^)  la  quantité 
.V  —  ;>  qui  n'en  diffère  jamais  de  plus  d'une  demi  unité.  L'inté- 

gfale    /  '_[ 2  dx  a  pour  valeur  ?î  —  9  log  (n  —  1)  et  cette 

Ji  '   ^ 

valeur  peut  être  prise  comme  valeur  approchée  de 

,n  +  1 

^  Cl.. 

X 

'i 

On  en  déduit  que 

log  n!       ou       log  r(;i  -{-  1) 

diffère  peu  de 

(n  + 2-^log(îH- 1)— îi. 

I5d.  Mais  cette  méthode  rapide  à  l'inconvénient  de  ne 
donner  aucune  idée  de  l'approximation  avec  laquelle  la  dernière 
expression  permet  d'évaluer  log  Y[n  -1-  1).  Nous'allons  exposer 
une  méthode  qui  permet  de  serrer  le  problème  de  plus  près 

Calcul  im'ikitésimal  ^* 
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et  qui  a  été  donnée  pour  la  première   fois  par  M.  Rouché 
(C.R.1890). 

La  relation  bien  connue  (1.  n°  162  form.  41) 

log  (n  -f-  1)  —  log  n  =  n r      1  -h  'tt-, Tn  I  ? 

°  ^  ^  °  2n  H-  1  L         12w(n  -h  1)J  ' 

où  n  désigne  un  nombre  entier  positif  quelconque,   et  6  un 
nombre  compris  entre  0  et  1,  peut  s'écrire 


12n(n  H-  1) 
Elle  devient 


=  —  {  -\-  {n-\- 


2  j  [log  {n-\-  1)  —  log  wj.. 


quand  on  pose 


î(n)=^^^^.  (33> 

g  — n^n  +  2 


On  conclut  de  là 

log  cp(w)  >>  log  œ(w  -i-  1), 

et 

log  ^{n)  -  ^  <  log  ^{n  4-  1)  -  ï2(7iqrT),' 

en  d'autres  termes,  des  deux  fonctions 

i_ 

tp(w),  cp(w)e    *^", 

la  première  est  décroissante  et  la  seconde  croissante,  lorsque 
l'entier  n  croît.  Si  donc  on  désigne  par  p  un  nombre  entier 
positif  quelconque,  on  a  les  inégalités 


ç>(n)e    1^"  <  tf(w  -I-  p)e    '2(«  +  p)  ^ 
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que  l'on  peut  remplacer  par  l'égalité 

cp(w  -i-  p)       e     ^        '  ^     ■' 

dans  laquelle  G^,  de'signe  un  nombre  compris  entre  0  et  1. 

Il  est  bien  aisé  de  déduire  de  cette  relation  la  formule 
célèbre  de  Stirling  pour  l'évaluation  approchée  du  produit 
1.2.3...«  lorsque  n  est  un  grand  nombre. 

En  effet,  la  relation  (34),  appliquée  au  cas  où  n  est  égal  kp, 
montre  immédiatement  que  le  rapport 

a  pour  limite  l'unité,  lorsque;?  croit  indéfiniment.  On  a  donc, 
pour/)  =  "=c  , 


limo(p)=:iim?||^,  (35) 


ou,  d'après  (33), 


V         r  \       r      .  //    2    2    4    4       2p  —  2        2»  ,3., 

limo(p)  =  lim^^/4.  p  3.  3.^  ...  ^—^.  ^^4-j,     (36) 

et  enfin,  en  vertu  du  théorème  de  Wallis, 

lim  cp(p)  =z /2^  (a?) 

Dès  lors  si  dans  la  formule  (34)  on  laisse  ?i  fixe  en  faisant 
croître  p  indéfiniment,  on  obtient 


v/2ti 


c'est-à-dire  d'après  la  définition  de  ®(w), 

j 

1.2.3...n  =  v/2Tt«n"e-"ei^ 
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C'est  la  formule  de  Stirling,  qui  donne  deux  limites 

entre  lesquelles  est  compris  le  produit  1.2.3...?^. 
On  peut  récrire  en  prenant  les  logarithmes 

log  T{n  -^  1)  =  (^n  4-  2  j  log  n  —  «  H-  ^  log  2-  -f-  jy- .     (30) 

Le  dernier  terme  tend  vers  zéro  quand  n  croît  à  l'infini  ; 
l'ensemble  de  ceux  qui  le  précèdent  constitue  donc  une 
valeur  asympiotique  de  log  r(«  +  1).  Cette  valeur  dilTère 
peu  de  celle  que  nous  avons  donnée  à  la  fin  du  numéro 
précédent. 

155.  Kn  réalité,  la  formule  de  Stirling  est  plus  complète 
en  ce  qu'elle  donne  une  expression  du  terme  complémen- 
taire 


Si  l'on  écrit  le  développement  en  série 

i_    1    ±  _,     jPl.  r2  _-  '>'*•  -4-  -+-  f \\n—^  £2  'ïi2n     , 


e 


les  nombres  B^,  B. ...  sont  appelés  nombres  de  Bernouilli.  Ils 
ont  pour  valeurs 

11  1  1 

Dj  —  7.,  Da  —  on»  "3  — 19'  °*  —  ÔTÎ 


6'         "2  —  30»         "3  —  42'         "*  — 30 
1         R   _  691 


Cela   posé,   le    terme   complémentail'e   do   la  formule  de 
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Stirling,  donné  en  premier  lieu  par  Euler  dans  le  cas  de  n 
entier,  est- 

R   _ï^i_Ai_^        +  (_  1).-1  __«,. L. 


_a-  r—  iV'O   — — JVlj L_ 

•    V      ^j  ";■  ç2p  -h  1)  (2^j  -f-  2)?^2^'  +  ^' 

avec 

0<G,  <1. 

Nous  renverrons  le  lecteur,  pour  la  démonstration,  à  l'ou- 
vrage déjà  cité  de  J.  Bertrand. 

La  série,  qui  représente  li,i,  est  divergente  si/?  croit  à  l'infini; 

mais  limitée  comme  nous  l'avons  fait,  elle  fournit  bien  une 

expression  qui  tend  vers  zéro  pour  ji  =  ce  •  H  }'  aura  lieu, 

dans  chaque  cas,  de  choisir  la  valeur  de  p  la  plus  avantageuse. 

Dans    sa  thèse,  M.  Bourguet  a  démontré  qu'il  convient  de 

s'arrêter  au  rang  p  pour  lequel  p   est  le   plus  grand  entier 

3  1 

inférieur  à  -n  -+-  -,  4-  rn — . 


Fonctions  eulérîennes  de  première  espèce 

156,  On  appelle  fonction  eulérienne  de  première  espèce  et 
on  désigne  par  la  notation  B{p,  q)  la  fonction  de  deux  argu- 
ments 

^{j),q)=   I    xv-\\—xyi-'dx.  (40) 

•A 

Cette  fonction  est  symétrique  par  rapport  aux  lettres  p  et  q, 
comme  on  le  voit  en  posant  a;  =  1  —  ?/.  On  peut  encore  l'écrire 

en  remplaçant  x  par  j- 


X 
-h  X' 


i^(^'  ^I)  =   \     ,.  1......  dx,  (41) 
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OU  encore 


Bij3,  ^7)  =  2    /      sin^ï-'io  cos-^^-^toc^o),        (41  &is) 

en  posant  a?  =  cos^w. 

15T.   Intégrons  le  deuxièine   membre  par  parties  ;    nous 
obtenons  la  nouvelle  forme 

d'où  l'on  déduit,  en  écrivant  [1  —  (1  —  œ)]  xv-"^  au  lieu  de  cg^', 


B(p,g)=_^-:|Y^^^^'^~^^ 


De  même 


^p,q  -  1)  =  ^--"-^-2  Kv.q  -  2) 


d'ot 


ou 


Celte  formule  permettra  de  ramener  le  calcul  d'une  fonction 
B(;?,^)  quelconque  à  celui  d'une  fonction  où  q  serait  compris 
entre  zéro  et  un.  On  pourra  de  même  réduire  p  à  être  entre 
zéro  et  un. 

158.  Supposons  maintenant  ^entier,  et  faisons  dans  la  for- 
mule précédente  k  =--  q  —  2  ;  elle  devient 

B(p.,)  =  ^l^^S^-^^  B(p,l) 
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On  voit  directement  que 


B(îvi)  =  p; 


donc 


Si  de  plus  p  est  aussi  entier,  cette  formule  peut  s'écrire 

B(M)  =  <V>"^7;)' 

^■^'^^  (i^  -h  5"  —  1)! 

et  elle  est  ainsi  mise  sous  une  forme   symétrique  par  rapport 
aux  deux  arguments. 

1 59.  V intégrale  de  première  espèce_  dégénère  dans  celle  de 
deuxième  espèce  si  q  devient  infini.  Pour  le  voir,  revenons  à 
la  formule  (42)  où  p  est  supposé  quelconque  ;  remplaçons 
^{p,q)  par  l'intégrale  qui  lui  sert  de  définition  et  dans  cette 

intégrale,  écrivons  -  au  lieu  de  x.  Nous  obtenons  la  nouvelle 

égalité. 

I  \  qJ  p{p  -h  l)...{p-h  q  —  i) 

On  peut  maintenant  supposer  q  infini  ;  le  premier  membre 
tend  vers  r(p),  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée,  à  savoir 
que 

lim    B(p,q)  =  T(p). 

Mais  la  démonstration  montre  en  outre,  de  nouveau,  que 
l'on  a 

œi'-^e—'''dx=  lim  —, ^.0^  ~ — ^— j^. 
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160.  Le  lien  entre  les  intégrales  eulériennes  des  deux 
espèces  est  d'ailleurs  beaucoup  plus  complet.  Toute  intégrale 
de  première  espèce  s'exprime  rationnellement  en  fonction 
tVintégrales  de  deuxième  espèce. 

Voici  comment  se  démontre  ce  théorème  :  posons  dans 
l'identité  (27), 

X  =  m.y  ; 

elle  devient 

r(-)  =  ?«=    I       y--^  e~'"'"Jdii 


'0 

ce  que  nous  écrirons 


■k'=W)  '    y'-' '-'•'"y  C'^) 


Après  avoir  signalé  en  passant  cette  importante  formule 
qui  permet  de  remplacer  l'inverse  d'une  puissance  par  une 
intégrale  définie,  nous  la  mettrons  sous  la  forme 


-. L___^^     _i — ^    /      yv-^'i'^e-('+-)ydv 

(1  -h  xy  +  '1       \\p  -i-  q)  -^ 

<:e  qui  permet  d'écrire  la  formule  (41), 


B(;p,q)  =z     j        ^'---^^d.v    I        yP  +  'i-^e-i'+'-yodi/ 


l\p  -\-  g) 

0 


ou^  en  intervertissant  l'ordre  des  intégrations^ 

B(P,î)  -  f7^^)  /    y"  '  '-''-  "^y  /    ^" '  '  '~ ■'"^^" 
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Or  la  formule  (43)  nous  montre  que 


I       ccr-^e-^nidy  =  '^- 


on  a  donc 


B(P,5')  -  r(^^-    /       y^-'e-vdy 


f 


c'est-à-dire 


BOM)  =  îM)  (44) 


I6t.  Cette  égalité  va  nous  permettre  de  retrouver  un  cer- 
tain nombre  de  résultats  déjà  obtenus  autrement. 
Supposons 

g*  =  l  —  p. 

La  formule  (44)  devient 

B{p,  l—p)  =  T(p)T{i-p). 

D'autre  part  la  formule  (41)  donne,  dans  la  même  hypo- 
thèse, 

B{p,  i~p)=  j       Y^:  ^^'' 

or  l'on  a  vu  n»  (129)  que 


fjx  z=.  —. 

1  -i-  ce  sin  pi 


Donc 


r(?j)r(l  —P)  =  --^^— 

^'      ^         ^^        sin  pr. 
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En  particulier  si  /7  =  ^^ ,  on  a 


Table  des  logarithmes  de  \{\  -^  x) 


X 

0,0 

0 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

à 

1,00000 

99753 

99513 

99280 

99053 

98834 

98621 

98415 

98215 

98021 

—  187 

1 

97834 

97653 

97478 

97310 

97147 

96990 

96839 

96694 

96554 

96421 

—  129 

2 

96292 

96169 

96052 

95940 

95833 

95732 

95636 

95545 

95459 

95378 

-  76 

3 

95302 

95231 

95165 

95104 

95047 

94995 

94948 

94905 

94868 

94834 

—  29 

4 

94805 

94781 

94761 

94745 

94734 

94727 

94724 

94725 

94731 

94741 

+  13 

0,5 

î,94754 

94772 

94794 

94820 

94850 

94884 

94921 

94963 

95008 

95057 

+  53 

6 

95110 

95167 

95227 

95291 

95359 

95430 

95505 

95583 

95665 

95750 

+  89 

7 

95839 

95931 

96027 

96126 

96229 

96444 

96444 

96556 

96672 

96791 

+  122 

8 

96913 

97038 

97167 

97298 

97433 

97712 

97712 

97856 

98004 

98154 

+  153 

9 

98307 

98463 

98622 

98784 

98949 

f^9117 

99288 

99462 

99638 

99818 

+  182 
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162.  Nous  n'avons  jusqu'à  présent  utilisé,  comme  mode 
de  représentation  des  fonctions,  que  les  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  la  variable.  Les  fonctions 
qui  sont  susceptibles  de  ce  mode  de  représentation  sont  dites 
fondions  analytiques .  Mais  il  existe  bien  d'autres  manières  de 
représenter  une  fonction,  même  en  se  limitant  au  procédé  du 
développement  en  série  ;  les  difîérenfs  termes  de  la  série 
peuvent  être  des  fonctions  trigonométriques,  des  polynômes, 
ou  même  des  fonctions  transcendantes  plus  compliquées.  Les 
fonctions  ainsi  représentées  pourront  être  analytiques  ou  non, 
être,  ou  non,  continues,  avoir  ou  ne  pas  avoir  des  dérivées  etc. 
On  aperçoit  ainsi  de  nouveaux  principes  de  classification  des 
fonctions;  on  entrevoit  un  domaine  illimité  ouvert  à  l'analyse, 
domaine  qui  commence  à  peine  à  être  exploré  et  où  nous  n'au- 
rons garde  de  retenir  le  lecteur.  Nous  nous  bornerons  dans  ce 
chapitre  aux  séries  de  sinus  et  de  cosinus,  ne  donnant  de  celte 
étude  que  ce  qui  est  strictement  utile  pour  les  applications. 

163.  C'est  Fourier  qui  a  le  premier  affirmé  qu'on  pouvait 
représenter  toute  fonction  f{x],  pour  des  valeurs  de  x  com- 
prises entre  zéro  et  2-^,  par  un  développement  de  la  forme 

m  =  co 
f[x)  =:  «y  4-     ^     («,;iCOs  mx  4-  h,n^m  mx)  (1) 

m  =  i 

m  étant  un  nombre  entier  positif. 
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Admettant,  pour  un  instant,  cette  possibilité,  nous  allons 
déterminer  les  coelficients  «o,  «„,,  h,,,..  A  cette  effet,  nous  re- 
marquerons que,  des  formules  de  trigonométrie  qui  permettent 
de  transformer  un  produit  en  somme,  on  déduit  immédia- 
tement les  identités  suivantes. 


i 


cos  moc  sin  poxix  =  0 


0 

/        COS  mo)  cos  pxdx  =    j       sin  mœ  sin  pxdx  =  0  si  m  ;z£p 
0  t/O 

co?>^mxdx  =    I       sinhnxdx  :=  •k. 
0  Jo 

Cela  posé,  multiplions  successsivement  les  deux  membres  de 
l't'galité  (1)  1°  par  dœ,  2°  par  cos  mxdx,  3°  par  sin  mxdx,  et, 
dans  chaque  cas,  intégrons  de  zéro  à  2t..  Nous  trouverons 
successivement 

f{x)dx  =  2T:ao 
'0 

r 

I  f{x)  cos  mxdx  =  TMm    )  (2) 

r 

I       f{^)  s*^  mxdx  =  Tb„ 

et  ces  égalités  résolvent  le  problème.  On  trouve  ainsi  Tégalité, 
purement  formelle  jusqu'à  présent 

^2.  ^  ^  .^2t 

f[x)  =  ^    y        f(x)  dx-^z^ cos  mx    j         /"(a)  cos  Wiac?a 

00  / 

l 


-^sin  ma?    /        /"(a)  sin  mac?« 


1  t^O 
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dans  laquelle  nous  avons  écrit  a  au  lieu  de  x  dans  les  inté- 
grales. 

164.  11  est  indispensable  de  remarquer  que  la  marche  qui 
vient  d'être  suivie  ne  suppose  nullement  la  fonction  conti- 
nue ;  il  suffit  qu'elle  soit  intégrable.  Par  exemple  la  série  de 
Fourier  représentera  parfaitement  une  fonction  qui  serait 
égale  à  x  entre  zéio  et  tt  et  h.  x'^  entre  zéro  et  1t..  L'on  voit 
ainsi  quel  intérêt  elle  présente  pour  l'ingénieur  qui  rencontre 
rarement  des  fonctions  analytiques  pouvant  rendre  compte 
d'une  manière  satisfaisante  de  tous  les  phénomènes  observés, 
même  dans  un  domaine  assez  restreint. 

D'ailleurs  la  limitation  aux  valeurs  0  et  1t.  n'est  qu'appa- 
rente. Si,  en  effet,  on  a  besoin  de  représenter  une  fonction 
entre  les  valeurs  «  et  6  de  x^  on  fera  la  substitution 

h  —  a 

les  limites  correspondantes  pour  y  seront  zéro  et  2tt. 

165.  Pour  donner  au  moins  un  exemple,  considérons  le 
développement  de  ^  que  nous  avons  utilisé  au  n°  69.  Ici  on  a 

oc  cos  moLclci 

2- 


H-  I   ~  sin  mv  1     —  g^—   /       sin  moLclix.  ■= 
L  Jo  V.  0 


0 


1  I  ■  ~2_^^  cos  tnx  I 
271  m  ~^  2 


COS  mv-dy.  =  —  — 
m 
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On  a  donc,  pour  x  compris  entre  zéro  et  I-k, 

03 T.        sin  a?       sin  %c  sin  mrc 

2      ^2  1  2  *  *  *  m 


(4) 


166.  Dans  le  développement  précédent,  ou  plutôt  dan& 
celui  qu'on  en  déduit  pour-r  —  x^  ne  figurent  que  des  sinus.  It 
en  sera  de  même  toutes  les  fois  que  la  fonction  f{pc)  changera 
de  signe,  sans  changer  de  valeur,  par  le  changement  de  x 
en  %:  —  X,  En  effet  soit 

a  =  2-  —  ?/  ; 
on  en  tire 

I       f{oi.)  cos  madci  =  —   I       f(rj)  cos  mijdy, 
ou 

/"(a)  COS  ?/^ac?x  =  0 

De  même  si  f{x)  n'est  pas  altérée  par  le  changement  de  x 
en  2r  —  x^  on  aura 

,27:  ^27: 

/■(a)  sin  miA'-j.  ■=■  —    /        /"(?/)  sin  niydy 

2    /        /(a)  sin  mar^a  =  0, 

et  ce  seront  les  sinus  qui  disparaîtront  dans  le  développement. 

167.  On  peut  même  aller  plus  loin  et  se  proposer  de  repré- 
senter une  fonction  quelconque,  soit  par  une  série  de  sinus, 
soit  par  une  série  de  cosinus.  Soit  en  effet  la  fonction  f{x) 
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qu'il  s'agit  de  représenter  ;  nous  supposerons  cette  fonction 
définie  entre  0  et  r,  et  nous  considérons  la  fonction  auxiliaire 
îp(a:)  définie  par  les  conditions  suivantes  : 

tp(^)  =  f{x)      pour      0  <<  ^  ■<  '^, 
o(27r  —  x)  =  f{x)       pour      T.  <:^cc  <^  2-. 

D'après  ce  qui  précède  on  aura 


o[x)  ==  ^    I       ^{'3.)dn  H —  ^  cos  m:c    S       o(a)  cos  myilx. 
Jo  1  t/o 

Mais  on  a,  pour  les  deux  intégrales 

,2-  ^T.  ^2- 

Donc  enfin,  entre  0  et  n, 

f{'^)  =  -    I      /(a)c?3t  H-  -  V  cos  J?2.-<7     /      /(a)  cos  Waf/a,      (5) 

Si  l'on  veut  exprimer  f{x),  en  série  de  sinus,  on  posera 

o(x)  =  /"(ce)       pour       0  <<  J7  <<  -, 
cp(2'n  —  ce)  =  —  f{oc)       pour      T.  <^x  <^2-. 

et  l'on  trouvera  sans  peine 

f{œ)  =  -  ^  sin  mec    1     /(a)  sîn  madfa.  (6) 


2 


168,  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  que  le  second  membre 
de  la  formule  (3)  représentait  bien  fix).  L'étude  des  conditions 
pour  qu'il  en  soit  effectivement  ainsi  est  des  plus  délicates,  et 
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nous  ne  pouvons  songer  même  à  énumérer  tous  les  théorèmes 
énonçant  des  conditions  suflisantes.  Voici  les  plus  usuelles  : 
elles  sont  connues  sous  le  nom  de  comlitioiis  de  Dirichlet  : 
si  la  fonction  o[x)  reste  fiaie  et  continue  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  {sauf  peut-être  pour  qw^ques-unes)  et  n'a  qiiun 
nombre  limité  de  maxima  et  de  mininia  dans  V intervalle  consi- 
déré (*),  la  série  de  Fourierapour  valeur  ^  \^f{x  -t-  0)  -h  f{x  —  0)  i . 

Si  donc  X  n'est  pas  un  point  de  disconlinuilé,  la  valeur  est  bien 
f{x). 

Nous  donnerons  la  démonstralion  de  ce  théorème  (n°s  168  à 
171),  bien  qu'elle  soit  un  peu  longue  ;  el'e  peut  d'ailleurs  être 
passée  sans  inconvénient  à  une  première  lecture.  Dé-ignons 

1 

par  -  cp(a?)  la  somme  des  termes  de  la  série,  arrêtée  au  multiple 


(*)  Il  existe  des  fonctions  qui  ne  remplissent  celte  condition  dans 
aucun  intervalle.  Voici,  par  exemple,  une  fonction  si^'nalée  par 
M.  Darboux  dans  son  mémoire  sur  les  'onctions  discontinue^  (Annales 
Ec.  Norm.  1875)  auqu»^!  nous  avons  ffiit  de  fréquents  emprunis.  Soit 
E(.ï)  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x, 

«1  *+  «2  +  •••  +  an-\-  ...  =  A, 
une  série  absolument  convergente.  La  série. 

est  uniformément  convergente  et  discontinue  dans  tout  intervalle.  Que 
la  série  soit  absolument  convergenie,  cela  résulte  de  ce  que  M!?£.)  est 

inférieur  à  un.   Soit  alors  a;  =^,p  et  ?  étant  entiers.  Comme,  pour  a 
entier,  on  a  E(a  +  0)  =  a  et  E(a  —  0)  =  a  —  1 ,  ou  aura 

f,x  +  0)  =  n^), 

et 


f(o^ 


1/1  i  \ 

-  0)  =  f(x)  —  ~[a,  +  2  «2î  +  3  «37  +  -  j- 


La  fonction  f{x)  est  donc  discontinue  pour  toutes  les  valeurs  com- 
mensurables  de  a;. 
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yx  de  X.  Comme  l'on  peut  faire  entrer  le  facteur  cos  mx  ou  le 
facteur  sin  mx  sous  le  signe  Y  ,  on  aura 


(cos  mx  cos  111%  +  sin  mx  si 
cos  ?>^(.^'  —  a) 


n  ?na)   j  c^a, 


Or  on  sait  que 


sin  -^ (a:  —  a) 

T^  H-  COS  (a;  —  a)  -h  ...  H-  cos  p(a-  —  a)  = .  (7) 


2 


On  aura  donc 


<f(^)=  /    m 


sin  -—-^ —  [x  —  a) 


dx,  (8) 


À  sin 


et  tout  revient  à  chercher  la  limite  de   ©(a;),  si  elle  existe, 
lorsque  p  croit  à  l'infini. 

169. 11  y  a  deux  cas  à  considérer  suivant  que  x  est  compris 
entre  0  et  In  ou  est  égal  à  une  de  ces  limites. 
1°  Soit 


0  <  A^  <  271. 


Nous  pouvons  écrire 


(9) 


La  première  de  ces  intégrales  peut  être  transformée  en  posant 


X  —  a 
—9-  =2/' 


Calcul  infinitésimal 


15 
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d'où 


X 


0  «^0 

dans  la  deuxième  inté;2,"rale,  nous  ferons 


a 


elle  devient  ainsi 


'0 


2°  Soit 
L'intégrale  s'écrit 

m  =  /  A^^-)  — ^- ~  ^■^^-  +  /    A-)  — '^—  d^' 

Jo  -  '"'  2  ^^  ^  ''"  2 

Dans  la  première,  nous  poserons  a  =  y  et  dans  la  deuxième 
=  2-  —  2ij.  Nous  aurons  ainsi 


/   2 

(10) 

/(27:  —  2(/)      — =-i^ -•--  a// 

'  ^  -'■  sin  î/  '^ 

0 
3°  Si    enfin    x  =  2t.,   nous   décomposerons    encore   ï)(2-k) 

-h    /       ;  remplaçant  dans  la  première  a  par  2Ti  —  2y, 
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dans  la  deuxième,  a  par  2y,  nous  obtiendrons  cp(2îi:)  sous  la 
même  forme  que  cp(0),  de  sorte  qu'en  résumé,  quel  que  soit^, 
<p(a;)  se  présente  toujours  sous  la  forme  d'une  somme  de  deux 
intégrales  telles  que 


1=      /  ^(y)    !LîU2^1li)i/   ^y, 


la  limite  supérieure  a  étant  inférieure  ou  au  plus  égale  à  tt. 

170.  Il  reste  à  voir  si  I  a  une  limite  lorsque  p  croît  à  l'in- 
fini. Nous  considérons  d'abord  le  cas  particulier,  où  i|>(j/)  =  1 
et  a  =  t:.  L'intégrale  à  calculer 


ou,  en  revenant  à  la  forme  (8), 


s'obtient  immédiatement  grâce  à  l'identité  (7).  On  trouve 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  '}(//)  soit  continue  et 
ne  croisse  jamais  dans  riatervalle  de  zéro  à  a  ;  on  peut  alors 
la  supposer  positive  en  l'augmentant  au  besoin  d'une  cons- 
tante G  suffisamment  grande,  ce  qui  revient,  d'après  ce  qui 

précède  (form.  11),  à  augmenter  l'intégrale  de  C.cj.  Appelons 
r  le  plus  grand  multiple  de  ^s~-\  inférieur  à  a  que  nous  sup- 
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poserons  lui-même  inférieur   à  2-  Nous  mettrons  I  sous  la 
forme 

1=1  4-     /  H-  ...  +    /  +...-}- 


2p  +  1  5ij3  +  1  2p  +  1 

et  nous  raisonnerons  absolument  comme  au  n°  70. 

Chacune  de  ces  intégrales  est  inférieure  en  valeur  absolue 
à  la  précédente,  et  de  signe  contraire  :  en  etTet,  posons 

Nous  obtenons  l'identité 


*yw. 


(m.  -}-  i)r: 

^^•^^  sin  y  "^ 


'îpTl      ,  ^      ^       sin  (2p  -I-  \)xi       , 

(m  — _i)Tî.  \-^         2jo  -+-  1  / 

ip+  i 
Or  on  a,  par  suite  de  nos  hj-pothèses, 

^  [y'  -^  2^i)  <  ^(^') 

donc  la  seconde  intégrale  est  certainement  inférieure  à 


m-K. 


^^^ '  sin  _;/  -^ 


2p  +  1 
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Quant  à  celle  qui  a  pour  limite  supérieure  «,  elle  estévidem- 

(r  +  1)TC 

ment  inférieure  à   /  .  I  se  présente  donc  sous  la  forme 


2p  +  1 
d'une  série  de  termes  alternativement  positifs  et  négatifs,  et 
décroissants, 

\  =  u^  —  %(,,  4-  î^,^  +  ...  4-  (_  \yHi,n  -\- ...  -^  e(—  ïyur  (12) 
Cela  s'applique  si  'l[y)  =  1  et  l'on  a  aussi 

i  =  '^  =  v^  —  v,-^v^-\-  ...  -^  {—  l)'"v,„  +  ...,      (13) 

en  posant 

(m  +  l)it 

sin  y  •' 


%P  +  1 

Si  1  on  désigne  par  M^  le  maximum  de  -^(t/)  et  par  m^,  le 
minimum  lorsque  y  est  compris  entre  r,  -j  et  t^  ,  j?  on 
aura 

wi/,v/,  <  i«/,  <  Mi-i'/o 

et  par  suite,  comme  pour  m  ==  oo  ,  lim  y„i  =  0,  on  aura  aussi 
lim  u,n  =  0.  I  a  donc  une  limite  finie  et  déterminée.  En  rem- 
plaçant alternativement  dans  (12)  les  termes  par  leur  maximum 
et  par  leur  minimum,  on  a 

1  <  Mo-^o  —  m^v^  +  M^u,  —  m.^v\  -h  ...  ) 

I>7Wot'o  —  Mi^i  +^2^2  —  M3V3  H- ...  S  ^      ^ 

Mais,  comme  (|;(y)  ne  croît  jamais,  on  a 

Mo  >  ^0  >  Mj  >  mj...  >  Mi  >  m^.... 
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Le  second  membre  de  la  deuxième  inégalité  (14)  est  donc 
supérieur  à 

m^{v^  —  V,)  -H  w?,(u^  —  V3)  -+-...-+  m^^lv.j,  —  v^u  +  j) 
et,  à  plus  forte  raison  à 

le  second  membre  de  la  première  inégalité  (14)  est  inférieur  à 

Mq^o  —  m.p,  —  v^)  —  w,Xi'o  —  V,)... 
et,  «  fortiori,  à 

Mo^o  —  ^^^sA-Cî'i  —  t'a  +  ..•)• 

OU  à 

(Mo  —  7n^^)v,  -h  m„lv,  —  v,  -h  v^  —  v,.  4-  ••.)        (16) 

Lorsque  le  nombre  des  termes  croit  à  l'infini,  le  multiplica- 
teur  de   m^j^  dans    les    expressions  (15)    et   (16)  tend  vers  ^ 

(form.  12).  Or,  l'on  peut  s'arranger  de  manière  que  m^^.  tende 
vers  Mo,  lorsque  2Â;  croît  à  l'infini  ;  il  suffit  de  supposer  que 

2A:tt 

2A'  croit  comme  v/2p  h-  1,  alors  lim  ^         ^  =  0,  et  dans  Fin- 

^(2Ji  +  i)'TC 

tégrale    I  les  deux   limites    tendent    vers  zéro  ;  les 

^      2kT. 


2p  +  l 

valeurs  de  ^y)  dans  cette  intervalle  tendent  donc  toutes  vers 
'\i{0),   comme    celle    de    l'intervalle    0  à  wrilTl  •    Seulement 

comme  >j>(z/)  pourrait  être  discontinue  pour  y  =t  0,  nous  dis- 
tinguerons la  limite  du  côté  de  2/  >  0  de  celle  du  côté  de  ?/  <  0 
par  les  deux  notations  <];(+  0)  et  <]>{ —  0).  Finalement,  les  deux 
expressions  (15)  et  (16)  tendent  vers 

1  ^(-H  0) 

et  comme  elles  comprennent  I,  on  a,  pour  p  infini, 

liml=^4(+0).  (17) 
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17:1.  Nous  avons  dû,  dans  le  courant  de  la  démonstration, 
introduire  certaines  restrictions  que  nous  allons  lever. 

D'abord,  si  la  fonction  >\{y)  n'allait  jamais  en  décroissant 
entre  o  et  h,  la  fonction  —  '^dj)  n'irait  jamais  en  croissant  et 
on  pourrait  lui  appliquer  la  démonstration  précédente,  qui 
convient  par  suite  à  '^{y). 

Nous  allons  nous  affranchir  maintenir  de  cette  condition  de 
variation   dans  un   sens  déterminé.  Pour  cela,  une  remarque 

préliminaire  sera  utile.  Soit  b  <C  a  <^  ^;  on  a  : 


li™    /     «,)^â-^rfj/  =  0  (18) 


pour^  =  oc  ;  car  l'intégrale  est  la  différence  de  deux  intégrales 

-  / 

qui  tendent  l'une  et  l'autre  vers  ^  <\i(-h  0).  Gela  posé,  si  ^{y)  a 

un  nombre  fmi  de  maxima  et  de  minima  entre  0  et  a,  il 
suffira  de  partager  l'intervalle  total  en  intervalles  dans  chacun 
desquels  '\'{y]  ait  un  sens  de  variation  déterminé  ;  dans  tous 
ces  intervalles  l'intégrale  sera  nulle  (form.  18),  sauf  dans  celui 
qui  a  pour  limite  inférieure  zéro  où  la  limite  sera  encore 

i  ^{-^  0). 

Il  ne  reste  plus  qu'à  dépasser  la  limite  supérieure^.  Soit 
donc  «  >■  ^  ;  nous  écrirons  : 


I  ^ 
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Dans  cette  dernière  intégrale,  remplaçons  y  par  tz  —  z  \  elle 
devient 


,  .  sin  (2/5  -H  \)z    , 

Un  —  z) w— -'-  dz, 

'^  '  sin  ^ 

X 

et  d'après  la  formule  (18),  elle  a  pour  valeur  zéro,  tant  que  a 
n'est  pas  égal  à  tt.  Dans  ce  dernier  cas,  et  dans  ce  cas  seule- 
ment, elle  a  pour  limite  ^{ii  —  0)  ;  en  résumé,  si  a  -<  ii:,  on  a 

et,  si  a  =  iT, 

li-"  /    'Ky)^^^^-^i,y-^^^^  =  i[4'(+0)+^(u-0)].    (20) 

172.  Appliquons  les  résultats  des  deux  numéros  précé- 
dents à  la  fonction  ©(a?)  fournie  par  la  série  de  Fourier  (form.  8), 
Si  X  est  différent  des  limites  o  ou  27t,  le  §  1°  du  numéro  169, 
nous  montre  qu'on  aura 

?(^)  =  i  lA^^  -  0) -f- /-(^ -H  0)].  ■  (21) 

Si  a?  ==  0  ou  27:,  le  §  2"  du  même  numéro  nous  donne 
(form.  10) 

¥(0)  =  |[Ah-0)  +  /(2.-0)].  (22) 

et  le  même  résultat  pour  cp(27r). 

Si  enfin  l'on  se  rappelle  que  nous  avons  désigné  la  série  do 

Fourier  (n°  167)  par  -  tf(^),   on  voit  que  le  développement 
de  f{cc)  aura  pour  expression 

*  \^f[oc  —  0)  +  f{x  +0)]       si       O  <  5?  <  TT. 


SÉRIES    DE    FOUIUER    —    SERIES    DE    POLYNOMES  233 

et 

2  [/■(-+-  0)-t-r(2T:-0)]        si        a>  =  0        ou        2t:. 

Donc,  si  pour  la  valeur  considérée  de  x,  f{x)  est  continue, 
c'est-à-dire  si  f{x  —  0)  =  f{x  -+-  0),  la  fonction  sera  représentée 
par  la  série  de  Fourier,  bien  entendu  sous  les  réserves  formu- 
lées dans  l'énoncé  du  n°  167  :  il  en  sera  de  même  aux  limites, 
si,  de  plus,  /(O)  =  /■(27t). 

173.  Il  y  a  bien  d'autres  cas  où  la  série  de  Fourier  peut 
représenter  une  fonction  donnée.  Ainsi  ■i^{y)  pourrait  devenir 
infini  pour  y  ^=i  y^^k  condition  de  conserver  un  signe  constant 
de  chaque  coté  de  y^  et  dans  le  voisinage  de  t/^,  et  aussi  à 
condition  que 


fût  bien  déterminée.  Mais  nous  n'entrerons  pas  dans  l'examen 
de  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter;  nous  ne  rechercherons 
pas  non  plus  si  la  série  de  Fourier  est  toujours  uniformément 
convergente,  comme  il  a  fallu  le  supposer  pour  déterminer  les 
coefficients.  Nous  nous  bornerons  à  énoncer  qu'il  en  est  bien 
ainsi  dans  tous  les  intervalles  où  ne  se  trouve  pas  de  point  de 
discontinuité. 

174.  Pour  donner  un  exemple  de  fonction  discontinue 
représentée  par  une  série  de  Fourier,  imaginons  un  triangle 
isocèle  OCA  et  un  point  M  se  mouvant  sur  la  ligne  brisée 
formée  par  les  côtés  égaux  OC  et  CA.  La  fonction  que  nous 
voulons  envisager  est  la  distance  du  point  M  à  la  base  OA. 
Nous  supposerons  que  la  base  ait  pour  longueur  2-k  ot  nous 
appellerons  h  la  hauteur  du  triangle  ;  les  axes  de  coordonnées 
seront  la  base,  Oj:,  et  la  perpendiculaire,  ^y,  à  l'extrémité  0  de 
cette  base.  Le  côté  OC  a  pour  équation 

h 
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et  le  côté  CA. 

Donc  la  série  de  Fouiier. 

«0  H-  a^  cos  .r  H-  ...  -H  (Ira  cos  VldJ  -+-  ... 
-1-  &j  sin  c€  -\-  ...  -\-  b,n  sin  w.'':  H-  ... 

devra  avoir  pour  valeur  -  o:  entre  0  et  z,  et  -  (2~  —  oc)  entre 
t:  et  2-. 

Or  les  formules  (2^  donnent 

9—  —  9— 

f       f{.x)dx=   j     f{x)dcc  4-    /      /(ic)(/iK^ 
0  «-^  Jt. 

~  œdx  -\-    \       -  (2-  —  x)dx 

-Tzh    '   çy,  h  3tt2 

On  aurait  encore  pu  remarquer  que,  si  l'on  pose 

2.  -  ..  =  y, 
on  a 

/■(.>;)r/.v  =    /     f{2r.  -  y)dy. 

En  appliquant  cette  formule  à  la  seconde  intégrale  qui  figure 
dans  Oq,  on  trouve 

-  (2ir  —  x)dx  =    /     --  2/(3??/  =    /     -  X(fa7, 


0 
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De  même 


-  (2-n:  —  x)  ces  mxdx 


1    h                   j          2//(— 1)-  — 1 
/      -  X  ces  mxdx  =  —  ^ -i, ; 


2 

^0 


7r5„,  =^  0. 


Donc  la  fonction  discontinue  que  nous  avons  définie  a  pour 
expression 

h       Ah  I                cos  "ix       cos  5.>-  \  ,.,.i> 

_  ._  _  ^cos  .07 -h  -j3— -+- -p h...j.  (23) 

175.  M.  Hû^^yitz  (C.  R.  18  février  1901)  a  fait  un  heureux 
emploi  de  la  série  de  Fourier  pour  démontrer  ce  théorème 
bien  connu  :  «  Entre  toutes  les  figures  planes  isopérimétres, 
le  cercle  a  l'aire  maximum.  »  Nous  donnons  ici  cette  démons- 
tration très  simple  qui  suppose  seulement  la  possibilité  de 
développer  les  coordonnées  d'un  point  en  séries  trigonomé- 
triques,  hypothèse  de  même  ordre  que  celle,  faite  si  souvent 
implicitement,  qui  consiste  à  supposer  les  fonctions  déve- 
loppables  en  séries  de  Taylor. 

Soit  G  la  courbe  donnée,  s  son  arc  compté  à  partir  d'une 
origine  arbitraire  ;  l'unité  de  longueur  est  choisie  de  manière 
que  la  longueur  de  la  courbe  soit  2-71.  Les  coordonnées  x  ei  y 
d'un  point  de  la  courbe  sont  des  fonctions  continues  de  5  ;  ce 
sont  des  fonctions  qui  admettent  la  période  2tt:  et  que  nous 
supposerons  développables  en  séries  trigonométriques 


oj  =  y^  (a„  cos  ns  -i-  a'„  sin  ns), 
0 

00 

y  =  ^  (&„  cos  7is  H-  b'n  sin  ns). 
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Si  l'on  appelle  F  l'aire  de  la  courbe  C,  on  aura 

as 

En  remplaçant  a;  et  di/  par  leurs  valeurs  et  intégrant,  on 
voit  que  les  termes  qui  proviennent  de  deux  valeurs  diffé- 
rentes de  n  disparaissent  dans  l'intégration  et  qu'il  reste  seu- 
lement 

F  =  T:  2  »i"nb'r.  -  «'«&.)•  (24) 

1 

De  même,  en  intégrant  de  o  à  2tt  les  deux  membres  de 
l'identité 


'={sy -(!)'. 


on  trouve 


2-  =  TT  2  («'  H-  «?  +  bn  +  &,r).  (25) 

1 

En  retranchant  membre  à  membre  les  égalités  (24)  et  (25), 
on  obtient  l'identité 

2f-  _  F^  =     V  K'^'  -  ^)  («"  -+-  <^  -^  ^'  +  ^^^ 
^^'^  ^       '  "^{-^  n[{an  -  b:T-  -H  («:  H-  Kf]  i' 

d'où  résulte  le  théorème.  En  effet,  le  deuxième  membre  étant 
essentiellement  positif,  Faire  F  est  inférieure  ou  au  plus  égale 
à  l'aire  r.  du  cercle  dont  le  périmètre  est  2^. 
Si  F  =  TT,  il  faut  que,  pour  n  >>  1,  l'on  ait 

«n  =  «1  =  &n  =  &1  =  —  0  ; 

pour  w  =  1,  on  a 

«1  =  K  a\  =  —  h^. 
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et  la  courbe  a  pour  équations 

a;  =  «Q  -H  a^  cos  ns  —  b^  sin  ns, 
y  =  hf^  -{-  by  cos  ns  +  a,  sin  ns, 

d'où  Ton  déduit 

[x  —  a,y  +  (y  —  b,f  =  a\-\-  h\  : 
c'est  bien  l'équation  d'un  cercle. 


Séries  de  polynômes 

176.  Nous  avons  dit  qu'il  existe  bien  d'autres  manières  de 
représenter  une  fonction.  Sans  vouloir  insister  longuement 
sur  ce  sujet,  nous  montrerons  que  les  polynômes  de  Legendre 
se  prêtent  fort  bien  à  la  représentation  d'une  fonction  quel- 
conque. Ce  sont  les  propriétés  IX,  établies  au  n°  131,  que 
nous  utiliserons  ici,  savoir 


(26) 


~  271  + 
u/_  1 

Posons 

f{x)  =  A,X,  +  AiX,  4-  ...  H-  A,X,  F-  ...  (27j 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  Xodx  et 
intégrant  de  —  1  à  -{- 1 ,  nous  trouvons,  à  cause  des  identités  (26), 


(28) 


De  même,  en  multipliant  par  Updœ  les  deux  membres  de 
(27),  et  intégrant  entre  les  mêmes  limites,  nous  trouvons 


(29) 
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171.  L'étude  de  la  série  (27)  nous  entraînerait  beaucoup 
trop  loin;  nous  nous  bornerons  donc  à  énoncer  les  résultats 
suivants  dont  la  plupart  sont  dus  à  M.  Darboux  (Approxima- 
tion des  fonctions  de  grands  nombres.  Â?î7i.  Ec.  norm.  1878). 
Pour  n  très  grand,  on  peut,  si  x  est  réel  et  compris  entre  —  1 
et  -i-  1,  prendre  comme  valeur  approchée  de  X,2  l'expression 
connue  de  Laplace 


i 

n  \in 
grand  que  1 ,  on  pose 


l'erreur  étant  de  l'ordre  de  — -r=.\  si  x  est  imaginaire  ou  plus 


^  =  oj  -\-  \lx^  —  1 , 

le  signe  du  radical  étant  choisi  de  manière  que  le  module  de  ; 
soit  supérieur  à  1  :  l'on  trouve  alors  comme  valeur  approchée 

de  X„ 

V    _  J ^^_/i     ,    P 

p  demeurant  une  quantité  finie  lorsque,  ^  restant  fixe,  n  croit 
indétlniment. 

Une  fonction  ne  peut  être  développable  en  série  de  poly- 
nômes de  Legendre  que  si  les  intégrales  (29)  ont  un  sens  et 

que  si,  au  cas  où  la  fonction  deviendrait  infinie  pour  ,27  =  i  1 , 

3 
elle  est  infinie  d'ordre  inférieur  à  ^. 

178.  M.  Darboux  a  étendu  son  étude  aux  polynômes  de 
Jacobi  définis  par  l'égalité. 

in  =  F(a  4-  71,  —  nri,x) 

Y(Y  +  l).-.(ï+n-l)^^-^^  ^^        ^^ 

dans  laquelle  F  désigae  le  symbole  connu  de  la  série  hyper- 
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géométrique,  et  même  à  des  polynômes  P^,  P^,  ...  P„  quel- 
conques de  degrés  0,  l, ...  n  pour  lesquels  il  existe  une  fonc- 
tion f{x)  telle  que 


Jh 

toutes  les  fois  que  m  est  différent  de  n.  Nous  ne  suivrons  pas 
l'éminent  géomètre  dans  cette  étude;  il  nous  sufQt  d'avoir 
laissé  entrevoir  au  lecteur  que  les  modes  de  représentation  des 
fonctions  sont  en  nombre  infini  et  qu'il  peut  parfois  y  avoir 
intérêt  à  ne  pas  rester  exclusivement  dans  le  domaine  de  la 
série  de  Taylor.  On  pourra  lire  aussi  avec  profit  un  Mémoire 
de  M.  Appell  «  Sur  une  classe  de  polynômes  »  [Annales 
de  l'Ecole  normale  1880).  D'ailleurs  ce  problème  a  été  récem- 
ment l'objet  d'importants  travaux.  M.  Painlevé  {Comptes- 
Rendus  de  l'Académie  des  Sciences  1898  et  1899)  et  M.  Mittag- 
LefQer  [Acta  Mathematica,  tome  24)  ont  étudié  la  représen- 
tation des  fonctions  analytiques  par  des  séries  de  polynômes; 
enfin  M.  Emile  Borel  {Lerons  sur  les  séries  divergentes,  1901) 
a  repris  le  même  problème  et  considéré  des  séries  de  poly- 
nômes représentant  des  fonctions  non  analytiques. 


CHAPITRE  YI 


liNTEGRALES  DOUBLES 


179.  De  môme  que  l'évaluation  des  aires  a  conduit  à  la 
notion  d'intégrale,  de  même  la  mesure  des  volumes  a  donné 
naissance  à  un  nouvel  être  mathématique  qui  a  reçu  le  nom 
à'intégrale  double.  Proposons-nous  d'évaluer  le  volume  V 
limité  par  une  portion  S  de  surface  arrêtée  à  un  contour  G, 
par  le  cylindre  qui  projette  G  sur  un  plan    donné  que  nous 


FiG,  15 


prendrons  comme  plan  des  xy  et  enfm  par  le  plan  des  xy. 
Soit  r  la  projection  de  G,  A  l'aire  de  r  ;  nous  supposerons  que 
S  se  projette  tout  entière  à  l'intérieur  de  r  et  que  les  peipendi- 
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culaires  au  plan  des  xy  menées  par  les  points  de  Faire  A  ne 
rencontrent  S  qu'en  un  point.  L'axe  des  z  est  supposé  perpen- 
diculaire au  plan  des  xy. 

Pour  évaluer  le  volume  V,  nous  prendrons  dans  A  un  petit 
élément  aj  de  surface  ;  cet  élément  peut  être  considéré  comme 
la  base  d'un  C54indre  parallèle  à  oz  et  limité  à  S.  Le  volume  V 
sera  la  somme  des  volumes  troncocylindriques  qui  ont  pour 
bases  tous  les  éléments  o-j  de  Faire  A.  Evaluons  un  de  ces  vo- 
lumes :  soit  Mi  un  point  de  la  surface  S  projeté  en  un  point  do 
ff;,  et  soit  ti  sa  distance  au  plan  des  xy  ;  ce  volume  aura  sensi- 
blement pour  expression 

^i   X    Ç;. 

Si  maintenant  on  appelle  zi  et  Z;  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  des  valeurs  de  t-,  pour  l'élément  a„  on  aura 

<Ji2-,-  <    Cr;Çj  <  CTjZj, 

et  Fon  pourra  afQrmer  que  Ferreur  commise  en  prenant  pour 
expression  du  volume  élémentaire  considéré  ajCj  est  inférieur  à 

Le  volume  V  aura  pour  expression  approchée 

avec  une  erreur  inférieure  à 

ou,  en  appelant  -/)  la  plus  grande  des  diflérences  Z,  —  z-,,  ù 

Si  Fon  suppose  que  Faire  A  soit  décomposée  en  éléments  a-; 
de  plus  en  plus  petits,  la  somme  Sa^Çi  aura  pour  limite  le  vo- 
lume V  considéré^  Ferreur  Ay]  tendant  vers  zéro.  On  aura  ainsi 

V  =  lim  2^^^;.  (1) 

Calcul  infinitésimal  16 
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180.  Débarrassées  de  toute  représentation  géométrique,  les 
considérations  précédentes  reviennent  à  ceci  :  soit  g  un  élé- 
ment d'une  aire  plane  A,  t  l'ordonnée  (parallèle  à  oz)  d'un 
point  de  <y,  la  somme 

SaÇ,  (2) 

étendue  à  tous  les  éléments  défaire  A,  a,  sous  certaines  condi- 
tions évidentes  de  continuité,  une  limite  que  nous  appellerons 
une  intégrale  double.  Nous  venons  de  parler  de  conditions  de 
continuité  ;  il  est  évident,  en  effet,  que  si,  pour  un  nombre 
infini  d'éléments  cr^,  Voscillaiion,  Ta  —  ^j,  que  nous  avons  ren- 
contrée dans  le  numéro  précédent,  ne  tendait  pas  vers  zéro  avec 
Tj,  ou  si,  en  quelques  points,  cette  différence  était  infinie,  il  ne 
serait  plus  possible  d'affirmer  que  l'expression  Ay)  tend  vers 
zéro  ni  que  la  somme  (2)  a  une  limite.  Nous  exclurons  de  notre 
analyse  ces  cas  de  discontinuité  et  nous  supposerons  que  les 
fonctions  considérées  par  nous  sont  intégrables.  S'il  nous  arrive 
d'admettre  des  fonctions  discontinues,  une  élude  spéciale  sera 
nécessaire. 

181.  Supposons  la  projection  nii  du  point  M,  définie  par  ses 
coordonnées  rectangulaires  ocu  yi\  Casera  une  fonction  continue 
de  ces  coordonnées,  fixi-,  yt),  et  l'on  pourra  prendre  pour  élé- 
ment de  surface  s  un  rectangle  dont  les  côtés  seront  parallèles 
aux  axes  de  coordonnée.  Si  l'on  appelle  œu,  yu  les  coordonnées 
du  sommet  nii,  de  ce  rectangle  opposé  à  rrii,  l'aire  u  aura  pour 
expression. 

{Xk  —  X)  (ij^  —  y,) 

et  l'intégrale  sera  la  limite  de  l'expression 

2/0.  y)  i^k  —  Xi)  {yu  —  yd  ; 
nous  la  désignerons  par  lu  notation 

I  =  ^f{oG,  y)dxd[[.  (3) 

Mais  il  ne  faut  pas  que  l'empli  piématuré  de  la  nolalinn 
différonlielle  inlroduibe  de  conlubioi)  :  les  deux  dillé.  eiuielles 
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dx.  et  dy  sont  jusqu'à  présent  inséparables  et  ne  figurent  que 
par  leur  produit. 

182.  Si,  au  lieu  de  coordonnées  cartésiennes,  nous  avions 
pris,  pour  déterminer  la  position  du  point  w„  des  coordonnées 
polaires,  p^,  lo,,  l'ordonnée  Ç^  aurait  été  une  fonction  o(p,-,  oj/jdes 
nouvelles  coordonnées,  l'élément  de  surface  aurait  eu  pour 
expression 

et  l'intégrale  aurait  eu  pour  valeur 

lim2ç(pi,Wi)p;(p/,  —  p,)  (W;,  —  Wj)  =  S(f(p^io)po?pd^to  (4) 

Ici,  comme  dans  le  n°  précédent,  il  faut  donner  aux  deux 
coordonnées  une  succession  de  valeurs  telles  que  l'aire  A  soit 
entièrement  couverte  par  les  éléments  de  surface  a.  A  la  vérité, 
sur  les  contours  de  A,  il  arrivera  que  les  rectangles  moriu  dé- 
finis au  n°  180  puissent  sortir  de  A,   ou  laisser  des  portions 


F 10.   IG 


infiniment  petites  de  A  en  dehors  de  la  somme  effectuée  ;  mais, 
à  la  limite,  ces  éléments  négligés  ou  surabondants  disparaî- 
tront si  l'on  n'a  pas  afTaire  aux  fondions  ou  aux  contours 
exceptionnels  que  nous  avons  exclus  de  notre  analyse. 

183.  L évaluation  d'une  iniégrale  double  se  ramène  à  celle 
de  deux  intégrales  ordinaires.  —  Nous  nous  servirons  encore 
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de  la  représentation  géométrique  pour  présenter  la  démons- 
tration de  ce  théorème.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse 
d'évaluer  l'intégrale  (3) 

Sf{x,ij)docdy  : 

d'après  la  définition,  nous  devons  considérer  le  rectangle 
mimk  et  faire  correspondre  à  ce  rectangle  l'élément  d'intégrale 


f{:Vi,yi)  [o^k  —  ^r^  {iju  —  yi),  ■  ;;   fc 


puis  faire  la  somme  de  tous  ces  éléments  pour  tous  les  rec- 
tangles qui  remplissent  l'aire  A.  Supposons  d'abord  a-i  et  xi, 
constants  et  faisons  varier  ?/;  depuis  y'  =  pm'  jusqu'à?/"  =  pm"; 
la  somme  de  tous  les  éléments  d'intégrale  double  ainsi  obtenus 
aura  pour  limite,  par  définition, 

f{xuy]dy       ou        dvi  j      f[xi.y)dy. 
ij  "-  y'  ' 

Si  maintenant  on  fait  varier  Xi  de  sa  valeur  minimum  a  à 
sa  valeur  minimum  h,  et  qu'on  effectue  la  sommation,  on 
aura 

/^         n-y 
dx    j      f{.v.y)dij.  (5) 

*-^  y' 

Il  est  clair  qu'en  appelant  c  et  cl  les  valeurs  minimum  et 
maximum  de  y,  et  x' ,  x!'  les  deux  valeurs  limites  de  x  qui 
correspondent  à  une  valeur  de  z/,  on  trouverait  aussi  aisé- 
ment 

'&f{x,y)dxdy  =    j      dy    /      f(x,y)do:.  (6) 
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On  aurait  de  même 

r 

Scp(p,to)pc/pO?(0    ==:      1  do       l  cp(p,w)prfc) 


îfîo 


(7) 


=    j       dm    j      tf(p,oj)p(^p 


184.  La  démonstration  qui  précède  suppose  essentiellement 
que  l'aire  fermée  A  est  convexe.  Mais  le  cas  contraire  ne  peut 
pre'senter  aucune  difficulté  ;  par  exemple^si  le  contour  de  l'aire  A 


offre  la  disposition  suivante,  à  toute  valeur  OP  de  l'abscisse 
comprise  entre  OA  et  OB,  correspondront  quatre  valeurs  y' , 
y\  y" y  y""  de  l'ordonnée  {y' <y"<y"' <y""),  et  dans  la  for- 
mule (3)  il  faudra  remplacer  l'intégrale 


f{x,y)dy, 


par  la  somme 


*r 


■*y 


f{x,y)dy -{-   j       f{x,y)dy, 

y'  ^  y 

tant  que  x  sera  compris  entre  OA  et  OB 
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185.  Soit  par  exemple  à  évaluer  le  volume  du  tétraèdre 


FiG.  iH 

compris  entre  les  trois  plans  de  coordonnées  et  le  plan  ABC 
dont  l'équation  est 

h  4  -\-  -  =  i. 

a        0        c 

Be  cette  dernière  équation,  on  tire 


,.  =  c   1 


a        b  ' 


et  le  volume  cherche  a  pour  expression 


V  =  Scfi  -^  —  fjdxdy. 


Pour  une  valeur  donnée  de  x,  y  varie  de  zéro  à  y'  ==  PQ  ; 
quant  à  x,  il  faudra  le  faire  varier  de  0  à  a.  En  appliquant  la 
formule  (o),  on  aura  donc 


V=    /       dx.    /       ,(,_£-»W; 
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or,  X  étant  considéré  comme  constante  dans  la  seconde  inté- 
grale, on  a 


f< 


^_.?/\^„_ 


i-i-|%=c 


^-Tjy 


h  2  ' 


d'autre  part,  à  cause  de  l'équation  de  AB, 
,'  =  6(l-f). 
Le  volume  V  se  ramène  donc  à  l'intégrale  simple 


0 


186.  Comme  deuxième  exemple,  cherchons  à  évaluer  le 
volume  qui  reste  lorsqu'on  enlève  du  volume  d'une  sphère  la 
portion  comprise  à  l'intérieur  de  deux  cylindres  de  révolution 
à  axes  parallèles,  tangents  entre  eux  le  long  d'un  diamètre  de 
la  sphère  et  tangents  à  la  sphère. 


FiG.  19 
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Nous  prendrons,  comme  axe  des  z,  le  diamètre  de  la  sphère 
suivant  lequel  se  touchent  les  deux  cjdindres,  comme  origine  des 
coordonnées  le  centre  de  la  sphère  ;  un  des  cylindres  aura 
pour  base  dans  le  plan  des  xi/  une  circonférence  passant  par  0 
et  tangente  en  A  à  la  section  de  la  sphère  par  le  même 
plan  xoi/  et  il  est  évident  qu'il  suffit  d'évaluer  la  portion  du 
volume  demandé  comprise  dans  le  trièdre  oxyz  ;  en  multi- 
pliant par  8  ce  volume  parliel,  on  aura  le  volume  cherché. 
En  désignant  par  p  et  w  des  coor-données  polaires  dans  le  plan 
des  œy,  ox  étant  l'axe  polaire,  les  coordonnées  d'un  point  Q 
de  la  sphère  seront  ^,  p  et  w  et  l'on  aura 

-    Z-  ^=  Y\-  —  p", 

R  désignant  le  rayon  de  la  sphère. 

Le  volume  à  évaluer  sera  donné  par  l'intégrale  double 
(formule  7) 


On  voit  en  effet  que,  pour  une  valeur  donnée  de  co,  p  varie  de 
OM  =  p'  àON  =  R.  Or 


/-^R 


d'autre  part 

p'  =  R  cos  w 
On  a  donc 


V 


R'    /   ^  2 


0 


et  pour  le  volume  total 


16   R, 
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Il  est  remarquable    que    ce  volume  soit  indépendant  du 
nombre  -k. 


Théorèmes  sur  l'ordre  des  in léar allons 


187.  Il  résulte  des  formules  (3)  et  (6),  comme  aussi  des  for- 
mules (7)  que,  si  l'on  a  à  effectuer  deux  intégrations  succes- 
sives, on  peut  interverti]'  Vordre  des  intégrations  : 

dx   j      f{.:c,  y)dy  =   j      dy  f{ct\  yYx      (8) 

*J  y'  *-/  c  *-^  X' 

Les  deux  membres  sont  égaux  parce  qu'ils  représentent  tous 
les  deux  l'intégrale  double 

S/a:,  y)dxdy 

tendue  à  l'aire  A. 

Le  cas  que  nous  rencontrerons  le  plus  fréquemment  est  celui 
où  les  limites  y'  et  y"  sont  indépenddnies  de  x,  les  limites 
x'  et  x"  étant  aussi  indépendantes  de  y,  la  formule  (8)  se 
simplifie  alors  et  devient 

dx   j      f(x,  y)dy  =^  j     dy   j      f{x,  y)dx  ;      (9) 

cette  formule  est  souvent  employée  sous  le  nom  de  formule 
d'intégration  sous  le  signe  j  .  Pour  comprendre  cette  déno- 
mination, écrivons  a  au  lieu  de  x  et  soit,  pour  un  instant, 


/■(a,  ij)dy. 
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Le  premier  membre  devient    1     ^dct  •   le   second  membre 


exprime  qu'on  pourra  d'abord  intégrer  par  rapport  à  a  la  fonc- 
tion /"(a,  y)  qui  figure  sous  le  signe  /  dont  la  valeur  estl. 

Il  faut  remarquer  que,  dans  la  démonstration  de  la  for- 
mule (8),  nous  avons  essentiellement  supposé  la  fonction /■(;:»,?/) 
continue  et  même  positive  ;  mais  cette  dernière  restriction  est 
évidemment  inutile  et  tous  les  éléments  pourraient  être 
négatifs. 

188.  Jusqu'à  présent  le  contour  qui  limite  Taire  A  a  été 
supposé  fermé  ;  nous  allons  voir  ce  qui  arrive  lorsqu'un  point 
ou  une  portion  du  contour  est  rejeté  à  l'infmi.  Pour  préciser, 
dans  la  formule  (9),  supposons  d'abord  que  b  croisse  à  l'infini. 
Si  l'intégrale 


f(.x,  y)dx 


a  un  sens,  c'est  que,  quel  que  soit  y^ 


tend  vers  zéro  pour  b  =  oo  ,  et  que,  dans  les  mêmes  conditions 
a  une  limite  bien  déterminée,  cette  limite  étant  une  fonc- 
tion continue  d'y. 

Or  la  formule  (9)  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  6, 
quel  que  grand  que  soit  b  ;  le  second  membre,  qui  est  l'inté- 
grale d'une  fonction  continue  d'y,  est  bien  déterminé,  même 
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pour  5  =  00  ;  il  en  est  donc  de  même  pour  le  premier  qui  est 
constamment  égal  au  second,  et  l'on  a 

dx    /     f{.v,y)dy=  du  f(w,y)dx.     (10) 

^  c  '       ^  c  ^  a 

On  verrait  de  même  que 

/       d.v    /       f{cc,y)dy=    I       dy    /       fi^,  y)da:.    (11) 


I  <w 


189.  Les  formules  qui  ont  été  établies  dans  les  deux  numé- 
ros précédents  sont  parmi  les  plus  utiles  de  l'analyse.  Il  en 
résulte  une  nouvelle  méthode  pour  le  calcul  des  intégrales 
définies.  De  plus  les  conditions  de  continuité  dans  lesquelles 
elles  ont  été  établies  étant  impératives,  si  l'on  constate,  dans 
certains  cas,  qu'une  des  égalités  (8)  à  (11)  est  remplacée  par 
une  inégalité,  on  pourra  affirmer  que  cette  inégalité  tient  à  ce 
que  la  fonction  à  intégrer  est  devenue  infinie  dans  le  champ 
de  l'intégration. 

1 90.  C'est  ainsi  que  Gauss  a  démontré  le  théorème  fonda- 
mental de  l'algèbre  :  Toute  équation  algébrique  à  coefficients 
réels  ou  imaginaires  a  au  moins  une  racine  réelle  ou  imagi- 
naire. 

Soit  l'équation 

¥{cG)  =  k^x"'  H-  Aj.iy»-'  4-  ...  -t-  A^,a;'« -i'  4-  ...  -h  km  =  0     (12) 

Désignons  par  p^^  et  a^^  le  module  et  l'argument  du  coefficient 
Kp  et  soit 

X  =  p(cos  co  +  î  sin  w). 

L'équation  (12)  pourra  s'écrire 

F(a-^)=  ^  PiJ?'"-^'  I  cos  [a^  4-(w— p)oj  J  4-  ^'sin  [a^j4-(w  —pY'^]  |  =0, 
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OU  encore 

F  -i-Qi  =  0, 

si  l'on  pose 

P  =r  p^p'"  cos  (a^  +  iïiM)  +  ...  +  pj,Q"'—i'  cos  [^a^,  -1-  {)n  —  p)^], 
Q  =  PjjP'"  siii  (a,)  +  7niJi)  -h  ...  H-  Pi,p"'~^'  sin  [a^^  +  [m  — />)w]. 

D'après  les  propriétés  connues  des  imaginaires,  l'équation 
(12)  ne  pourra  être  vérifiée  que  si  l'on  a  en  môme  temps 

P  =  0,        Q  =  0, 

ou,  ce  qui  revient  au  même  puisque  maintenant  toutes  les 
quantités  sont  réelles,  si 

P^  +  Q2  =  0. 

Or  la  quantité  P^  h-  Q^  figure  en  dénominateur  à  des  puis- 
sances différentes  et  figure  seule  dans  les  dérivées  successives 
de  la  quantité 

V  =  arc  tang  j-r , 

les  numérateurs  étant  holomorphes. 

Si  l'on  peut  démontrer  que  fune  de  ces  dérivées  devient 
infinie,  le  théorème  sera  démontré.  Pour  cela  nous  ferons 
usage  de  la  remarque  qui  termine  le  n°  186  et  nous  montrerons 
que  les  deux  intégrales 


—  dut       et 


prises  dans  un  champ  d'intégration  convenable  n'ont  pas  la 
même  valeur.  Les  limites  des  intégrales  seront,  pour  p,  0  et 
une  valeur  suffisamment  grande  R,  pour  w,  0  et  27:. 
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Calculons  d'abord 


On  a 


0  ^_P  _  P  ^J 

les  lignes  trigonométriques  qui   figurent  dans  P,  Q,  --  et  — 

prenant  la  même  valeur  pour  w  =  0  et  pour  w  :=  2'!t  ;  il  en 
résulte 

i2n: 


m>^' 


quel  que  soit  p,  et  par  suite 

.,-,2:: 


0. 


Calculons  maintenant 


On  a 


0  ^  -  P  ''^ 
ôV  ùoj  ()(o        —  mpop 


ôco  p-  -i-  (J2  p,-;p2 


les  termes  non  écrits  dans  la  dernière  fraction  sont,  en  p,  de 
Jegré  inférieur  à  2m.  On  sait  que,  pour  p  infini,  la  fraction 
a  pour  limile  —  m  ;  on  peut  donc  trouver  une  valeur  R  de  p 
assez  grande  pour  que  la  fraction  ditTère  de  sa  limite   d'une 


2o4  CHAPJTRE    VI 

quantité  moindre  que  tout  nombre  e  fixé  d'avance.  Nous 
choisirons  cette  valeur  pour  limite  supérieure  de  noire  intégra- 
tion par  rapport  à  p  :  comme  on  a  évidemment,  pour  p  =  0, 

on  a,  toujours  pour  p  =  0, 


et 


r'~r 


=    W    -T-    T., 


Y,  étant  une  fonction  de  (o  certainement  inférieure  à  t  en  valeur 
absolue.  Par  suite 


7  r^v]^      .       /    , 

«col I        ■=z   l-m    -f-       /  TjC/oj. 


Mais  il  résulte  du  premier  théorème  de  la  mçyenne  que  l'on 
a  évidemment 

r^doi  <^  2t:£  ; 

'0 

s    pouvant    être  pris    aussi    petit  que  l'on   veut,    l'intégrale 

I       '^^"^    S~  0  ^iffè'^^  P^^  ^^  —  ^"^^  '■>  ^^^^  yi^GS,t  pas  nulle  et, 

^  0  ' 

par  const-quent,  n'est  pas  égale  à    1      dp   1       - — -  dio,  ce  qui 

démontre  le  théorème.  Il  en  résulte  en  effet  que^  pour  une  ou 
plusieurs  valeurs,  d'ailleurs  inconnues,  de  o  et  de  to,  P^+Q''^ 
et  par  suite  F{x)  est  nulle. 
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191.  L'emploi  des  intégrales  doubles  va  encore  nous  four- 
nir la  démonstration  la  plus  simple  de  Timportante  formule  (44) 
du  chapitre  IV  que  nous  avons  établie  assez  péniblement  au 
n"  139. 

L'intégrale  Eulérienne  de  deuxième  espèce  devient,  si  l'on 
pose  X  =  y-, 

00  ce 

r(p)  =    /       soP-^e-'''doo  =  2   j       ifi'-^e-y^dy, 

Multiplions  les  deux  membres  par  2.x-'i-^e-'--dx,  et  inté- 
grons entre  zéro  et  l'infini  ;  il  vient 


r(p)%)  =  4    /       x-'i-^e-'-dx   j       y^-i>-^e- yMy\ 
ce  que  nous  pouvons  écrire 

le  champ  de  l'intégration  étant  toute  la  portion  du  plan  des 
xy  comprise  dans  l'angle  xoy.  Introduisons  maintenant  des 
coordonnées  polaires  par  les  formules 

a?  =  p  cos  co,       y  =  p  sin  oj, 
dxdy  =  pdpddi  ; 

la  formule  précédente  deviendra 

T(p)T{q)  =  4Spî^'  +  3-'sin2'?-^a)  cos-^'- ^o^e-^^dpdM 

Pour  couvrir  tout  le  champ  de  l'intégration,  il  faudra  faire 
varier  p  de  0  à  oo  et  w  de  0  à  ^  ;  on  pourra  donc  écrire 

X  00 

r(2J)r('Z)=4    i      sin25- 'w  cos=i^-^ojc/w    I       pv-Vq-iQ-^^dp. 
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La  dernière  intégrale  a,  d'après  ce  qui  précède,  pour  valeur 
1 
9  ^(P  +  ç)  I  on  a  donc  enfin 


co  cos'i'-'locLo  =  ^M^l  (13) 


Le  premier  membre  représente  (n*^  133,  form.  41  bis)  B{p,q). 
On  retrouve  ainsi  l'égalité 

Bip  a)  =  ^Mlk) 

103.  A  la  vérité,  la  démonstration  précédente  laisse  à  dé- 
sirer^ au  point  de  vue  de  la  rigueur,  parce  que  nous  avons 
raisonné  comme  si  le  champ  de  l'intégration  étaitfmi.  Mais,  en 
remarquant  que  les  quantités  sur  lesquelles  porte  l'intégration, 
cc-'i-^e-'-,  if-i>-^e-y^-,  f  +  'i-'^&m^'i-^oi  cos2^'-*we-p2,  tendent 
toutes  très  rapidement  vers  zéro  pour  x,y  ou  p  infinies,  le  lec- 
teur admettra,  sans  que  nous  insistions  autrement,  que  dans 
l'exemple  actuel,  il  n'y  a  pas  eu  inconvénient  à  étendre  à 
l'infini  les  limites  du  champ  d'intégration.  11  en  sera  de  même 
dans  plusieurs  des  exemples  suivants  ;  nous  reviendrons 
d'ailleurs  sur  ce  sujet,  (n°  199). 

Nous  allons  encore  faire  quelques  applications  ;  nous  obtien- 
drons ainsi  soit  de  nouvelles  intégrales,  soit  des  résultais 
déjà  obtenus  par  d'autres  méthodes. 


193.  Soit  I  =    /       G-'-dœ.  Multiplions  les  deux  membres 

«^  0 
de  celte  égalité  par  e-'/-c??/ et  intégrons  de  0  à  oo  ;  nous  obtenons 


I    /       e-y-dij  =^V=   I       e    y-dy   j       e-'^'^dx 
0  «^0  «-^  0 
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OU,  en  opérant  comme  au  n°  191, 

Les  inlégràtions  peuvent  maintenant  être  effectuées  et  l'on 
trouve 


/M  T 

•A 
I  —  ^' 


ce  qui  est  le  résultat  connu. 
194.  Considérons  l'égalité 


g— "^'  sin  hxclcc 


a^  -\-  h"* 


qui  s'obtient  en  intégrant  deux  fois  le  premier  membre  par 
parties,  sous  la  condition  a  >■  0.  En  intégrant  les  deux 
membres  de  celte  égalité  par  rapport  à  a  entre  les  limites  a  et 
P  et  effectuant  pour  le  premier  membre  l'intégration  sous  le 

signe  / ,  on  trouve 


»7D 


sin  hxdx  =  arctg  ^  —  arctg  y  ; 


faisons  croître  p  à  l'infini  et  tendre  a  vers  zéro.  Nous  obtenons 
la  formule  connue  (n°  70) 


sin  hx    ,  TT 

CIX  =  7;  , 

X  2 


Calcul  infihitésimal  lî 
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à  condition    que   b  soit  positif  ;  sans   quoi  arctg  ^   tendrait 


vers 


2' 
195.  Soit  encore  à  évaluer  l'intégrale 


I  =:     /  ^ -——-    dx,  (14) 


a  et  p  étant  deux  nombres  positifs.  Nous  nous  appuierons  sur 
ce  que  l'on  a  évidemment 


i=   /      e~^-ydij,  (15) 


0 

ce  qui  permet  d'écrire  ainsi  l'égalité  (14) 


<[ 


1=  (e-a^_e-.-i^)    /       6-^Z/t^y 


dx. 


Le  facteur  e~'^^  —  e'^'^,  indépendant  de  la  variable  y,  peut 
être  introduit  sous  le  second  signe  /  :  intervertissant  alors 
l'ordre  des  intégrations,  nous  trouvons  successivement 


>oo  /^co 


l^  dy    l       [e-^'^  +  yy-^  —  e-^^  +  y^'^^lx 

0        .    «^0 


1  1  ,    ; 

dy 


'0 


log  " . 
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196.  Nous  établirons  enfin  deux  intégrales  célèbres,  ren- 
contrées par  Fresnel  dans  l'étude  de  la  diffraction. 

1=1  CO?,CG"dx, 

J  =    /       sin  03-dx. 
Posons  x"  =  y\  elles  deviennent 


I  =  -    /       cos  y  -^,         J  =  ô    /       sin  ij  ^-jL. 

^  J  vy  -  /  vy 


Mais  on  a  (n''  75) 


-L  =  A    /      e-''%la.  (i(3) 

VU       V-  r 


^  -0 


On  en  déduit 


I  =  —    /       di/    I       e     ^^'y  cos  yda, 
an,  en  intervertissant  l'ordre  des  intégrations, 
l  = -;=.   I      da    j      e~'^'^  cos  ydy. 

La  dernière  intégration  peut  maintenant  s'effectuer;  il  suffit 
d'intégrer  deux  fois  par  parties  pour  obtenir  la  valeur 
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La  méthode  de  de'composition  d'une  fraclion  rationnelle  en 
fractions  simples  montre  que 

a  a 

«2  ~  ïsfi  T^i 


1  H-  a-       ci-'^asIÎ-^-ï.      a-  —  a\/2  -i-  i' 
On  peut  de  nouveau  intégrer  par  rapport  à  a  et  l'on  trouve 

(17) 


On  trouverait  de  même 


J  =    /       si  II  rtt-dx  r=  — ~ 
I  2v/2 

^0 


(18) 


Le  lecteur  remarquera  les  formules  (15)  et  (1 6)  qui  permettent 

11 

de  remplacer  -  ou  —  par  des  intégrales  définies  ;  c'est  un  des 

procédés  de  transformation  les  plus  féconds. 

Nous  ajouterons  que,  si  la  formule  (16)  n'avait  pas  été 
expressément  établie  en  supposant  réelles  ;  les  quantités  qui  y 
figurent  et  s'il  avait  été  permis  d'y  faire  y  =^i  =  \/  —  1,  celte 
formule  aurait  donné  immédiatement  les  intégrales  cherchées.. 

En  effet,  on  obtiendrait  ainsi 


r 


la^^-     1_./^1- 


«^'  0 

comme  e"~'^'*  =  co3  a^  —  i  sin  a-,  il  suffit  de  séparer,  dans 
la  formule  précédente,  les  parties  réelles  des  parties  imagi- 
naires  pour  retrouver  les  formules  (17)  et  (18). 
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Du  clmiigeiiieiit  de  variables  dans  les  intégrales 

doubles 


197.  Nous   avons   déjà  vu   que,   dans  la  transformation 
des  coordonnées  cartésiennes  en  coordonnées  polaires,  l'in- 


tégrale 


se  transforme  en 


S/" (a?,  ij)dœdij.  (19) 


(20) 


S/'(p  C03  to,  p  sin  Lù)pdacho. 

Les  considérations  géométriques  qui  nous  ont  servi  à  établir 
cette  transformation  peuvent  êlre  employées  quelles  que  soient 
les  coordonnées,  car  il  sullitd'évaluer  dans  ces  nouvelles  coor- 
données Télément  de  surface. 

Soient 

X  =  o(u,  v)  ) 

y  =  Wh  v)  ) 

les  formules  qui  relient  les  coordonnées  cartésiennes,  suppo- 
sées rectangulaires,  aux  nouvelles  coordonnées  {k,  v).  Appe- 
lons ^,  y  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan  situé  à  l'inter- 
section des  courbes  u  ==  c'%  v  --=  c}";  x  -\-  dx,  y  +  dy  les  coor- 
données d'un  point  M' infiniment  voisin  sur  la  courbe  to  =  c*""; 
ûo  -\-  ox.  y  -h  oy  celles  du  point  M"  de  la  courbe  v  --=  c*"  inlini- 
ment  voisin  de  M.  On  sait  que  l'aire  du  parallélograme  infini- 
ment petit  qui  a  pour  sommets  JM,  M'  et  M"  a  pour  expression 
le  module  du  déterminant 

\:o  y  1 

h^!  4-  o?a;       y  -h  di/       l 
I  .V  -t-  ox       'J  -h-  oy        \ 

c'est-à-dire 

I  d.roy  —  oxdy  \  . 

Sur  la  courbe  u  =  c^%  on  a 

dx  =  -•-  dv,       du  =  \^-  dv  ; 
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sur  la  courbe  v  =  c'«, 


o:c  =  -^  du, 


"U 


-^  du. 


Si  donc  on  désigne  par  |  J  |    le  module  du  jacobien  des  va-.  * 
riables  ^  et  y  par  rapport  à  u  et  v, 


i\o 

i\'f 

bu 

dV 

015 

Faire  du  parallélogramme  infiniment  petit  aura  pour  exprc^" 
sion  I  J  I  du  dv,  et  l'intégrale  double  (19)  se  transformera  dans 
la  suivante 


S/"[cp(i^,u),  <l{u,v)']  I  J  I  dudv. 


(21) 


198.  Nous  allons  établir  la  môme  transformation  sans  invo- 
quer des  considérations  géométriques  ;  la  méthode  pourra  être 
ainsi  étendue,  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 
Nous  supposerons  essentiellement  qu'à  un  système  de  valeurs 
de  X,  y  correspond  un  seul  système  de  valeurs  de  it,  v  et  réci- 
proquement; de  plus  le  jacobien  J,  déflni  au  n°  précédent,  n& 
s'annule  pas  dans  le  champ  de  l'intégration. 

L'intégrale  (19)  peut  s'écrire, 


f{x,y)dx 


(22) 


en  n'écrivant  pas  les  limites,  pour  plus  de  simplicité.  Dans  la 
première  intégration  à  effectuer  y  est  supposé  constant  ;  la  seule 
variable  est  x.  Remplaçons-la  par  la  variable  u,  ce  qui  est  un 
changement  de  variables  ordinaires  (n°  29);  l'intégrale  (22) 
devient 


/"LX^'.y)»  y]  ^  <^u, 
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la  substitution  étant  définie  par  les  formules  (20)  dans  les- 
quelles il  faut  supposer  y  constante,  ce  qui  permet  de  consi- 
dérer V  comme  une  fonction  de  u  définie  par  la  deuxième 
équation  (20).  La  première  équation  (20)  donne 


dx 
du 

do          do     , 

=3  -i  H-  -J-  v\ 

du          dV      ' 

et  la  deuxième 

0  = 

d'b         d'I     , 

on  en  tire 

dx        J 

dit        ô(L' 

Notre  intégrale  peut  ainsi  s'écrire 


''J 


/■[?(«,").  y]  ^,j^du 


ùv 

ou 


J 


du    I   fb[i^,v),y']^dy. 


^v 


Dans  cette  dernière  intégration,  il  faut  commencer  par  sup- 
poser u  constant  ;  on  peut  alors  remplacer  y  par  v  a  l'aide  de 
la  seule  formule 

y  =  ^{u,v). 

C'est  de  nouveau  un  simple  échange  de  deux  variables  ;  di/ 
doit  être  remplacée  par  -^  dv  et  l'intégrale  devient 

du    I   f[(f(ii,v),  <li(u,vy]Jdv 
=  Sf\_o(u,v),  ^{u,v)]  idudv, 
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ce  qui  est  bien  la  forme  (21),  avec  cette  différence  cependant 
que  nous  obtenons  J  au  lieu  de  |  J  |  .  La  raison  de  celte  dif- 
férence est  que,  dans  le  n"  précédent,  du  et  dv  étaient  essen- 
tiellement positifs  ;  ici  Tégalité 

dii  =  — ^  dv, 

par  exemple^  peut  fairô  correspondre  à  un  accroissement  posi- 
tif de  la  variable  ij  un  accroissement  négatif  pour  v.  La  règle 
à  suivre  est  facile  à  établir  ;  supposons  en  effet  que /"(a^,!/) ^  l. 
L'identité  obtenue  se  réduit  à 

Sdse  dy  =  Sidit  dv 

Le  premier  membre  étant  essentiellement  positif,  il  doit  en 
être  de  même  du  second  ;  le  produit  3du  dv  doit  donc  toujours 
être  pris  avec  le  signe  plus. 

La  démonstration  précédente  pourrait  laisser  un  doute  dans 

l'esprit  du  lecteur  à  cause  du  facteur  —  qui  y  a  été  introduit  et 

qui  pourrait  s'annuler  en  quelques  points  ;  mais  il  est  clair  que 
le  cbangement  de  variables  pourrait  être  dirigé  de  manière  à 

remplacer  x  par  v,  ce  qui  introduirait  la  dérivée -y^.  Le  jaco- 

bien  étant  supposé  différent  de  zéro,  l'une  ou  l'autre  de  ces 
dérivées  sera,  pour  un  poiat  donné,  différente  de  zéro,  et  la 
démonstration  pourra  toujours  être  faite. 


Des  cliscoiîlhisiités  et  des  eliaiiips  îiifînis 

199.  La  fonction  à  intégrer  peut  devenir  intinie  en   un 

1  . 

point  (par  exemple  7X3: — i  à  l'origine)  ou  en  tous   les  points 

d'une  ligne  (par  exemple — ^^^7-  le  long  de  la  droite  œ  =y).  Le 

cbamp  de  l'intégration  peut  lui-même  être  infini,  comme  nous 
en  avons   rencontré  des  exemples.  Tout  ce  qui  précède  n'a 
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alors  de  sens  que  si  les  diverses  intégrales  que  nous  avons 
rencontrées  ont  des  limites  bien  déterminées  et  indépendantes 
de  la  manière  dont  le  champ  devient  infini  ou  du  chemin  suivi 
par  le  point  {x,y)  en  convergeant  vers  le  point  de  discontinuité. 
Or  il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'il  en  soit  ainsi  en  général. 
Pour  préciser  ce  point  au  moins  par  un  exemple,  considérons 
l'intégrale,  envisagée  par  Cayle}^ 

•      S  sin  (.«^  -^  /y^)T  (23) 

étendue  au  champ  inlîni  compris  dans  l'angle  xoy  :  si  l'on 
exprime  Faire  7  par  des  coordonnées  rectilignos,  on  pourra 
écrire  l'intégrale  (23] 

r 

dx    I       sin  (x-  -+-  ij-)dij 

^-»X<  /-èOO  /'ÎVD  /'-»70 

/       sin  j:-d.r    I       cos  y-di/  -H    I       cos  .x-d.':    j       siti  i/dfj. 

i/o  '--'O  <■'  0  ^  0 

Les  différenls  intégrales  qui  figurent  dans  celte  somme  ont 

été  calculées  (formules  17  et  18)  ;  la  somme  a  pour  valeur  )\ 

Employons  maintenant  des  coordonnées  polaires  ;  l'intégrale 
(23)  peut  s'écrire 


S  sin  çi^.odpdf)  =    j      dAo    j       sin  o-.pdp 

0  t^O 

r=  ^-  (1   COS  00  )  ; 

cette  expression  est  entièrement  indéterminée.  La  différence 
des  résultats  obtenus  tient  à  ce  que,  dans  la  somme 

S  sin  (a;^  -f-  y-), 

figurent  une  infinité  d'éléments  qui,  pour  x,  y  ou  p  infinies. 
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prennent  des  signes  quelconques  et  se  groupent  d'une  manière 
absolument  arbitraire. 

Il  est  impossible  de  formuler  aucune  règle  générale.  Mais 
voici  deux  résultats  particuliers,  analogues  à  ceux  établis  pour 
les  intégrales  simples,  et  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

300.  Si,  à  r extérieur  cïiin  cercle  de  rayon  B,  le  module  de 
f  {Xy  y)  demeure  inférieur  à  Af~  ^,  A  étant  un  nombre  fixe  et  a 
étant  supérieur  à  2,  Vintéyrale 

I  =  "^fioG,  y)^, 

a  un  sens  bien  déteiminé. 

La  partie  I^  de  I  qui  correspond  aux  parties  intérieures  à  tout 
cercle  de  raj^on  fini,  est  finie  et  déterminée  par  hypothèse.  A 
l'extérieur,  écrivons  le  reste  de  l'intégrale 


En  vertu  des  hypothèses  faites,  on  aura,  pour  toute  région 
extérieure  au  cercle  de  rayon  R, 


J 


I        d.o    /       -  ?d?, 

M.,  fy     ûr. 


ou 


1  /  /      1  1      \ 


Or  on  peut  prendre  o^  et  p^  assez  grands  pour  que  les  deux 
fractions  précédentes  soient  inférieures  à  tout  nombre  s  fixé 
d'avance  ;  on  aura  donc,  a  fortiori 

l  ^ 
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La  quantité  I^  tendant  vers  zéro,  I^  a  une  limite  bien  déter- 
minée, ce  qui  démontre  le  théorème. 

301.  Si  une  fonction  f{x^  y)  est  infinie  an  i^oint  M,  mais  si 
pour  tout  point  à  Vintérieur  d'un  cercle  ayant  pour  centre  le 
point  M  et  pour  rayon  R,  on  a 

.  (  k  constante 

mod.  f{x,  y)  <i-^,  <  a  -<  2 

'^  (  p  distance  au  point  M, 

rintéyrale  sera  encore  bien  déterminée. 

Il  suffît  évidemment  de  considérer  la  partie  de  la  somme  S 
qui  correspond  à  l'intérieur  du  cercle  ;  cette  partie  peut  s'écrire 

^    0  *-  0 

Elle  est  inférieure  en  valeur  absolue  à  la  quantité 

^-prfp  =  ^-R2-«. 
a  r    ,  2  —  Cf. 


qui  est  finie.  L'intégrale  I  est  donc  finie. 

203.  Supposons  enfin  qu'il  y  ait  une  ligne  de  disconlinuité 
L  et  que  Ton  puisse  tracer  deux  lignes  parallèles  Lj  et  L^ 
comprenant  L  et  telles  que  pour  tout  point  du  plan  compris 
entre  les  deux  lignes  on  ait 

u 

w  étant  la  distance  du  point  {x,  y)  à  la  ligne  L,  A  une  constante 
et  a  un  nombre  inférieur  à  un.  Je  dis  que  l'intégrale  double 
(19)  aura  encore  une  valeur  finie  pour  tout  champ  fini  traversé 
ou  bordé  par  la  ligne  L. 
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En  effet,  prenons  comme  coordonnées  la  longueur  OP  =  u  de 
la  ligne  L  comptée  à  partir  d'un  point  0  de  cette  ligne  et  la 


FiG.  20 

distance  PM  =  w  du  point  M(^',  y)   à  la  ligne  L.   L'intégrale 
double  à  effectuer  est 

S/'(a%  //)  I  J  I  dudv, 

et,  pour  toute  la  portion  du  champ  comprise  entre  Li  et  L,  ,1a 
partie  correspondante  de  l'intégrale  sera  inférieure  à 


J  I  dudv. 


(24) 


Calculuns   |  J  {  ;  la  courbe  L  a  pour  équation 

y  =  ^(^)-  ) 


(25) 


Nous  supposons  qu'elle  ne  présente  aucune  singularité  dans 
le  champ  de  l'intégration.  La  normale  en  un  point  aura  pour 
équation  (tome  1,  n*^  288) 


X  —  a? Y  — •  // ^i 


(20) 


le  troisième  rapport  étant  écrit  en  remarquant  que,  en  verlu 
de  la  définition  de  ii^  on  a 


w  =  V'(X  -  o;)^  +  (Y  -  y)^ 
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Les  formules  de  transformation  sont  donc. 


A  =  C 


Y    =    'L T. 


y/cp'^  -h  «l-' 


nous  n'avons  pas  écrit  la  variable  w,  dont  dépendent  exclu- 
sivement o,  4-,  o',  -y,  pour  simplifier  l'écriture.  Le  jacobien  J  a 
pour  expression 


o'2  _!■  ^'2  _  ^^(,y^^^  _  ,^'y^ 

et  l'intégrale  double  (24)  devient 


, f^y /      I  ?'-  -f-  4-"  —  ii(o'y  —  o'f  )  I  c^« 


En  effectuant  la  dernière  intégration,  on  trouve 


et  celte  expression  demeure  finie,  quelque  petits  que  soient  îd 
et  11-2  parce  que  a  <  1  ;  appelons-la  V.  Il  reste  à  calculer 


quantité  évidemment  finie;  car  cp'  et  4'  ne  peuvent  s'annuler  en 
même  temps.  La  proposition  est  donc  établie. 

303.  Si  la  fonction  à  intégrer  contient  un  paramètre  arbi- 
traire, on  pourra  encore,  comme  pour  les  intégrales  simples, 
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et  SOUS  les  mêmes  conditions  de  continuilc,  intégrer  et  diffé- 
rentier  sous  le  signe  S,  c'est-à-dire  qu'on  aura 


Intégrales  de  surface 

204.  On  est  souvent  conduit  en  physique  à  considérer  une 
autre  espèce  d'intégrales  doubles  dont  nous  devons  dire  quel- 
ques mots  et  qu'on  peut  considérer  comme  une  généralisation 
des  intégrales  curvilignes.  Auparavant  quelques  définitions 
seront  nécessaires.  Considérons  de  nouveau,  comme  au 
n°  178,  une  portion  de  surface  (S)  limitée  par  un  contour  C 
et  telle  que  toute  parallèle  à  oz  ne  rencontre  (S)  qu'en  un 
point;  soit  encore  F  la  projection  de  C, 

l'équation  de  la  surface  (S). 

Nous  supposerons  que  la  surface  considérée  ait  deux  côtés, 
c'est-à-dire  que,  si,  pour  un  instant,  on  la  suppose  matérialisée, 
deux  insectes  placés  pieds  contre  pieds  au  même  point  mais 
de  part  et  d'autre  de  la  surface  ne  pourront  se  rejoindre  sans 
passer  parles  bords,  quelque  chemin  qu'ils  suivent  (*). 

C)  Il  existe  des  surfaces  qui  n'ont  qu'une  face,  par  exemple  celle  qui 
est  représentée  ci-dessous  et  qu'on  peut  réaliser  facilement  avec  une 
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bande  de  papier  :  il  suffit  de  replier  la  bande  de  manière  qu'en  rappro- 
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La  demi-normale  issue  d'un  point  M  de  (S),  une  fois  fixée, 
le  côté  vers  lequel  on  la  mène,  ne  pourra  jamais  venir  coïnci- 
der avec  la  demi-normale  opposée,  quelque  chemin  que  par- 
coure le  point  M.  Menons  la  d'abord  du  côté  où  elle  fait  avec 
les  z  positifs  un  angle  aigu,  et  soit  y  cet  angle.  En  vertu  de  nos 
hypothèses,  pour  tous  les  points  de  (S),  cet  angle  demeurera 
aigu,  et  Ton  aura  partout,  en  désignant  par  ch  un  élément  de 
la  surface  (S) 

da:  dij  =  d'y  ces  y  (27) 

en  grandeur  et  en  signe.  On  aura  donc  aussi 

So{x,ij,2)  dx  d]i  ■=  ^Q{x,i],syh  cos  ■(,  (28) 

z  ayant  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  la  surface  (S). 

A  l'intégrale  précédente,  on  peut  attacher  une  intégrale 
égale  et  de  signe  contraire  ;  c'est  celle  pour  laquelle  en  chaque 
point  de  (S)  on  considérerait,  au  lieu  de  la  demi-normale  en- 
visagée, celle  qui  lui  est  directement  opposée.  L'angle  yi  de 
cette  demi-normale  avec  oz  serait  obtus,  et  cos  Yi  serait  négatif. 

"ZQ^.  Considérons  maintenant  une  surface  fermée  convexe, 
de  la  forme  d'un  ellipsoïde  par  exemple.  La  courbe  de  contact 
du  cylindre  circonscrit  parallèle  à  oz  partage  la  surface  en  deux 
parties  (Sj)  et  (Sj).  Sur  Tune,  (Sj),  la  demi-normale  eoT/er/ewré 
fait  avec  oz  un  angle  aigu;  sur  (Sg)  l'angle  de  o^  avec  la  demi- 
normale  extérieure  est  obtus.  L'intégrale  double 

S(s)ç(â',?/,s)c?c7  COS  Y 


chant  les  bords  extrêmes,  la  face  externe  d'un  bord  coïncide  avec  la  face 
interne  de  l'autre.  Le  lecteur  verra  facilement  qu'en  partant  du  point 
visible  A  et  se  tenant  par  exemple  à  égale  distance  des  deux  bords,  le 
chemin  viendra,  après  avoir  disparu  quelque  temps,  reparaître  en  B,  G 
puis  D  pour  finalement  revenir  en  A,  mais  du  côté  invisible  :  on  a  donc 
passé  de  la  partie  visible  en  A  à  la  partie  invisible  sans  avoir  jamais 
changé  de  côté. 
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étendue  à  toute  la  surface  (S)  se  compose  donc  de  deux  parties  : 
l'une,  que  nous  désignerons  par  la  notation 

pour  laquelle  l'élément  dn  cos  y  est  toujours  positif,  l'autre 

S(s2)¥(^>î/.-)c?<r  cos  Y- 

qui  correspond  aux  éléments  'négatifs.  En  d'autres  termes,  en 
revenant  à  l'expression  cartésienne  des  difTérentielles  (suppo- 
sées essentiellement  positives),  on  aura 

S(s)(f(^,?/,s)c?c7  cos  Y  :=  S(sj)ç(a!,î/,xr)c?â;  dij  —  ^{s^Y^[oo,y^z)dx  dy.  (29) 

Le  premier  membre  de  cette  égalité,  que  nous  appellerons 
l'intégrale  double  prise  du  côté  extérieiir  de  la  surface^  repré- 
sente donc  d'une  manière  concise  une  difîérence  de  deux  inté- 
grales doubles.  Nous  admettrons  encore  qu'on  peut  représenter 
la  même  quantité  par  la  notation 

S(s)cp(,r,î/,s)(fr(7  dy  ;  (30) 

mais  celte  fois  les  différentielles  dx,  dy  pourront  être  néga- 
tives. Avec  la  même  extension  nous  emploierons  encore  la 
notation 


^{,c,y,z)dx  dy.  (31) 


206.  Supposons  par  exemple  que  ^ix,y,z)  se  réduit  à  z.  La 
formule  (29)  devient 

S(s),îo?a  cos  Y  =  Sis{)zdo:  dy  —  S(s.^)zdx  dy.  (32) 

Mais  S(sj)  représente  le  volume  compris  entre  la  surface  (S,),  le 
plan  des  xy  et  le  cylindre  circonscrit  à  (S)  parallèlement  à  os; 
le  deuxième  terme  du  second  membre,  dans  l'égalité  (32), 
représente  un  volume  analogue  limité  à  (S^).  La  différence  de 
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ces  deux  volumes  n'est  autre  chose  que  ïe  volume  intérieur  à 
la  surface  (S)  ;  l'on  a  donc  par  une  expression  unique  et  très 
simple 

V  =  volume  de  (S)  =  Qz-ch  cos  y- 

Ainsi  considérons  un  hémisphère  ayant  son  centre  à  l'origine 
et  pour  rayon  11.  Nous  déterminerons  un  point  de  la  surface 
par  l'angle  y,  et  par  l'angle  '\>  que  fait  le  plan  qui  contient  le 
point  et  l'axe  oz  avec  le  plan  zox.  On  a  alors 


=  R  cos  7         ch  =  Rd(R  sin  -(.clli 


d'où 


Y  =  R^  d'!^    j      sin  Y  cos2YC^; 

t/ 0  ^0 

=  -y-    *      (sm  Jy  +  sin  y)«Y  =5  '^R  • 

SOT.  On  pourrait  de  même  considérer  des  intégrales  de 
surface 


'h{a),ij,z)d^dx,  I      I    ■/J,v,t/,c.)dijdz, 


*y       *- 


«tendues  à  toute  la  surface  qui  a  pour  équation 

ou  mieux 

¥{x,y,z)  =  0. 

Enfin  l'on  rencontre  souvent  dans  la  physique  mathématique 
des  expressions  telles  que 


.1] 


^{oo,y,z)dxdy  4-  'I>(.^;,?y,  z)dzdr  h-  y{x,y,z)dyds  J     (33) 
Calcul  infixitésimal  18 
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OÙ  figurent  trois  intégrales  de  surfaces,  et  qui  sontelles-mênies 
des  intégrales  de  surface. 

En  désignant  par  a,  p,  y  les  angles  que  fait  la  demi-normale 
extérieure  avec  les  axes  de  coordonnées,  on  peut  encore  écrire 
une  pareille  intégrale 


(/  cos  ot.  -\-  lii  cos  p  -h  '^  cos  -()d<y. 


M.  Emile  Picard  a  étudié  ces  nouvelles  intégrales  et  notam- 
ment a  donné  la  condition 

^_i  +  ^i_^^X_0.  (34) 

'Ù2  <)1J  (>.V  ^      ^ 

pour  qu'elles  ne  dépendent  que  du  contour  C. 

On  démontre  alors  que  »,  <h,  y  peuvent  être  mises  sous  la 
forme 

^         hy        Oii'        ^  ~'  '07C        ri2  '        ^'        i>0        (1?/* 

Nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  des  démonstrations. 
Nous  n'aurons  d'ailleurs  à  considérer  que  des  intégrales  rem- 
plissant ces  conditions,  car  ce  sont  celles  que  l'on  rencontre  le- 
plus  fréquemment  en  physique  mathématique. 


Traiisforiiialîoiis  crinlég-rales  de  surface 
en  intégrales  curvilignes 

SOS.  Démontrons  d'abord  une  formule  d'un  usage  fréquent,, 
et  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  formule  de  Green  sur 
laquelle  nous  reviendrons  plus  loin. 

Soient  P  et  Q  deux  fonctions  d'^  et  \Vy  continues  et  uni- 
formes dans  une  aire  plane  ;  soit 


-)  dxdtf 
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une  intégrale  double  étendue  à  cette  aire,  et  soit  C  la  courbe 
fermée  qui  entoure  celte  aire.  On  a,  en  supposant  yi  <;  y^* 

^  dy  =  P{cc,ij,)  —  P(:c,i/,)  :      ,     . 


l/i 


De  même 


avec  A\  <  CV.2. 
Donc 


c 


Mais,  si  l'on  tourne  dans  le  sens  trig'onométrique  sur  le 
contour  C,  on  a  pour  valeur  des  intégrales  curvilignes  sui- 
vantes : 

/    Pdx  =    /      [P{:e,;jO  —  P(x,y,)J  dx 
La  valeur  de  I  est  donc  donnée  par  la  formule 


(^1  _  gj  o.xdy  =  -         {Vclx  +  Qd;j)  ■  (35) 


Telle  est  la  formule  que  nous  voulions  établir  et  qui  trans- 
forme une  intégrale  double  en  une  intégrale  curviligne.  En 
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réalité,  elle  suppose  que  le  contour  G  n'est  rencontré  par  des 
parallèles  aux  axes  qu'en  deux  points  ;  mais  il  est  facile  do 
montrer  qu'elle  subsiste  dans  tous  les  cas. 

Soit,  par  exemple  la  courbe,  ci-contre  ;  il  suffit  de  la  découper 
par  des  droites  ou  courbes  telles  que  AB,  BC,  DE  pour  que 
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dans  chaque  aire  partielle  la  condition  précédente  soit  réalisée. 

L'intégrale   double  sera  la  somn:ie  d'intégrales  étendues  à 

chacune  des  aires  et,  d'après  la  formule  (35),  aura  pour  valeur 


■f-f'f-f- 

•^  AB         *-'  BMA        *^  ACB        *-"    BA 


La  première  et  la  quatrième  se  détruisent  :  il  ne  reste  finale- 
ment que 


(Pdco  -h  Qdy). 


Nous  pouvons  remarquer  en  passant  que  la  formule  (35) 
permet  de  retrouver  un  résultat  établi  n°  100.  Pour  que  l'in- 
tégrale curviligne 


{Pdu  -^-  Qdy) 
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soit  nulle  sur  tout  contour  C,  il  faut  et  il  suffit  que  le  premier 
membre  de  l'équation  (35)  soit  nul  en  tout  point  pris  à  l'inté- 
rieur du  contour,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

309.  La  formule  s'étend  aisément  a  une  portion  de 
surface  courbe  quelconque  limitée  par  un  contour  curvi- 
ligne G.  Désignons  en  effet  par  l'indication  du  chemin  entre 


parenthèses  l'intégrale  curviligne  1  {P(h(.  -f-  Qdv)  prise  le  long 
de  ce  chemin  ;  on  a,  en  parcourant  toujours  les  aires  dans  le 
même  sens, 

(ABCD)  --^  (ABCA)  -h  (ACDA). 
car 

(ABCAJ  =  (ABC)  +  (CA) 
(ACDA)  r=r  (AC)  +  (GDA), 
et  " 

(AC)  +  (CA)  =  0. 

On  pourra  ainsi  découper  l'aire  par  aulfint  de  courbes  inter- 
médiaires que  Ton  voudra.  Supposons  maintenant  que  le 
réseau  {î(,v)  découpe  sur  la  surface  un  quadrillage  analogue 
à  celui  des  coordonnées  rectilignes  dans  le  plan,  et  que  ce 
quadrillage  soit  assez  serré  pour  que  chaque  quadrilatère 
puisse  être  assimilé  à  un  quadrilatère  plan.  On  aura  pour 
chaque  quadrilatère,  dont  nous  désignerons  le  contour  par  y, 
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rinlograle  double  étant  étendue  à  l'aire  du  petit  quadrilatère. 
En  faisant  la  somme  de  toutes  les  égalités  pareilles  pour  tout 
le  réseau,  le  premier  membre  représentera  évidemment  l'in- 
tégrale double  étendue  à  toute  Taire  donnée  ;  le  second 
membre,  en  vertu  de  la  remarque  préliminaire  que  nous 
venons  de  faire,  sera  l'intégrale  curviligne  prise  le  long  de  la 
courbe  qui  limite  cette  aire.  On  aura  donc  bien 


P       M' 

--  \dudv  =  —    /    (Pf/w  Qg?u)     (3o  his) 


^V  iHi 


Foriiiiile  de  Stokes 


SIO.  On  désigne  sous  le  nom  du  géomètre  anglais  une 
formule  qui  avait  été  auparavant  utilisée  par  Ampère  au  moins 
dans  un  cas  particulier.  Elle  concerne  les  intégrales  dont  il  a 
été  question  au  n°  206  et  qui  sont  prises  sur  une  surface 
donnée, 


^^<^---(â-S)<^^*-+(|-l)H-  (3«) 


Le  théorème  de  Stokes  consiste  en  ce  que  cetie  intégrale 
peut  être  exprimée  au  moyen  de  l'intégrale  curviligne 

{oidx  -h  ^dij  -h  '(dz),  (37) 


prise  le  long  du  contour  G. 

En  vue  des  applications,  il  est  indispensable  de  fixer  le  sens 
dans  lequel  est  parcouru  ce  contour.  On  appelle  sens  direct, 
en  cinématique,  le  sens  de  gauche  à  droite,  c'est-à-dire  celui 
des  aiguilles  d'une  montre  ;  nous  adopterons  ici  cette  déno- 
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mination.  Nous  supposerons  en  outre  que  le  trièdre  oxyz  est 
direct  c'est-à-dire  qu'un  observateur  placé  suivant  os,  les 
pieds  en  o  et  la  tôle  en  z,  voit  dans  le  sens  direct  le  mouve- 
ment qui  amènerait  ox  sur  oy  par  une  rotation  de  90''. 

Ainsi  que  nous  l'avons  dit,  l'intégrale  (36)  n'a  de  significa- 
tion précise  que  si  l'on  fixe  le  côté  de  la  surface  sur  laquelle 
elle  est  prise.  Menons  la  demi  normale  de  ce  côté  en  un 
point  M;  pour  tout  observateur  placé  suivant  cette  normale, 
les  pieds  en  M,  le  sens  direct  sera  bien  défini  le  long  de  tout 
petit  contour  enveloppant  le  point  M  :  si  ce  contour  emprunte 
une  partie  du  contour  C,  un  sens  aura  été  fixé  sur  C;  c'est  le 
sens  dans  lequel  il  faut  parcourir  C  pour  évaluer  l'intégrale  (37). 

Cela  posé,  supposons  dans  la  formule  de  Riemann  (n''  207) 
que  Q  soit  nul  ;  elle  s'écrit 


Vdx, 


en  désignant  par  Cj  un  contour  tracé  dans  le  plan  de  xy  et  qui 
peut  être  la  projection  de  la  courbe  C. 

Si,  ce  que  nous  supposerons  d'abord,  le  côté  choisi  sur  (S) 
est  celui  pour  lequel  l'angle  de  la  demi-normale  avec  Os  est 
aigu^  le  sens  sur  Cj  est  le  même  que  sur  C  et  l'on  peut  écrire 


^dx.  (38) 


Supposons  maintenant  que  P  soit  une  fonction  des  trois 
variables  x,  y,  s,  z  étant  elle-même  reliée  h.  x  e^iy  par  l'équa- 
tion donnée  de  la  surface  (S).  On  aura  alors,  en  désignant  par 


l^june  dérivée  totale, 

(l)  = 

bP 

^  ôP  Ô2- 
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D'autre  part,  on  a,  en   appelant  «,  p,  y,  les  angles  de  la 
normale  à  (S)  avec  les  axes 

cos  a cos  p cos  Y 

d'où 

^5  __       cos  p 
0?/  cos  Y  * 

La  formule  (27)  donne 

dxdi/  =  di  cos  Yj 

et  l'on  a  finalement,  en  reportant  ces  valeurs  dans  Fégalité  (38) 

S(  cos  Y  ': cos  p  '—  )<;?C7  =3=  —    /    Pdx. 

^  c 

On  aurait  de  même^  en  désignant  par  P  et  Q  deux  autres 
fonctions, 

S(^cos  a  ^-  —  COS  Y  l^y^  ^~        ^'^^' 
S(  cos  3  -^  —  cos  a  —)d(y  =  —    /    Rds. 


Additionnons  membre  à  membre  ces  trois  égalités  :  nous 
trouvons  enfin 

bj  (~ — -    cos  a  H-  (- cos  B  H-/ cos  Y  \d'^.  i 

(30) 
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C'est,  SOUS  une  autre  forme,  la  relation  annoncée.  Nous 
avons  dû,  dans  le  courant  de  la  démonstration,  supposer  que 
le  côté  de  (S)  sur  lequel  on  inl(^grait  était  déterminé  d'une 
certaine  manière  (cos  y  positif)  ;  on  peut  lever  celte  restriction. 
En  eflet,  si  l'on  intègre  sur  le  côté  opposé,  les  cosinus  changent 
de  signe;  mais,  en  même  temps,  le  contour  C  est  parcouru  en 
sens  contraire  et  le  signe  de  l'inle'grale  curviligne  est  aussi 
changé.  H  y  a  donc  encore  égalité  entre  les  deux  membres. 

Sli.  Comme  application,  cherchons  les  conditions  pour 
que  l'intégrale 


Pdx  -h  Qdi/  +  ndz) 

soit  nulle  le  long  de  tout  contour  C  terme.   Il  résulte  de  la 
formule  (39)  qu'il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 

ce  sont  les  conditions  qui  expriment  que 

Pdo:  -+-  Qdy  -{-  Mz 

est  une  différentielle  exacte. 

Sous  les  mêmes  conditions,  l'intégrale 

(Pdcc  -+-  Qdy  h-  Rdz) 
abc 

pourra  être  considérée  comme   une  fonction  ¥{œ,i/,z)  de  sa 
limite  supérieure,  et  l'on  aura 

P-5I^'    ^-^'    ^-^- 
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APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES 
MÉTHODES  D'APPROXIMATION 


mu.  Avant  de  continuer  la  théorie,  faisons  quelques  appli- 
cations des  règles  établies  dans  les  six  premiers  chapitres.  Les 
lecteurs  trouveront  à  la  suite  du  chapitre  VIII  un  grand  nombre 
de  résultats,  qu'ils  pourront  s'exercer  à  vérifier  ;  nous  voulons 
seulement  donner  ici  quelques  exemples  de  calcul.  Ces 
exemples  s'appliqueront  successivement  aux  rectifications 
d'arcs_,  de  courbes  planes  ou  gauches,  aux  quadratures  d'aires 
planes  ou  courbes,  et  aux  cubatures  (mesures  de  volume). 


Rectîtîeatîons 

213.  Nous  avons  déjà  donné  dans  le  tome  L^'  (n°  286)  la 
rectification  de  la  cycloïde.  On  peut  aussi  trouver  la  longueur 
de  l'arc  d'épicyclo'ide. 

Soit  en  effet  l'épicycloïde  engendrée  par  le  roulement  d'une 
circonférence  de  rayon  a  sur  une  circonférence  de  rayon  r.  Si 
l'on  appelle  «p  Tangle  dont  a  tourné  la  roulette,  on  trouve  aisé- 

ment  pour  équation  de  l'épicycloïde,  en  posant  h  =  - , 
n  -f-  1 


a  n 


cos  >icp  —  cos  'n  -i-  1 


I  -  = sin  no  —  sin  ' n  -f-  1  Up. 

\  a  n  '  '  '^ 
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Il  en  résulte 

-L  ds^  =  (il  4-  1)2(1  _  cos  ©)    r=  i{n  4-  l)--sin2  | 
1 


a 


ds  =  2[n  H-  1)  sin 


9 


-  =  C  —  4(?i  H-  1)  cos  |. 


Si  l'on  compte  les  arcs  à  partir  d'un  point  de  reLroussement 


(a>  =:  0),  on  trouve  -  =  4(;i  h-  1  )  (  1 


a 


cos 


Pour  Vhypocycîoïde,  il  suffît  de  changer  a  en  —  a. 

214.  Rectification  de  la  parabole.  —  Nous  compterons 
l'arc  s  de  la  parabole  à  partir  du  sommet,  et  nous  exprimerons 
les  deux  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  en  fonction 
de  l'angle  «  que  fait  avec  ox  la  tangente  au  point  M.  Comme 
l'on  a,  dans  la  parabole^ 

du        ,  p 

*  dx  °  y 

•on  trouve  immédiatement 


y  =  p  cot  a,       X  =^  col-a. 


On  en  déduit 


j  x/m-^èh-^^'J, 


da 


2 
1 

Dilïérentions  ^~^:  nous  obtenons 
sin-a' 

2  cos  a  doL  __    j       1 
sin^a  '  sin^a' 

ce  qui   peut  s'écrire,    en  multipliant  les  deux  membres  par 
■ces  % 

2      j  2      j  1  cos  a  1      , 

—  ITT^IT  ««  H-  r-r- -  f"  =  cos  art  ^-^  =  d  -.— , ^^p-  c^  cos  y. 

feinta  sin  a  siii'a  sjn'a        sin'a 
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OU  enfin 


2       ,    •      COS  a  c?a 


sin"a  sin-a        sin  a 

En  intégrant,  on  trouve  l'arc  de  parabole 

M  Fcos  a         ,        ,  al 

s  =  %     -.-:> log  tang  ^    , 

sans  constante  d'intégration  parce  que,  pour  a  =  ^>  on  a  bien 

^'  =  z/  =  5  =  0.  Le  signe  de  5  a  été  choisi  de  manière  que 
l'arc  croisse  lorsque  a  décroît. 

-v)  (30S  ot 

On  peut  remarquer  que  le  premier  terme,  %~z^^->  repré- 
sente la  longueur  de  la  portion  de  tangente  comprise  entre  le 
point  M  et  oy. 

SI 5.  Spirale  logarithmique.  —  Cette  courbe  a  pour  équa- 
tion 

Son  arc  a  pour  longueur  (Tome  I'^'"  n^  392) 


=z  a    I    e      vl  H-  ''^i"  "<^' 


ou  enfin 


s  = p  +  O. 


HIQ,  Lemniscate.  —  La  rectification  de  la  lemniscate  dé- 


APPLICATIONS    GEOMETRIQUES  2§y 

pend  des  ionctions  elliptiques.  Mais  la  longueur  totale  peut 

y 


FiG.  24 

s'exprimer  au  moyen  des  fonctions  Eulériennes.   Rappelons 
que  la  lemniscate,  lieu  des  points  M  tels  que 

MF.MF'  =  0F2  =  a-, 

a  pour  équation  en  coordonnées  polaires 

p-  =  2a-cos  2co. 

Elle  a  la  forme  ci-tlessus  ;  ses  tangentes  à  l'origine  sont 
les  bissectrices  des  angles  des  axes.  L'arc  AMO,  qui  est  le 
quart  de  la  longueur  totale^  a  donc  pour  longueur 


-i 


\ff  +  p'2  di,>  =  a  \/2 


Posons 


©  =  iiW. 


L'intégrale  précédente  devient 


7 


di.0 

v'cos  2co* 


cos    '■'■  (fd^ 


286  CHAPITRE    VU 

et  l'on  reconnaît  (n°  155)  Tinlégrale  Eulérienne  de  première 
espèce  B  (^,  t  j  divisée  par  2.  La  longueur  totale  de  la  lem- 
niscate  sera  donc 

'1\  „  /l 


'il) 


.■a):=./. 


Mais  l'on  a  (n»  160^ 


^   '  sin  7- 

4 

L'expression  précédente  devient  ainsi 

217.  Hélice.  —  Les  éqaations  de  l'hélice  sont  (l  n"  422) 

57  =  a  cos  «i,       y  =  a  sin  œ,       5"  =  ?na«i  ; 
on  a 

on  en  déduit  immédiatement 


HV^,  Loxodromiè.  — On  appelle  ainsi  une  courbe  tracée 
sur  la  sphère  et  qui  coupe  tous  les  méridiens  sous  le  même 
angle.  Soit  a  le  raj^on  de  la  sphère,  f  la  longitude,  0  la  colati- 
tude  d'un  point.  A  l'aide  de  ces  coordonnées  polaires,  on 
trouve  pour  équation  de  la  courbe, 

•    siiî6(e«?-i-e-"'^)  =2  (1) 
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On  en  déduit,  a  cause  de  e'"  x  «"""'"  =  1, 


e"f  —  e-"? 


.-,  ces  0 
"^  sin  6 


Cela  posé,  l'arc  infiniment  petit  MM'  s'obtient  ainsi 


FiG.  2;; 


28Î 


(2) 


c^s  =  a  \'dQ'  -7-  sin^  Oo?'f  " 


(3) 


s  =  rt    /    V  "^"  -r-  sin-  ôf/o'^ 


Or,  en  difîérentiant  l'équation    1),  on  trouve 

cos  i^daie"'^  +  e-"'^)  +  sin  e(e"=P  —  e-''?)wf/cp  =  0: 

d'où,  en  remplaçant  les  exponentielles  par  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (1)  et  (2) 


d^  =  dz  n  sin  9  d'-f. 


On  a  donc 


In  71        '  ^ 
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L'arc  décrit  est  proportionnel  au  changement  de  latitude. 

Dans  le  cas  où  la  loxodromie  se  confond  avec  ua  parallèle, 
la  formule  précédente  devient  illusoire  ;  on  a  alors  n  =  0, 
6  =  Ôq.  La  solution  directe  est  évidente. 


Quadratures  d'aires  planes 

!219.  Nous  considérerons  d'abord  les  aires  planes.  Nous 
avons  démontré  dès  le  premier  chapitre  de  cet  ouvrage  (L  n°  3) 
que  l'aire  d'une  porlion  de  courbe  limitée  à  deux  ordonnées 
(x  :=  a.  et  X  =  p)  ei  k  l  axe  des  x  a  pour  expression 

y  éiant  l'ordonnée  d'un  point  courant  delà  courbe.  Cette  règle 
suffit  dans  la  plupart  des  cas. 

Supposons  par  exemple  qu'il  s'agisse  de  la  parabole 

1 

»y2  -_  2pa;      y  z=  \/2p.  œ^ . 

L'aire  d'un  segment  parabolique  compris  entre  le  sommet  0 
et  une  perpendiculaire  MM'  à  l'axe  est  le  double  de  l'aire  OMP, 
elle  a  pour  valeur 

ijdx  =  2^2j^   j      rc^  dx  =  -|  {2paY~ 

OU    encore,    en    appelant    b    l'ordonnée    correspondante    à 
l'abcisse  «,  ^  «^• 

On  voit  que  cette  aire  est  les  deux  tiers  du  rectangle  cons- 
truit sur  MM'  et  sur  OP.  Ce  théorème  avait  déjà  été  énoncé 
par  Archimède. 

Le  môme  théorème  subsiste  d'ailleurs  si  les  axes  sont 
obliques.  Prenons  dans  ce  cas   pour  axes  de  coordonnées, 
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faisant  entre  eux  l'angle  e,  la  tangente  oij  au  milieu  de  l'arc 
qui  limite  le  segment  parabolique  et  le  diamètre  ox  qui  passe 


FiG.  26 

par  ce  poiat.  L'équation  de  la  parabole  sera 

1 

î/-  =  l'p'x      y  =  \j2p'  X  ^  ; 

un  élément  d'aire  (compris  entre  deux  ordonnées,  l'axe  des  x 
et  la  parabole),  sera  un  parallélogramme  et  aura  pour 
expression  ydxûw^.  Le  segment  parabolique  aura  pour 
valeur 


4 

ydx  sin  6  =  v^  a'h  sin  G 


il  est  encore  les  deux  tiers  du  parallélogramme  construit  sur 
la  corde  du  segment  et  sur  la  portion  du  diamètre  comprise 
entre  0  et  la  corde.  On  peut  aussi  dire  que  l'aire  du  segment 
parabolique  est  les  deux  tiers  de  l'aire  du  triangle  formé  par 
la  corde  du  segment  et  par  les  tangentes  menées  aux  extré- 
mités de  la  corde. 


2!30.  Ellipse.  On  peut  de  même  évaluer  l'aire  du  segment 
elliptique.  Soit  l'ellipse 


Calccl  infinitésimal 


19 


290  CHAPITRE    VII 

On  a  ici  à  calculer 


ydx  = 


\l d^  —  cc^  dx. 


On  trouve  ainsi  pour  le  segment,  qui  est  le  double  de  celte 


intégrale 


00  are  sin x  y  a  —  x^. 

a       a 

On  aura  l'aire  de  la  demi-ellipse  en  faisant  ^  =  ât,  ce  qui 
donne  pour  l'ellipse  totale 

Tzah. 

'iHV,  Ainsi  qu'on  peut  le  pressentir  par  l'exemple  pré- 
cédent, puisqu'on  sait  calculer  l'aire  d'un  segment  elliptique 
tandis  que  l'on  n'a  pu  rectifier  Tare  d'ellipse  sans  inventer  de 
nouvelles  fonctions,  le  problème  des  quadratures  est  plus 
simple  que  celui  des  mesures  de  longueurs  d'arcs.  Cette  dif- 
férence provient  de  ce  que  l'expression  de  l'aire  élémentaire 
est  rationnelle,  au  lieu  que  celle  de  l'élément  d'arc  contient 
un  radical  carré.  C'est  ainsi  que  l'on  sait  quarrer  toutes  les 
courbes  unicursales  (dont  l'ellipse  et  la  parabole  font  partie). 

Nous  en  donnerons  un  dernier  exemple. 


FiG.  27 


Soit  à  évaluer  l'aire  de  la  boucle  du  folium  de  Descartes, 
qui  a  pour  équation 

/ç3  _|_  y3  —  ?jaxy  =  0. 
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En  posant  ij  =  tx,  on  a  les  deux  coordonnées  en  fonction 
d'un  même  paramètre. 


X  := 


La  boucle  s'obtient  en  faisant  varier  ^  de  0  à  co  ;  son  aire 
aura  donc  pour  valeur 


A  =    /   ydx  =  ±  9a- 


;1  —  Ifydt 
(1  4-  iy  '  ' 


•ce  qui  peut  s'écrire 


A  =  dz  W 


Wdt 

(1  +  fY 


0  ^0 


9a 

-+-   0«2    / 

ïl  faut  prendre  le  signe  — ,  ce  qui  donne 

4  3a- 

A  —  -  ij-  t 

2S2,  Il  est  essentiel  de  souligner  l'incident  qui  vient  de  se 


b/'^ 

C 

A 

^-^D 

■ 

0.     E  p 

FiG.  28 


passer  dans  l'exemple  précédent  où  le  changement  de  variables 
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était  insuffisamment  justifié  et  expliqué.  Nous  avions  en  effet, 
jusqu'à  présent,  admis  que  les  aires  étaient  limitées  à  deux 
ordonnées  et  à  l'axe  ox.  Pour  évaluer  une  aire  quelconque 
fermée,  il  faut  la  considérer  comme  différence  de  deux  aires 
du  tj^pe  précédent,  savoir  :  l'aire  ABCFE  et  Faire  ADCFE 

A  =  aire  ABGD  =  aire  ABCFE  —  aire  ADCFE 

Si  donc  y. 2  et  y^  sont  les  ordonnées  correspondantes  à  une 
même  valeur  de  x  (î/^  >>  yj  et  si  a,  b  sont  les  abscisses 
extrêmes,  on  aura 


Revenant  à  l'exemple  précédent,  on  voit  que  sur  le  premier 
arc  OMA,  il  faut  faire  varier  ^  de  oo  à  une  certaine  valeur  t^  ; 
sur  le  second  arc,  t  varie  de  zéro  à  ti.  On  a  donc 


ou 


Pour  simplifier  la  démonstration,  nous  avons  supposé  que 
la  courbe  n'était  coupée  qu'en  deux  points  par  les  parallèles  à 
oy  ;  s'il  en  était  autrement,  on  pourrait  toujours,  comme  au 
n°  183,  par  des  parallèles  à  oy,  découper  l'aire  à  mesurer  en 
parties,  dans  chacune  desquelles  la  condition  précédente  serait 
réalisée. 

!323.  On  voit  d'ailleurs,  par  l'exemple  précédent,  combien 
les  changements  de  variables  peuvent  être  avantageux  ;  nous 
avons  pu,  grâce  à  l'emploi  de  la  variable  /,  remplacer  une 
différence  de  deux  intégrales  par  une  intégrale  unique. 


APPLICATIONS    GEOMETRIQUES  293 

Pour  effectuer  le  changement  de  variables  sans  embarras, 
on  peut  considérer  que  l'aire  à  évaluer  est  une  intégrale  de 
surface 


dxchj 


étendue  à  toute  Faire  considérée;  si  l'on  désigne  alors  par  u 
et  V  les  nouvelles  coordonnées  et  par  |  J  |  le  module  du  déter- 
minant de  X,  y  par  rapport  à  ii  ei  v,  la  nouvelle  expression 
de  l'aire  sera 


J  I  diido. 


S34.  Considérons  par  exemple  les  coordonnées  polaires 
dont  l'usage  est  si  fréquent.  Les  formules  de  transformation 

j;  =  p  cos  w,       y  =  p  sin  w 
donnent  immédiatement 

I  J  1  =  1  ?  h 

ce  qui  confirme  le  résultat  obtenu  n°  181. 

Comme  première  application,  évaluons  Taire  totale  de  la 
courbe 

p''  =  sin^to  cos  w. 

Cette  courbe  a  deux  boucles,  une  dans  le  premier  quadrant 
et  une  dans  le  troisième,  ces  deux  boucles  ont  môme  aire. 
L'aire  totale  aura  donc  pour  expression 

sin-w  cos"-toc?oj 
0 


2  '^U-'  V       2 


m 
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Or  (n°  147) 


^{i)=h^(lh   n'-)  =  ^> 


donc 


4/  ~4     \4 


A  =  ^r  ("i j  r  (7)  =  ^  ~-  =  0,5553  environ 


sin  j- 
4 


Quadraliire  des  surfaces  courbes 


!S25.  Pour  évaluer  les  aires  courbes,  nous  devons  d'abord 
chercher  Texpression  de  l'élément  de  celle  aire.  Supposons 
les  trois  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
évaluées  en  fonction  des  deux  paramètres  u  et  v.  L'élément  ^fa^ 
correspondant  au  point  où  la  normale  fait  avec  oz  l'angle  y,. 
a  pour  projeclion  sur  xoy,  l'élément  d'aire  plane  dxdy  : 

,   dxdy 

cos  y' 

Nous  supposerons  d'abord  y  aigu  sur  toute  la  surface  à 
mesurer. 

La  valeur  de  cos  7  a  été  donnée  au  n°  474  du  tome  1"  ;  en 
conservant  les  mêmes  notations,  on  a 

ICI 

cos  Y  = 


D'autre  part  on  a  vu  (n°  196)  que 

da^djj  =  I  J  ]  dudv, 
et 


1J|  =  |G| 


^x  ï>?/       ^x  ^y 

^u  ou        ^v  Me 
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L'élément  d'aire  a  donc  pour  expression 


da  =  v^A^  H-  B'-^  H-  C-  dîidv 
et  l'aire  totale 


V^À-  H-  B-  +  C-  diidv.  (4) 


on  lèvera,  ici  comme  dans  les  cas  analogues  déjà  considérés, 
les  difficultés  de  signes  en  découpant  au  besoin  en  plusieurs 
parties     l'aire    à    évaluer.    Nous    allons    donner    quelques, 
exemples. 

S26.  Fenêtres  de  Viviani.  — Le  problème  consiste  à  e'valuer 
l'aire  de  la  surface  sphérique  qui  subsiste  lorsqu'on  a  enlevé 
d'un  hémisphère  les  deux  fenêtres  que  découpent  deux  cyhndres 
tangents  entre  eux  et  tangents  à  la  base  de  l'hémisphère  aux 
extrémités  d'un  même  diamètre  (voir  la  fig.  n°  185). 

Nous  pourrions  appliquer  la  formule  (4),  mais  nous  arrive- 
rons plus  rapidement  au  résultat  en  employant  les  coordon- 
nées du  n°  185,  et  en  reprenant  le  calcul  directement. 
L'élément  d'aire  plane  a  pour  expression  en  coordonnées 
polaires 

pdpdoi, 
l'angle  y  est  l'angle  du  rayon  de  la  sphère  avec  l'axe  oz  ; 


z 
cos  Y  =  g- 


On  a  donc  à  évaluer 
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OU  (n°  185)^  en  évaluant  d'abord  le  quart  de  l'aire  totale, 


R 

2 


R  /  (/w  /  ■  ,.r''  .  =  R  /  cho  [—  vi\' — p^l 


0  «^p'  *^0 


ri  ______  ri 

=  R    /      /K-  —  p-  c^co  =  R2    /      sin  loc^w  =  R^. 

L'aire  totale  est  égale   à  4R^  ;  elle  est   donc   exactement 
quarrable. 

Hm.  Aire  de  r  ellipsoïde.  —  Soit  l'ellipsoïde 

-,  +  f4  -+-  ^  =  1  (3) 

a^        h-       c'  ^  ' 

Nous  exprimerons  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipsoïde 
par  les  formules 

ce  =  a  sin  6  cos  o,       y  =  ^  sin  6  sin  cp,       z  ^=  c  cos  6 
et  nous  appliquerons  la  formule  (4) 

— =  a  cos  6  cos  o  -^  z=  b  cos  6  sin  -f       -^  =  —  c  sin  9 

00  '00  or) 

—  =  —  «  sin  6  sin  es      --J-  ^  o  sin  6  cos  «o       —  =0 

A  =  5c  sin'^0  cos  a 
B  =  ca  sin^O  sin  o 
C  =  ah  sin  0  cos  6 

on  aura  donc  pour  le  huitième  de  l'aire  totale 


■K  T 

ri   ri 


\Jb^c^  sin-6  cos^tc  H-  a-c^  sin-6  sin-œ  +  a^b-  cos^G  %in^Mdo 
■  0     «-'0 

En  remplaçant  sin^o  par  1  —  cos^^  sous  le  radical,  on  aura 
à  intégrer  une  expression  de  la  forme 


\'\  -H  |JL  cos'O  sin  GrfOf/cp. 
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L'intégration  par  rapport  à  6  s'effectue  immédiatement. 
Mais  l'intégrale  simple  à  laquelle  on  est  conduit  est  une  inté- 
grale elliptique  ;  nous  ne  pousserons  donc  pas  le  calcul  plus 
loin  pour  le  moment. 

2S8.  Nous  avons  vu  (tome  I^"^  n°  477)  que  l'élément  d'arc 
d'une  courbe  de  la  surface  a  pour  expression 

c?s2  =  Echc'-  -f-  2Fdmlo  +  GdvK 

Il  résulte  des  valeurs  (10)  données  au  même  endroit  pour 
E,  F,  G  et  de  l'identité  bien  connue 


que 


[p'  -+-q-^  r^)  [p"  -H  q"  +  r''')  —  {pp'  +  qq'  -H  rr^ 
A2  4-  B2  4-  C-  =  EG  —  F^ 


Par  conséquent,  si  la  surface  est  donnée  par  son  ds^,  on 
aura  pour  l'expression  de  l'aire 


-// 


^EG  —  F-  dudv 


(6) 


Cette  formule  peut  s'établir  très  simplement  par  des  considé- 
rations géométriques. 


En  effet,  traçons  sur  la  surface  les  courbes  u  =  constante  et 
V  =  constante  ainsi  que  deux  courbes  infiniment  voisines  de 
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celles-là.  Elles  déterminent  sur  la  surface  un  quadrilatère  que 
l'on  peut  assimiler  à  un  parallélogramme  ("*").  L'aire  de  ce 
parrallélogamme  a  pour  expression  (voir  toujours  I  n^  477). 

MN.MQ  sin  a  =  v'ïidv  ^Ëdu  s/^  —^  =  \/EG  —  Fhhidv, 

ce  que  nous  voulions  établir. 

S29.  Considérons  par  exemple  la  surface  de  vis  à  filet, 
carré  et  toutes  les  surfaces,  telles  que  la  caténoïde,  applicables,. 
sur  cette  surface.  Nous  avons  trouvé  pour  le  ds-  (I.  n°  i527) 

ds'-  =  dit"  +  (a^  +  ie-)dv^'. 
Ici 

E=i,       F  =  0,       G  =  «^  +  1^2. 

Une  portion  de  la  surface  aura  donc  pour  aire 


u-dudv 


et  l'on  voit  que  la  double  intégration  peut  être  entièrement 
effectuée. 
Pour  les  surfaces  de  révolution   quelconques  (n°  S32),  on 


(*)  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  M.  Celles  de  Q  seront 
se  4-  .^-?  du,     y  +  -^  du,     .0  +  —  du.  On  obtiendra  celles  de  N  et  de  P 

ÔM  ^u  ^u 

en  remplaçant  dans  les  coordonnées  des  deux  points  précédents  x,y,z^ 
par  X  +  —  dv,...  Soient  x^,  y^,  z^,  celles  de  N.  La  projection  de  MQ  sur 

ou 

ox  est  —  du,  celles  de  NP  ^— •  du  =  ^~  du  H dudv.  Ces  projections 

i)m  ^U  î>lf  ^U^V 

sont  égales  aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près.  Il  en  est  de 
même  sur  les  trois  axes.  Donc  MQ  et  NP  sont  parallèles  ;  de  môme  MN. 
et  QP. 
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est  loujours  ramené  à  une  intégrale  simple;  car  Faire  a  pour 
expression 


V'<D{u)di(dv  =    /    (l'i  —  l'o)  \/^{it)dii, 


%\  et  t'o  étant  les  valeurs  extrêmes  de  v  pour  une  valeur  donnée 
à  u. 
Ainsi,  supposons  que  la  méridienne  soit  la  cycloïde 

r   £ç  r=  a(it  —  siii  i() 
(    y  =  a(i  —  cos  n) 

et  que  la  surface  de  révolution  soit  engendrée  par  cette  cj-cloïde 
tournant  autour  de  sa  hase  [ox).  Les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  seront 

X  =  07  =  a{ic  —  sin  ti) 

Y  =  y  cos  V  =  a({  —  cos  w)  cos  v 

Z  =:  y  sïnv  ^=  a(l  —  cos  v)  sin  v, 

on  en  déduit  immédiatement 


ds-  ■=  dX-  -+-  dY^  -h  dZ-  =  2a-(l  —  cos  n)d2i^  -t~  a"(l  —  cosicfdv^- 
F  =  0, 


E  =  2a-(l  —  cos  w)  =  Aa^  sin-  ;j , 


te 
G  =  a-(l  —  cos  uY  =  4a"  sin^  ^  ; 


ff  =  4a^    /       /    sin^  -V  diidv. 


Pour  intégrer  cette  expression,  on  remarque  que 


,    .   ^u       n,    ■    u         .    3u 
4  sm^  -  :=  d  sin  —  —  sin  -^; 
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nous  évalaerons  la  surface  engendrée  par  une  boucle  complète 
de  la  cycloïde  :  u  variera  alors  de  0  à  t:  et  u  de  0  à  2?:,  et  l'on 
aura 


r:  =  a 


clv    I      |3  sin  :j  —  sin  3  lAdu, 


230.  Nous  avons  dit  (l  n°  331)  qu'on  appelle  courbure 
totale  d'une  surface  en  un  point  le  produit  des  inverses  des 
rayons  de  courbure  principaux.  Voici  par  quelles  considérations 
Gauss  a  justifié  l'introduction  de  cet  élément  important. 

On  sait  qu'on  appelle  courbure  d'une  courbe  plane  le  rapport 
de  l'angle  de  contingence  à  l'arc  infiniment  petit.  Décrivons 
une  sphère  avec  l'unité  pour  rayon,  et  par  le  centre  0  de 
cette  sphère  menons  les  parallèles  Om,  Om'  aux  normales  MN, 
M'N'  de  la  courbe  donnée.  L'arc  de  grand  cercle  mm',  infini- 
ment petit  si  M  et  M'  sont  infiniment  voisins,  mesure  l'angle 
des  deux  tangentes  et  l'on  a  pour  expression  de  la  courbure 


("} 


arc  MM' 


Etendons  ces  considérations  aux  surfaces.  Soit  dS  un  élément 

de  surface  limité  par  une  courbe  (c),  M  un  point  de  cet  élément, 

MN  une  demi-normale  à  la  surface  menée  par  le  point.  La 

parallèle  à  MN  menée  par  le  centre  de  la  sphère  de  rayon  U7i 

et  dans  le  môme  sens  perce  la  sphère  en  un  point  m  qui  est  la 

représentation  sphérique  de  M.  A  l'élément  d^  de  la  surface, 

correspond  ainsi  un  élément  dS^  de  la  sphère  et  à  la  courbe  (c) 

une  courbe  sphérique  (ci).  On  peut  appeler  courbure  de  la  sur- 

dS 
face  au  point  M  la  limite  du  rapport  -^  lorsque  ces  deux  aires 

tendent  vers  zéro.  Cherchons  quelle  est  cette  limite.  D'après  la 
formule  (6),  nous  avons  sur  la  surface  (S) 


APPLICATIONS    GEOMETRIQUES  301 

et  sur  la  sphère 


dS,  =  \/E'G'  —  F'^-du'dv'. 

■  Les  coordonnées  du  point  m  peuvent  évidemment  être 
considérées  comme  dépendant  de  ii  et  de  v,  c'est-à-dire  que 
l'on  peut  supposer  ic'  =  u,  v'  =  v.  Il  en  résulte 

dS,  _.  ^/Ï^W-W^ 

dS  ~  V/J^G  -  F^  •  ^V 

Supposons  que  le  réseau  {u,v)  sur  la  surface  (S)  soit  celui 
des  lignes  de  courbure  ;  c'est  un  réseau  orthogonal,  et  l'on  a 

F  =  0. 

De  plus  les  courbes  {u),  (v)  sur  la  sphère  ont  à  chaque  ins- 
tant leurs  tangentes  parallèles  à  celles  des  courbes  [k],  {v)  de 
(S)  (I.  n"  507)  ;  on  a  donc  aussi  F'=  0,  et  le  trièdre  mobile 
attaché  au  point  M  sur  la  surface,  trièdre  formé  par  la  normale 
et  les  tangentes  principales,  est,  à  chaque  instant,  homothé- 
thique  au  trièdre  mobile  qui  suit  m  sur  la  sphère.  II  en  résulte 
que,  dans  les  formules  (59)  du  n°  522  (tome  l^i"),  les  valeurs 
de  a,  p,  Y,  p,  q,  r,  p^,  q^,  i\  sont  les  mêmes  pour  la  sphère  et 
pour  la  surface.  Or  sur  la  surface,  on  a  (n°  531) 

1    l^r  _  riî'A     1 

RR'  "~  \ùu  "~  '^i)  ^7ë^  ' 

sur  la  sphère  de  rayon  un,  on  aura  de  même 


1  =  .  ,    ,  —  . 


D'où,  en  divisant  membre  à  membre, 

1         \/i^' 


l^K'  -  v'ËG 
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comparons    à  la  formule    (8)    dans  laquelle  il   a  fallu  faire 
F  =  F'=  0.  Nous  trouvons 

rfS  ~  RR'  ^'^^ 

Ainsi  ce  que  nous  avons  appelé  la  courbure  de  la  surface  au 
point  M  est  précisément  la  courbure  totale,  et  la  formule  (9) 
est  une  généralisation  de  la  formule  (7)  relative  aux  courbes 
planes. 

La  formule  précédente  permet  de  mettre  l'élément  d'une 
surface  quelconque  et  par  conséquent  l'expression  d'une  aire 
•courbe  quelconque  sous  une  forme  élégante  et  souvent  utile. 
On  a  en  effet 

dS  =  RR'c^S,  ; 

si  le  point  de  la  sphère  est  déterminé  par  ses  coordonnées  po- 
laires 6  et  tf, 

tZSi  =  sin  ôfiôficp. 
On  a  donc  pour  l'expression  de  l'aire 

RR'  sin  %dod^.  (10) 


L'angle  6  est  l'angle  de  la  normale  avec  oz,  ^  mesure  l'angle 
dièdre  du  plan  mené  par  cette  normale  parallèlement  à  oz 
avec  le  plan  zox.  Nous  sommes  ainsi  dégagés  de  toute  consi- 
dération relative  à  la  sphère. 

^31.  Nous  appellerons  courbure  totale  d'une  portion  finie 
(S)  de  surface  l'aire  de  la  portion  de  sphère  (Sj)  qui  comprend 
les  représentations  sphériques  de  tous  les  points  de  (S)  ; 
d'après  la  formule  (9),  cette  courbure  totale  aura  donc  pour 
expression 

/^     /"> 

Rïl" 
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Supposons  que  le  contour  de  l'aire  (S)  soit  formé  de  lignes 
géodésiques  et,  pour  fixer  les  idées,  considérons  un  triangle 
géodésique  ABC.  Sur  tout  le  contour,  on  aura  (I.  525) 


€t  par  suite 


ou 


doi  -+-  rdu  H-  r^dv  =  0 


(d(ji  4-  rdic  -+-  '}\dv)  =  0 

G 


ofoj  =  —    I    [rdic  -H  'i\dv). 


G 
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Le  second  membre  peut  s'écrire,   en   appliquant   la   for- 
mule 35  bis  du  chapitre  précédent, 


''- ]  dudv 

ôy  'du 


ou,  en  appliquant  la  formule  (65)  du  n°  531,  tome  1' 


-fTTCT  dudv. 
Jrvli 


Or  l'élément  [d^)  surface  est  égal  à  \/Edu.  \/G(iu. 
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On  a  donc,  pour  la  courbure  totale, 


Le  second  membre  peut  encore  être  modifié.  En  effet  w 
désigne  l'angle  de  la  ligne  géodésique  avec  la  tangente 
à  la  courbe  v  =  constante  ;  il  varierait  donc  de  2Tt,  si  le  con- 
tour n'avait  pas  de  points  saillants  et  l'on  aurait 


(ho  =  2: 


Mais,    à  chaque  angle  du  triangle,   il  y  a  une  variation 
brusque  ;  en  réalité  il  faut  décomposer  l'intégrale  en  trois 


dio  -h    /    ofto  -j-    /    doi 

AB  «^BG  «^CA 

et  à  cette  somme  ajouter,  pour  avoir  2%,  la  variation  brusque 
relative  à  chaque  angle,  c'est-à-dire 

Il  en  résulte 


f 


d,o  =  A  -f-  B  -h  G 


Donc  la  courbure  totale  du  triangle  a  pour  valeur  Vexcès 
de  la  somme  des  angles  du  triangle  sur  deux  droits.  Ce 
théorème  est  dû  à  Gauss. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  donnée  est  une  sphère 
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de  ra5^on  a  (R  =  R'=«),  le  triangle  géodépiqae  et  la  cour- 
hure  totale  qui  en  est  la  représentation  sphérique  deviennent  des 
triangles  sphériques  et  l'on  retrouve  la  formule  bien  connue 

Nous  voyons  que  ce  théorème  s'étend  sans  modification  aux 
surfaces  à  courhure  constante  positive  à  condition  de  prendre 
pour  côtés  du  triangle  des  lignes  géodésiques.  Mais  on  voit 
de  plus  que  sur  les  surfaces  à  courhure  constante  négative 
(R  =  R'  =  —  a),  la  somme  des  angles  du  triangle  est  toujours 
inférieure  à  deux  droits. 

!!Î3S.  Soit  r  le  rayon  vecteur  mené  d'un  point  quelconque  0 
au  point  M  de  (S)  ;  (Ni-)  l'angle  de  la  normale  en  M  avec  ce 
rayon  vecteur,  d<:  un  élément  d'aire  au  point  M.  Gauss  a  dé- 
montré le  théorème  suivant. 

Vintegrale  double 

étendue  à  toute  surface  fermée,  est  nulle  ou  égale  à  4tc  sui- 
vant que  0  est  extérieur  ou  intérieur  à  la  surface  fermée. 

En  effet,  considérons  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  0 
et  pour  base  un  élément  de  surface  infiniment  petit  décrit 
autour  de  M  ;  ce  cône  intercepte  sur  la  sphère  de  rayon  1  qui 
a  pour  centre  le  point  0  un  élément  de  surface  c?Si  tel  que 

,ç, f/j  cos  (Nr) 

«^1 ^;2 • 

L'intégrale  considérée  (11)  a  donc  pour  valeur  la  surface  de 
la  sphère,  c'est-à-dire  47t,  si  le  point  0  est  intérieur  à  la  sur- 
face. S'il  est  extérieur,  le  cône  découpera  sur  la  surface  deux 
éléments  du  du  même  côté  du  sommet  0  ;  comme  il  faut  con- 
sidérer, soit  partout  la  normale  extérieure^  soit  partout  la 
normale  intérieure,  les  deux  valeurs  de  </Si  qui  en  résulteront 
seront  égales  et  de  signes  contraires,  ce  qui  démontre  le 
théorème  dans  le  cas  du  point  extérieur. 

Calcul  infinitésimal  20 
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Remarquons  que,  si  la  surface  était  rencontrée  plusieurs 
fois  par  le  cône,  le  théorème  subsisterait  ;  car  les  parties  qui 
pourraient  être  ajoutées  dans  l'intégrale  (H)  par  cette  com- 
plication de  forme  disparaîtraient  dans  la  somme,  comme- 
étant  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

HSS.  Parmi  les  surfaces  courbes,  celles  qui  sont  de  révo- 
lution ont  une  importance  spéciale.  Leur  quadrature  peut  être 
effectuée  dans  un  grand  nombre  de  cas.  Nous  en  avons  déjà 
donné  un  exemple,  celui  de  la  surface  qui  a  pour  méridienne  la 
cycloïde  ;  mais  nous  nous  étions  appuyés  sur  la  forme  du  ds~.  Il 
convient  de  reprendre  le  problème  sans  invoquer  cette  con- 
sidération. 

Soit  d'abord  en  coordonnées  rectangulaires  l'équation-  de  la 
méridienne 

a?  =  (f(c-). 

Supposons  que  l'axe  de  la  surface  de  révolution  soit  l'axe  oz^ 
Un  élément  (MN  =  ds)  d'arc  de  la   méridienne,    correspond- 


FiG.  31 


dant  au  point  M(^,^),  engendrera  un  tronc  de  cône  de  révo- 
utio  n  dont  l'aire  aura  pour  expression 

2-k(ûc-\-  ~y]  ds 


ou,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre^, 

2T:a;ds, 
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L'aire  de  la  surface  sera  donc 

S  =  2^1   j       ivds  (12) 

ou  encore 


S  =  2::/         ^(^)s/i+(^jcl.,  (13) 

2'34.  Âire_  de  la  zone.  Soit,  par  exemple,  une  sphère  ;  on 
aura 

x  =  \/a^  —  z'^ 

dx —  z 

"dz  ~  ^/^TZ^ 

r 

s  z=  2r,    I       adz  =^  2iia{s^  —  ^J. 
335.  Aire  de  l'ellipsoïde  de  révolution.   Soit  l'ellipsoïde 

La  méridienne  a  pour  équation  . 

"  "^  c  ■"  ' 

d'où 

dx  a         z 


dz  c  ^Qi  _  ^2  ■■ 


S  =  27:  ^    /       \fc'  +  [a^  —  c^)zMz. 
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i°  Ellipsoïde  allongé  (c^a).  Le  radical  se  ramène  à  la 
forme  y/a-  —  z^  et  l'on  trouve  pour  l'intégrale  indéfinie 


-.2 

arc  sin 


in  ^  ^c^  -  a^  -h  r.az  y/l  _  €^-^ 


\Jc'  —  é 
formule  qui  se  simplifie  un  peu  si  l'on  introduit  l'excentricité  e  : 

c- 

„       Tiac  •    ze    ^      ^^  i  /j        6"^' 

S  =  —  arc  sin h  T^az  V/  1 5-  • 

e  c  \  c^ 

L'aire  totale  de  l'ellipsoïde  allongé  sera  donc  : 

2rac  ^^^  g.^  ^  _^  27rac  \/i  —  eK 
e 

2°  Ellipsoïde  aplati  {c  <  a).  Le  radical  se  ramène  à  la 
forme  v/ôM^^  et  l'on  trouve 

c^  V  a^  —  c^ 

En  faisant  2  =  0,  puis  2  =  c,  on  aura  la  moitié  de  l'aire  to- 
tale. Cette  aire  totale  a  donc  pour  expression 

S  =    ,  lo2- h  2ra% 

v/a2  —  0="     *  c 


ou  en  introduisant  encore  l'excentricité  e^  =  1  —  —2 


S  ~  i^a\\  —  e'-)  log  J-~  +  27ra2. 


236.  L'équation  de  la  méridienne  peut  être  donnée  en  coor- 
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données  polaires.  Supposons  l'axe  de  la  surface  de  révolution 
perpendiculaire  à  l'axe  polaire  et  passant  par  le  pôle 

CX)  =  0  COS  W 


La  formule  (12)  devient 

S  =  2t.     I        p  COS  co  \/p''  H-  p'hho.  (14) 


Si  l'axe  oz  de  la  surface  coïncide  avec  l'axe  polaire,  il  faut, 
dans  la  formule  (12),  supposer  a?  =  p  sin  œ,  ce  qui  donne 


S  =  2-     /        p  sin  to  y/p-  H-  p'-doi.  (15) 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

p  =  2a  COS  -  i^- 

qui  représente  une  cardioïde  (lieu  des  projections  d'un  point 
d'une  circonférence  sur  ses  tangentes)  : 

p  =  —  ia  sin  ^  COS  j. 

L'aire  totale  de  la  surface  engendrée  aura  pour  expression 

C  AC         '>        I  ,    OJ       .        0)  32  , 

O  ==:  Ibira-     /        COS  ••  Pi  sin  rr  um  r=  -^^  7:a-. 
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Ciibatiires 

237'.  Nous  avons  déjà  expliqué,  n°«  184  et  185,  comment 
l'évaluation  des  volumes  est,  la  plupart  du  temps,  une  appli- 
cation des  intégrales  doubles  et  nous  avons  donné  deux 
exemples.  Si  le  volume  n'est  pas  limité  partiellement  par  le 
plan  xy  et  par  un  cylindre  parallèle  à  oz,  on  a  vu  (n°  205) 
comment  on  peut  le  ramener  à  un  pareil  volume  ;  tout  solide 
peut  toujours  être  considéré  comme  somme  ou  différence  d'un 
certain  nombre  de  solides  dont  le  volume  s'exprime  par  l'in- 
tégrale 

d^  étant  un  élément  d'aire  dans  le  plan  des  xij. 

On  pourra  encore  opérer  de  la  manière  suivante  :  On  décou- 
pera le  solide  à  cuber  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy, 
équidistants  et  assez  rapprochés  les  uns  des  autres  pour  pou- 
voir assimiler  le  volume  compris  entre  deux  plans  consécutifs 
à  un  cylindre  aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près. 

Soit  dz  la  distance  de  deux  plans  consécutifs,  ^  l'aire  de  la 
section  plane  faite  à  la  distancer  de  xoy\  cette  aire  sera  une 
fonction  de  z  et  l'on  sera  ramené  à  l'intégrale  simple 


^dz-^  (IG) 


'Nous  verrons  dans  le  chapitre  suivant  comment  il  convien- 
drait d'opérer  si  les  coordonnées  étaient  curvilignes  dans  l'es- 
pace. 

338.  Soit,  par  exemple,  à  cuber  l'ellipsoïde. 
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Nous  calculerons  le  volume  de  la  moitié  située  au-dessus 
de  xoij  ;  à  la  hauteur  z,  la  section  a  pour  équation 


ses  axes  sont 


son  aire 


«\/l-f^'      ^\/l 


^ah(  1  _  ^ 


Le  volume  cherché  a  donc  pour  expression 


•et  l'ellipsoïde  total  a  pour  mesure  j  r.ahc.  Dans  le  cas  de  la 

4 
sphère  (a=:  b  =  c),  le  volume  est  ^  r.a^. 

L'exemple  que  nous  venons  de  traiter  a  fourni,  pour  l'aire 
de  la  section  t,  une  expression  du  second  degré  en  z.  C'est  une 
|)articularité  qui  se  rencontre  dans  toutes  les  surfaces  réglées 
dont  l'ellipsoïde  peut  être  considéré  comme  un  cas  particulier 
.{à  génératrices  imaginaires).  Voici  la  démonstration  de  ce 
théorème. 


S39.  Soient 

i      ^  CCZ^      I —  Ci  /J"7\ 

l    y  =  bz-^f  ^    ^ 

les  équations  d'une  droite  ;  cette  droite  engendrera  une  sur- 
face si  a,  a,  b,  p  sont  fonctions  d'un  seul  paramètre  t.  Les 
équations  (17)  représenteront  aussi  la  courbe   section  de  la 
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surface  par  le  plan  z  =  constante,  si  l'on  suppose  qu'on  y 
donne  à  z  cette  valeur  constante. 

L'aire  de  cette  courbe  a  pour  expression 


p)  (a'z  -V  !x';,dl, 


les  lettres  accentuées  de'signant  des  dérivées.  L'intégrale  pré- 
cédente s'écrit 


a'bdt  +  -    /    («'P  -+-  ba')dt  -h    1    ^'j-'àt. 


ou 

\~j  _+-  B^  +  G. 

Ainsi,  dans  toute  surface  réglée,  Faire  d^une  section  plane 
est  une  fonction  du  second  degré  de  la  distajtce  du  plan  de  cette 
section  à  un  plan  fixe  donné. 

Parmi  les  volumes  compris  dans  cet  article,  on  peut  faire 
entrer  ceux  qui  sont  renfermés  entre  deux  plans  parallèles 
réunis  par  des  faces  trapèzes  ou  des  triangles, 

240.  Règle  des  trois  niveaux.  Soit  une  surface  quelconque 
telle  que  sa  section  par  un  plan,  parallèle  à  un  plan  fixe,  ait 
une  aire  fonction  du  second  degré  de  la  distance  au  plan  fixe. 
Nous  allons  évaluer  le  volume  V  compris  entre  deux  plans 
parallèles  au  plan  donné  ;  soient  B,  B'  les  aires  des  bases 
situées  dans  ces  plans,  B"  l'aire  d'une  section  équidistante  des 
deux  premières,  h  la  hauteur  du  solide  (distance  des  plans 
des  bases).  La  règle  des  trois  niveaux,  due  à  Kepler,  s'exprime 
par  la  formule 

V=~(B  +  B'-h4B").  (18) 
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Par  hypothèse,  l'aire  d'une  section  faite  à  la  distance  z  est 
de  la  forme 

as^  -^  b:^  ^  c 
et  le  volume  V  s'exprimera  par  rinlégrale 

Y  =    j      (o~^  -h  5^  +  c)dz, 

à  condition  de  compter  les  z  à  partir  d'une  des  bases,  celle  qui 
a  pour  aire  B,  par  exemple.  On  a  donc 

,.        al\^        bh-  ,         ,  (ail-        bli 


ou 

^  -6 


lalv'  -h  Zbh  +  6c).  (19) 


h 
Or,  en  faisant  5-  =  0,  puis  z  =.-^  ^i  z  =^lx,  on  trouve  pour 

les  aires 

B  =c 

T,„        ali^    ,    bli 

B    =  -^-  +  ^  H-  c 

B'  =  ail''  -\-  bh  +  c. 
Le  second  membre  de  l'égalité  (18)  a  donc  pour  valeur 

I  (2ffA2  +  ?jhh  +  6c), 

ce  qui  est  bien  l'expression  (19). 

Cette  règle  donne  la  plupart  des  solides  élémentaires.  Ainsi, 
dans  le  prisme  ou  dans  le  cylindre,  B  =  B'  =  B";  la  formule 
devient  donc  V  =  B/i.  Dans  la  pyramide    ou    dans    le  cône 

6  =  0,      B"  =  y-;  donc  V  =  4f ,  etc.  (Voir  le  Traité  de  géo- 
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mètr'ie  de  Rouché  et  Comberousse  (n°^  636  et  637).  Mais  on 
voit  d'après  les  n°*  précédents  que  la  même  règle  donne  les 
volumes  de  beaucoup  d'autres  solides,  tels  que  ceux  du  second 
degré,  et  ceux  limités  latéralement  par  des  surfaces  réglées. 
Pour  reprendre  l'ellipsoïde  cubé  au  n°  237,  on  pourra  faire 

B  :=  0,       B'  =  0,       B"  =  izah,      Ji  =  2c, 

ce  qui  donne  bien  pour  le  volume  total 


V  =  5  Tia&c. 


341.  Considérons  encore  le  volume  compris  entre  le  plan 
des  naissances  et  les  deux  voûtes  en  arc  de  cloître  semi  circu- 
laires d'un  berceau  coudé  cylindrique.  Dans  le  plan  des 
naissances,  le  volume  sera  limité  par  un  carré  ABCD  ;  les  deux 
cylindres  égaux  se  coupent  suivant  deux  ellipses  projetés  sur 
la  figure  suivant  BI)  et  AC. 
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Une  section  faite  à  la  distance  z  du  plan  des  naissances  sera 
un  carré  MNPQ  ayant  pour  aire  MIN^  ;  nous  allons  évaluer 
MN.  Soit  0  le  centre  des  deux  ellipses. 

MN  =  ON  \/2. 

Or,  l'ellipse  projetée  suivant  BD  a  pour  demi  axes  la  montée  R 
et  OD  =  R  \/2,  l'équation  de  l'ellipse  dans  son  plan  est 


'R^ 


1. 
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d'où 


MN-2  =  4(R2  —  ^2). 
La  section  B"  faite  à  mi-hauteur  (  ^^  ==  9  )  a  pour  aire 

La  section  B  faile  dans  le  plan  des  puissances  [z  =  0)  est 
B  =  4R2; 
«nfin,  pour  :?  =  R,  on  a 

B'  =  0. 
La  règle  des  trois  niveaux  donne  donc 

R  8R^ 

V  =  ^  (4R2  +  12R^)  =  -^ . 

Méthodes  craijproxîiiiaiîoii 

343.  Les  exemples  que  nous  avons  choisis  jusqu'à  présent 
ont  pu  être  conduits  jusqu'au  bout  et  ont  abouti,  soit  à  des 
formules  calculables  numériquement,  soit  à  des  fonctions  dont 
on  possède  des  tables  numériques.  Il  n'en  est  pas  toujours 
ainsi  et  l'on  obtient  souvent  une  intégrale  définie  dont  l'inté- 
:grale  indéfinie  n'existe  pas  et  dont  les  tables  n'ont  pas  été  cal- 
culées. Dans  ce  cas,  on  est  obligé  d'employer  des  méthodes 
d'approximation  que  nous  allons  faire  connaître. 

343.  Un  premier  procédé  est  celui  du  développement  en 
série.  C'est  ainsi  qu'au  n°  93  nous  avons  indiqué  la  possibilité 
de  calculer  la  valeur  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce 


d^ 


V  i  —  ^^siii'-o 
'0 
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pour  de  petites  valeurs  du  module  k.  Insistons  un  peu  sur  ce 
point  et,  pour  donner  une  application  géométrique,  voyons 
par  exemple  comment  on  pourra  mesurer  l'arc  d'une  ellipse 
de  faible  excentricité  e. 
Soit 

h'-of-  +  ah/  =  aW- 
l'équation  de  l'ellipse, 

La  longueur  d'un  arc  d'ellipse  aura  pour  valeur 


a    1    \    a^  —  X-  I    y     a^  —  x^ 


Posons 

X  ^=  a  sin  o, 
la  formule  devient 

r 

s  =:  a    /    /l  —  e-sin-cp  d'f, 

OU,  en  développant  le  radical  en  série  par  la  formule 

1  1       .  1    ,  .  1        . 

(1  —  e-sin^cp)-  =  l  —  ^  e-sin-cp  —  g  e^sn'i''(D —  -.-7;  e'''  sin^cp  —  .,., 


T — 9  ^"    /    sin^cfc^cf  —  jvg^    /    sin^^cpc/tf  —  j^  e"    /    sin^'cpc^cp— , 


a 


Pour  avoir  la  longueur  du  quart  d'ellipse,  il  faudra  intégrer 
de  zéro  à  5;  or  (n"  78) 


[ 


^  .  „„    ,         1.3.5  ...  (2^3  —  1  TT 
'   "  2.4.6  .,.  2p      2 

^'0 
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On  aura  donc,  en  multipliant  par  4  pour  avoir  l'ellipse 
entière 

s         ,       1    „       1  1.3    ;        1   1.3.S    .  ,om 

2aTi  4  8  2.4  10  2.4.6  ^     ^ 

244.  Cette  formule,  dans  laquelle  on  devra  prendre  plus  ou 
moins  de  termes  suivant  la  grandeur  de  e,  peut  être  remplacée 
par  une  autre  plus  simple  lorsqu'on  peut  négliger  les  puissances 
de  e  supérieures  à  la  sixième. 

Remarquons  en  effet  que  l'on  a 

d'où 

2        —^^[^       4^         16^         32  •/ 

v/^6  =  a(l  -  e-f^  =  a(l  -  |-  e^  -  |  «'^  "  816  ''  "  -) 

2 v«^  — ^«\^— 4^        64  256^        "' J 

En  comparant  cette  dernière  égalité  à  (20),  on  trouve  immé- 
diatement 


s  =  7i[^(a+  b)  —  vab^  (21] 


a?<^  termee  eji  e^  /??'è5. 

On  trouverait  de  même,  par  un  développement  en  série, 
l'arc  d'hyperbole. 

Tout  ce  qui  précède  n'est  d'ailleurs  qu'une  application  du 
théorème  établi  n»  239,  tome  l'^'". 

245.  Les  méthodes  qu'il  nous  reste  à  faire  connaître  sont 
toutes  fondées  sur  la  considération  des  aires.  On  a  vu  que,  si 

y  =  fip^) 
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est  réquàtion  d'une  courbe, 


(2- 


représente  l'aire  comprise  entre  celte  courbe,  l'arc  des  x  et 
deux  parallèles  koy  [x  ^  a  ei  x  ^=  b).  11  s'agit  d'évaluer  cette 
aire  aussi  exactement  que  possible. 

S46.  Méthode  des  trapèzes.  Partageons  l'intervalle  b  —  a 
de  ox  en  n  parties  égales,  et  par  les  points  de  division  menons 
des  ordonnées  ?/o=  AG,  y^  =  A^A'^  ...  yi=  Aïk'i ...  ?/„=  BD.  En 
menant  les  cordes  GA'j,  A'jA'^ ...,  on  aura  un  polygone    qui 
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différera  peu  de  la  courbe  si  le  nombre  des  ordonnées  est 
sulPisamment  grand.  La  méthode  consiste  à  prendre  comme 
valeur  approchée  de  l'aire  A  la  somme  S  des  aires  des  trapèzes 


h  —  a 
'in 


•)^"  Cî/o+  2i/,  +  2y^  4-  ...  -4-  lyn-,  +  2/«) 


2 17.  Méthode  de  Cotes.   C'est  une  méthode   d'interpola- 
tion. Formons  le  polynôme  ^[x)  de  degré  n  qui  prenne,  pour 

,  la  valeur  y,,,  k  variant  de  o  à  ?2.  On  prendra 


o:;  =  a  ^  k 


b  —  a 


comme  valeur  approchée  de  A 


v[cc)da:;. 
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Pour  laisser  le  moins  de  calculs  à  faire  dans  chaque  exemple 
et  pour  préparer,  autant  que  possible,  des  tables  qui  servent 
dans  tous  les  cas,  il  est  commode  de  ramener  les  limites  à 
être  fixes,  par  exemple  à  avoir  pour  valeurs  0  et  1.  A  cet 
effet  posons 

X  =  a  H-  {h  —  a]t 
L'intégrale  précédente  devient 

\  =  (p  —  a)j      o\a-^{b-~  a) q  dt, 

r' 

l  =  {h  —  a)    l      'h(t)di,  (23  J 

Les  valeurs  à  donner  à  t  seront  0,  -,  -  ...  ^l-~.}..    1.  Qr  le 

n    n  71     ' 

polynôme  qui  prend  les  valeurs  y,,  pour  /  =  -  a  été  formé  au 

n°  34.  Si  l'on  pose 

■'(o  =  '(-^.)('-|)-('-~V'-'), 


on  trouve 


et  Ton  voit  que 


»i 


0       t.^A      r     -  I  ( 

^         \n/  n 

Dans  cette  formule,  l'intégrale  est  indépendante  de  '\[t)  et 
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peut  être  calculée  d'avance  ;  soit  A^  sa  valeur.  On  aura 
finalement 

l  =  {b  —  a)  (A0//0  +  Ai2/i  +  ...  -h  Anyn)  (23)    . 

Remarquons  immédiatement  qu'on  trouverait  un  résultat 
analogue  si  les  ordonnées,  au  lieu  d'être  équidistantes,  se  succé- 
daient suivant  toute  autre  loi.  Le  seule  changement  à  faire 
consisterait  à  poser 

F(0  =  it  —  a,)  {t  -  a,)  ...  {t  —  «,+  0. 

Le  calcul  des  coefficients  peut  se  simplifier  par  les  re- 
marques suivantes  :  supposons  que  <^{t)  soit  une  constante 
c{y^  =  y^^  =  ...  =  t/„==  c).  La  formule  (23)  donne 

I  =  (6  —  a)c, 
la  formule  (2.5) 

\  =  {h  —  a)c  (Ao  + Aj-h  ...  H-  A„); 
donc 

AoH-  Al  +  ...  H-  An—  L 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  y  =  -^O  soit  rem- 
placée par  sa  symétrique  par  rapport  à  l'ordonnée  médiane 

1 

t  =  ^.  L'aire  restera  la  même,  seulement  les  ordonnées  seront 

remplacées  par  leurs  symétriques,  y^  par  ?/„,  y^  par  î/„_i  et 
ainsi  de  suite.  En  égalant  les  deux  valeurs  de  1  fournies  parla 
formule  (23),  on  trouve 

Ao2/o -^  Ajiyi -h  ...  +  A„y„  =  A^îjn+  A.ijn-^  4-  ...  -H  A„yo, 

et,  comme  cette  égalité  doit  avoir  lieu  quelle  que  soit  <];(/), 
c'est-à-dire  quelles  que  soient  y^,  y^...  ?/„,  il  faut  que 

Aq   =   A;,,  Aj    =   A„  _  j,    ...   I 

les  coefficients  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux. 
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Voici  quelques  valeurs  : 

pour  w  =  1     Aq=A^=-^, 

1  2 

pour  w  =  2     Ap=A,=  — ^-,     Aj  =  g, 

1  3 

pour  w  =  3     Ao==A3=-o-,     Aj  =  A,  = -g- , 

r        A  A  7  ,  ,  16  .  2 

pourw  =  4     Ao=A^=-ÔQ-,     Ai  =  A3  =  jg,     A^=^j^, 

1 9  25  25 

pourn  =  5     Ao=A,  =  288^     Ai  =  A,=  gg,     A,=:A3=jp^. 

348.  Le  cas  de  n  =  2  est  à  signaler  spécialement  ;  on  a  en 
effet  dans  ce  cas 

i  =  — g— ii/o  +  4yi  +  2/i)' 

et,  comme  celte  formule  donne  la  valeur  exacte  si  «f(^)  est  un 
polynôme  de  deuxième  degré,  on  retrouve,  comme  cela 
devait  être,  la  formule  que  nous  avons  signalée  (n*^  239)  sous 
le  nom  de  règle  des  trois  niveaux. 

Simpson,  en  appliquant  cette  formule  à  chaque  groupe  de 
trois  ordonnées  successives,  a  donné  une  autre  formule  d'ap- 
proximation sur  laquelle  nous  n'insisterons  pas  (Voir  Traité 
de  géométrie  deRouché  et  de  Comberousse,  7®  édition  p.  357). 

349.  11  ne  faudrait  pas  croire  d'ailleurs  qu'il  y  faille  tou- 
jours préférer  la  méthode  de  Cotes  à  celle  des  trapèzes.  Soit 
par  exemple 

(2  -f-  cos  x)dx  =  ir. 


Employons  les  trois  ordonnées  correspondant  aux  valeurs 
X  =  0,  ce  ^=T.,  œ  =2r.,  savoir  j/(,  =  3,  y^:^  1,  ^2=  3-  ^^  ^^^' 
thode  des  trapèze  donnera 

S  =  ^  (3  4-  2  +  3)  =  47:, 
valeur  exacte. 

Calcul  infinitésimal  2' 
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La  méthode  de  Cotes  appliquée  avec  le  même  nombre  d'or- 
données (règle  des  trois  niveaux)  donne 

T       2^/0       /        ON       10 

I  —    -^   (3    -H   4    +    3)   —  -o-  TT, 

valeur  qui  diffère  de  la  valeur  exacte  de  -q- .  Il  faudra  donc 

procéder  avec  quelque  prudence  et,  par  exemple,  essayer  de 
se  rendre  compte  d'avance  de  la  marche  de  la  fonction  y  entre 
«  et  h\  si  la  courbe  représentative  serpente  autour  de  la  ligne 
polygonale  fournie  par  des  trapèzes,  il  n'y  aura  pas  grande 
raison  de  préférer  celle  de  Cotes  pour  laquelle  les  coefficients 
A;,  sont  plus  compliqués. 

Si  la  fonction  ij  est  développable  en  série  de  Maclaurin,  il 
sera  possible  d'avoir  une  valeur  approchée  de  l'erreur  commise 
dans  la  méthode  de  Cotes.  En  effet  soit 


2/  =  2/o  H-  °^y\  +  |-2  2/0  H- 
A  =    /     ydx  =    I     ijodaj  +    /     ccy'f^dx 


==  j    ydx=  j    i 


Comme  la  méthode  de  Cotes  donne  la  valeur  exacte  dans  le 
cas  de  M  H-  1  ordonnées,  si  y  un  est  polynôme  de  degré  n,  les 
intégrales  qui  figurent  dans  la  formule  précédente  seront 
données  exactement  par  la  formule  (25)  et  l'écart  entre  A  et  sa 
valeur  approchée  ne  commencera  à  se  produire  qu'à  partir  de 


l'intégrale  ^   1     oo^doo  exclusivement.  Il  y  aura  ainsi  une  série 
'a 

d'erreurs  commises  sur  Vo  +  *  ? -m   I     x'^-^^dx,  et  sur  les 

^         [n  -h  i)l  I  ' 

termes  suivants,  erreurs  qui  pourront  être  calculées  d'avance 
si  Ton  fait  abstraction  des  facteurs  t/o^'*"^*),  y,}-"'^^). 

!SÎ50.  Quoi  qu'il  en  soit  de  ces  considérations,  voici  quel- 
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ques  exemples    que  le   lecteur  pourra  calculer   et   qui   lui 
donneront  une  idée  comparative  des  deux  méthodes. 
L'intégrale 


=  les-  2 


a  pour  valeur  0,69314718036.  La  méthode  des  trapèzes  avec 
onze  ordonnées  donne  pour  valeur  approchée  0,69377  ;  cellô 
de  Cotes  avec  onze  ordonnées  0,69314733. 
L'intéûfrale 


J. 


\0g   (l    -\-CG)      j  7T 

■    ,\ r-^  clx  =  5  loff  2 


a  pour  valeur  0,2721982.  La  méthode  des  trapèzes  avec  onze 
ordonnées  donne  0,2712837  ;  celle  de  Cotes  avec  6  ordonnées 
0,2722091. 

Enfin,  si  l'on  pose 

y  =  2cc^  —  iOay'  +  ll^x^  ~  300^^  +  720.^"  __  qq^.  ^  joO, 


l'intégrale    I     ydx  a   pour  valeur  3103,9  ;  la   méthode  des 

trapèzes,  avec  quatre  ordonnées  donne  3100,5  et  la  méthode 
de  Cotes  avec  le  même  nombre  d'ordonnées  3102.  La  même 
fonction  y  intégrée  de  zéro  à  4  a  pour  valeur  3321,1  ;  en  em- 
ployant cinq  ordonnées  la  méthode  des  trapèzes  fournit  l'ap- 
proximation 3334  et  celle  de  Cotes  3333,3. 

En  résumé,  dans  le  calcul  de  log2,  avec  onze  ordonnées,  la 
méthode  des  trapèzes  ne  donne  que  tiois  chiffres  exacts,  celle 
de  Cotes  en  donne  six.  Dans  le  deuxième  exemple,  la  méthode 
des  trapèzes,  avec  07ize  ordonnées  ne  donne  que  deux  chiffres 
exacts,  celle  de  Cotes,  avec  six  ordonnées,  en  donné  sensible 
ment  cinq.  Par  contre,  dans  les  deux  derniers  exemples,  avec 


324  CHAPITRE    VII 

les  mêmes  nombres  d'ordonnées,  les  deux  méthodes  donnent 
le  même  nombre  de  chiffres  exacts  avec  un  léger  avantage 
pour  celle  de  Cotes. 

Rappelons  enfin  l'exemple  du  n''  précédent  où  la  méthode 
des  trapèzes  donnait  une  valeur  exacte  tandis  que  celle  de  Cotes;» 
avec  le  même  nombre  d'ordonnées,  n'arrivait  qu'à  une  erreur 

relative  de  -^ . 

■  25t.'  Éêtkode  de  Gaiiss,  —  Oh  doit  à  Gauss  une  méthode 
d'interpolation  excessivement  originale  où  se  retrouve  la 
marque  de  ce  puissant  génie.  L'idée  simple  qui  sert  de  base  à  la 
méthode  est  qu'il  est  inutile  de  s'astreindre  à  une  interpola- 
tion par  intervalles  égaux,  et  qu  il  est  préférable  de  choi?ir  les 
abscisses,  de  manière  que  la  parabole  interpolatrice  suive, 
d'aussi  près  que  possible,  la  courbe  y  =  f{x)  dont  on  a  h 
effectuer  la  quadrature  (n°  244).  Or  il  est  possible  de  choisir 
les.  n  abscisses  de  manière  que,  quelle  que  soit  la  courbe 
yzz=f{x),  elle  ait,  avec  la  parabole  interpolatrice,  (au  moins 
avec  une  approximation  que  nous  indiquerons)  2  n  —  i  points 
communs  entre  0  et  1  ;  il  suffit,  pour  cela  de  prendre  pour 
abscisses  les  racines  du  polynôme  Xn  de  Le  gendre,  c'est-à-dire 
les  racines  de  l'équation  (*) 

_-    -  .  ^    -  ,     ^,[x{,v-\)]-=.(i.    .      \        im)\ 

Nous  allons  le  démontrer. 

A  cet  effet,  supposons  f[x)  développée  en  série  de  Maclaurin- 

/•(a;)  =  «o-t-aia7-+-a2a72+...-l-a„.«"-h...  +  «2n-r^'"~^  +  -"   (27) 

Posons 

Y[x)  =z  {x  —  aj)  {œ  —  ag)  ...  (oc  —  a„), 

(*)  Au  \Y>  131,  le  polynôme  X„  s'est  présenté,  à  un  facteur  indépen- 
dant de  X  pris,  sous  la  forme  de  la  dérivée  n'ème  de  [x^  —  1)".  On  passe 
de  cette  forme,  à  celle  que  nous  adoptons  ici  par  la  substitution. 
X  =  2?/  —  1. 
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-et 

Soit  enfin 

.   .  (x  —  a^)  (x  —  «g)  ...  [x  —  a„) 

(«1  —  «2)  K  —  «3)  •••  (^'i  —  ««) 

te  polynôme  interpolateur  de  Lagrange,  L'erreur  commise  en 
•remplaçant  (/"a;)  par  t];(a!)  est 

J  0 

•si  f{x)  était  un  polynôme  de  degré  n  —  1,  il  serait  identique 
à  'li{x),  et  cette  erreiit  serait  nulle.  Gauss  détermine  F(.z;)  de 
manière  que  l'on  ait  encore 

s  =  0, 

si  Y{x)  est  un  polynôme  de  degré  2/2  -^  1.  Dans  ce  cas,  si  Ton 
•divise  f\x)  par  ¥{x)  et  si  l'on  appelle  Q{x)  et  R(^)  le  quotient 
et  le  reste,  on  aura 

f{x)  =  F(^)Q(a;)  -+-  R(x) 
•comme  R(.7^)  est  de  degré  n  —  1 , 

•et  l'erreur  se  réduit  à 

t=  Q{a))F(x)dx. 

Soit  ■  '     ,       . 

Q{x)  =  Xq  +  X^x  -h  ...  -1-  XjO;'  -t-  ,., 
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E  =  ^  X;    /     x'¥{x)dco, 
i     «y  0 

et  cette  erreur  sera  nulle,  quel  que  soit  Xj,  c'est-à-dire  quel 
que  soit /(a:),  si  l'on  a,  pour  f  =  0,  1,  2  ...  ?z  —  1, 


x'¥{œ)doc  =  0. 


(28) 


Les  71  conditions  ainsi  obtenues    déterminent  le  polynôme 
¥{x)  à  un  facteur  près  ;  posons,  par  exemple, 


F{x)  =  ce''  -+  p^x'"-'^  -h  jOj^"-^ 
Les  conditions  (28)  s'écriront 


Pr, 


1 


P 


H  -H   ...    -\-    -r 


Pn       _ 


=  0      (i  =  0,l  ...  n  —  1). 


n  ^  i+i       n  -i-  i       '"       i  -+-  i 

En  éliminant  les  coefficients  Pi,P2  •..,  on  trouve 


F  (a-)  =  M 


1 

1 

n  """ 

1 

n  -1-  1 

•  1 

1 

1 

71  -h  l   " 

1 

"  2 

l 

2n 

1 

2n  —  1  •• 

1 

a?« 

a;"-^  ... 

..  1 

M  étant  un  coefficient  numérique.  Ce  polynôme  représente, 
à  un  facteur  constant  près,  la  dérivée  ?i'^'"^  de  x"{cv  —  1)".  Mais, 
au  lieu  de  le  prouver  directement,  nous  allons  montrer  que 
cette  dérivée  satisfait  bien  aux  conditions  (28).  Posons 


u  =  X\       V  =  oo'"{x  —  1)". 
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La  formule  d'inlégralion  par  parties  (n°  26)  s'écrit,  en  y  rem- 
plaçant n  par  k, 

^  (29) 
4_  (_  l)î'MO0î;(^-i'-i)  +  (—  1)^'  +  1     /     uiP  +  ^)v{^-i'-^)dx 


Or,  si  k  est  inférieur  ou  égal  à  n,  les  dérivées  de  v,  v' ,  vl'  ..^ 
u(?>-^)  s'annulent  pour  a;  :=  0  et  pour  x  =  \  \  si  donc,  dans  la 
formule  (29),  on  fait  p  =  i,  comme  on  aura  aussi  u^.^  +  ^)  ^  0^ 
on  aura 


et  cette  égalité  subsistera  pour  A;  =  n,  2=  0,  1,  2  ...  n  —  1^  ce 
qui  démontre  le  théorème,  puisqu'on  a 


''^'''^  =  -^n[^''[^  -  ^Y\ 


L'équation  yW  =  0,  a,  en  vertu  du  théorème  de  Rolle,  ses 
n  racines  réelles,  distinctes  et  comprises  entre  zéro  et  un. 
Ainsi  la  règle  de  Gauss  donne,  au  moyen  de  n  ordonnées,  la 
valeur  exacte  de  l'intégrale  considérée  dans  tous  les  cas  où  la 
fonction  [{x)  est  un  polynôme  de  degré  au  plus  égal  à  2n  —  1. 
Supposons  enfin  que  f{x)  soit  égale  à  la  série  (27)  et  soit  fj^x) 
le  polynôme  formé  par  ses  2n  premiers  termes.  Nous  aurons 

f{x)  =  f,{a,)  +  R, 

et,  si  la  série  est  suffisamment  convergente,  on  pourra,  sans 
erreur  importante,  négliger  R  et  remplacer  f(x)  par  /^{x).  On 
aura  alors 

/(aO=/i(«i)  +  ^o 
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Zi  étant  très  petit.  La  méthode  de  Gauss  donnerait  exactement 

a 

si  l'on  avait  h  =  0,  pour  «  =  0,  1,  2  ...  2n  —  1.  On  voit  donc 
qu'on  évalue  à  peu  près  exactement  l'aire  limitée  parla  courbe 

y  =  ZiH 

qui  a  2?2  —  1  points  très  voisins  de  la  courbe 

y  =  ripe). 

Les  abscisses  étant  fixées,  la  formule  (25)  subsiste  ainsi  que 
nous  l'avons  fait  observer  en  l'écrivant  (n°  243).  Voici  quelques 
valeurs  pour  les  abscisses  et  les  coefticients  correspondants  : 

7i  =  \      a.^  =  -^  Aq  =  1 

(ai=— "I^g^    =0,21132487 

«  =  2  ,  Ao  =  A,  =  ^ 

l.=-.--ryA    =0,78867513 
\    ^  0 

l  a,  =  ^P--  =  0,11270165 

1  A,_A,_-^y 

71  =  i5  (  a,  =  ,^ 

Lg  =  ^^±^  =  0,88729835  Ai  =  § 

a,  =  0,06943184  _       _.  1739974 

_        «,  =  0,33(J009'.8  Ao  _  A3  -  0,1739.74 

''-     ^«3  =  0.66991)052  a   _  A,  =  0,3260726 

«,  =  0,93056816  '  ' 

«.=0,04691008  ,  ,  n.jo/ftor 

«;  =  0,23076534  A„  =  A,  =  0,1184634 

w  =  5  <;  «3  =  0,5  A,  =  A^  =  0,2393143 

«,  =  0,76923466  A,  =  0,2844444 

«,.  =  0,95308992  ' 
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352.  Voici  deux  applications.  Avec  cinq  ordonnées,  Ton 
trouve  : 


Valeur  approchée  de 


0,69314718, 


Valeur  approchée  de    /      l^-'^'  ^^  dx  =  0,27219801, 


les  calculs  étant  faits  avec  des  tables  de  logarithmes  à  huit 
décimales. 

La  première  de  ces  deux  valeurs  coïncide  avec  la  valeur 
exacte  pour  les  huit  premiers  chiffres  ;  la  deuxième  en  diffère 
à  partir  du  septième. 

253.  Autres  méthodes.  D'autres  procédés  ont  été  employés 
pour  évaluer  des  aires  avec  une  certaine  approximation 
M.  L.  Lévy(*)  a  donné  une  méthode  qui  fait  intervenir  la  con- 
sidération de  la  facilité  du  calcul.  La  valeur  de  la  fonction  se 
calcule  en  effet  sans  peine,  dans  la  plupart  des  cas,  pour  les 
valeurs  a?  =  0  et  x  =  l.  M.  L.  Lévy  s'est  proposé  d'introduire 
toujours  ces  valeurs,  les  autres  étant  obtenues  d'après  le  prin- 
cipe de  Gauss,  c'est-à-dire  de  manière  à  assurer  le  maximum 
de  coïncidences  avec  le  minimum  d'ordonnées.  Nous  nous  bor- 
nerons à  énoncer  le  résultat  :  il  faut,  pour  obtenir  2n  —  1 
coïncidences  avec  les  abscisses  07  =  0,  a?  =  i,  employer  les 
racines  de  l'équation  : 


1 

1 

1 

2.3 

3.4  ••• 

••  (n_H  !)(«-+- 2) 

1 

1 

1 

3.4 

4.5  '■' 

••  (n-^  2)i7i  H-  3) 

1 

1) 

1 

"\){n  -t 

-  2)  •• 

1 

•«(•M  H- 

(n 

+ 

(2n  —  \)2n 

1 

X  .... 

a;»-^ 

=  0. 


(•)  Lucien  Lévy.  —  Bulletin  des  Sociétés  savantes,  1880. 
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Cette  équation  peut  encore  s'écrire  : 

/7n  +  i 

Si  on  lui  adjoint  les  ordonnées  fixes  x  =  0,  oj  =  1,  les  n  -f-  1 
ordonnées  à  employer  sont  les  racines  de  l'équation 

— i  ^"(1  —  ^0"  =  0. 


rfa?' 


Voici  quelques  résultats.  Si  N  désigne  le  nombre  des  or- 
données, on  trouve  pour  N  =  3  la  règle  des  trois  niveaux; 


pour  N  =  4 


ai  =  0 

5  — v/5" 

«2-       10 

A   -A   -  * 

■^0  -^3  0 

5  + y/S" 

«.=     10  - 

A   -A   -  ^ 

Aj  —  ^2  —  î2 

«3  =  1; 

a,  =  0 

7  —  v/21 
«2=        14 

\   -A  -  *- 

-H  —  -^i  —  20 

1 

"s  =  2 

A             A             ^9 

^1  —  A3  —  ig^ 

7H-v/in 

A   -*^ 

^2  —  45 

a,  =  1. 

En  se  servant  de  ces  dernières  abscisses,  dont  deux  seule- 
ment sont  irrationnelles,  on  trouve,  pour  la  valeur  approchée 
de  log  2, 

I         dx 
Valeur  approchée  de    /      ;= =  0,693148, 

exacte  jusqu'au  sixième  chiffre. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  sujet;  le  lecteur 
qu'il  intéresse  lira  avec  fruit  un  important  Mémoire  de 
M.  Radau  (Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  1880),  et  la 
Thèse  de  M.  Pujet  (1868). 


CHAPITRE  VIII 

INTÉGRALES  TRIPLES,  INTÉGRALES  MULTIPLES 

APPLICATION  AUX  VOLUMES, 

CENTRES  DE  GRAVITÉ,  MOMENTS  D'INERTIE 


Intégrales  multiples 

354.  C'est  encore  d'une  notion  géométrique  que  nous 
ierons  découler  la  définition  des  intégrales  triples,  Soit  w  un 
élément  de  volume  en  un  point  M  dunt  nous  désignerons  les 
les  coordonnées  par  u,v,ic\  supposons  qu'à  chaque  point  M 
soit  attaché  un  coefficient,  f[u,v,w),  fonction  des  coordonnées 
de  M  (la  masse,  par  exemple,  dans  un  corps  hétérogène). 

La  somme 

étendue  à  tous  les  points  d'un  volume  déterminé  aura,  en 
général,  une  limite  bien  définie  lorsque  l'élément  lo  tend  vers 
zéro.  Ce  sera  une  inlégrple  triple,  dont  la  valeur  sera  indé- 
pendante du  système  de  coordonnées  choisi. 

Par  exemple,  si  le  point  est  rapporté  à  un  trièdre  triree- 
tangle  et  si  ses  coordonnées  sont  x,y,z,  on  pourra  prendre 
pour  élément  de  volume  un  parallélépipède  élémentaire 

co  =  dx.dy,d0, 
et  l'intégrale  s'écrira 

^f{x,y,z)dxdydz.  (2} 
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f{x,]j,z)dxdijdz. 


(3) 


Si  le  point  M  est  défini  par  ses  coordonnées  polaires  (dis- 
tance au  pôle  p,  longitude  cp,  colatitude  6),  on  pourra  prendre 
comme  volume  élémentaire  le  solide,  assimilable  à  un  parallé- 
lépipède rectangle,  qui  est  compris  entre  deux  sphères  con- 
centriques de  rayons  p  et  p  h-  d^,  deux  plans  (méridiens) 
passant   par  un  diamètre  de  la    sphère,  et  deux   cônes  de 


FiG.  34 


révolution  d'angles  e  et  6  -f-  d%,  ayant  pour  axe  commun  le 
diamètre  précédent  et  pour  sommet  le  centre  des  sphères.  On 
aura  alors 

w=rAB.AC.AD 


ou 


10  :=  o?p.p  sin  6c?ç>.pci{6, 
et  pour  l'intégrale  triple 

Scp.(p,0,©)p- sin  OdpdQcl^ 


(4) 
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ce  qu'on  peut  écrire  aussi 

ç(p,0,tp)p^  sin  6f?pf?6ci?cp.  (5) 

Ces  intégrales  donnent  en  particulier  les  volumes  si  les  fonc- 
tions f{x,y,z),  f{u,v,  iv)  ou  «p(p,e,'^)  se  réduisent  à  l'unité. 

255.  Nous  pouvons  maintenant  généraliser  la  notion  d'in- 
tégrale et  l'étendre  à  un  nombre  quelconque  de  variables 
^i,x.2,  ...  Xn.  Supposons  encore  que  ces  variables  soient 
astreintes  à  vérifier  certaines  inégalités 

les  nombres  a^J)^,a^,h^ ...  dépendant  ou  non  des  variables  qui 
précèdent  celle  qu'ils  encadrent.  Nous  dirons  que  ces  inéga- 
lités définissent  un  domaine.  Afin  d'abréger,  nous  emploierons 
encore  le  mot  point  du  domaine  pour  désigner  un  système  de 
valeurs  simultanées  des  variables  ^1,^2 ...  x».  Le  produit 

où  le  signe  d  indique  encore  une  différentielle,  constituera  un 
élément  du  domaine. 

Cela  posé,  si  f{xi,Xi...  Xr)  désigne  une  fonction  continue 
des  variables  x^,  x^_...,  la  somme 

étendue  à  tous  les  points  du  domaine,  tend,  lorsque  toutes  les 
différences  x\—  x^.,  x\—  x^...  tendent  vers  zéro,  vers  une 
limite  déterminée  que  nous  représenterons  soit  par  la  notation 

S/'(a;t,^2'  •••  oCj^dx^^.dx^ ...  dxn,  (7) 

soit  par  la  notation 

/       /      /    /    f{pOy,x^...  x^dx^.dœ^...  dXn,       (8) 
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soit  encore  par  la  suivante 


C(7fij(A/ju\^tG/(X/Q  •••   tM/OUfi»  \*'y 


Si  la  fonction /(jî^,^2  •••) '^'^^^  pas  continue,  la  somme  (6) 
pourra  avoir,  ou  non,  une  limite  déterminée  ;  ce  sera  une 
question  à  étudier  dans  chaque  cas.  Nous  en  verrons  un 
exemple  dans  le  chapitre  suivant. 

!356.  Ces  intégrales  peuvent  être,  comme  les  intégrales 
doubles,  évaluées  à  Vaide  d'un  certain  nombre  dHntéff rations 
simples.  Supposons  que  toutes  les  variables,  sauf  arj,  de- 
meurent constantes,  on  aura,  en  faisant  la  somme  des  éléments 
correspondants^ 

S^f{sG^,lV^  ...)dx^.dx^  ...  =  dûOj.dx^  ...  dxn   I      fdool\ 
faisons  maintenant  varier  .Ta,  et  faisons  la  somme.  Tl  viendra 


dx.2    I       fdcci. 


Finalement,  on  aura 


^fdx^.dx.^  ...  dXn  = 

if  11}     (*0) 

=    I       dXn    I  doOn—i^  ...    /       dx^    1       fclx^. 


a„.i 


1  •  •  •     /        '^■^a     /        i 


Nous  ne  nous  étendrons  pas  sur  la  démonstration,  ni  sur 
la  possibilité  d'intervertir  l'ordre  des  intégrations.  Nous  aurons 
d'ailleurs  à  revenir  sur  ce  sujet  dans  le  cas  de  trois  variables. 
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Changement  de  variables  dans  les  intégrales 
multiples 

257.  Soit  à  remplacer  les  variales  x^^x^  ...Xn  par  de  nou- 
velles variables  z/,,e<2  •••  «^r,  reliées  aux  anciennes  par  les  rela- 
tions 


00\  =  <fi(î«i,M2  •••  ^") 
00^  =  0^\U^,V^  ...  ÎC„) 


(ii: 


qui,  par  hypothèse,  font  correspondre  un  seul  point  u^yti^ ... 
à  un  seul  point  Xi,x^ ... 

Désignons  par  J  le  Jacobien  des  anciennes  variables  par 
rapport  aux  nouvelles, 


J  = 


h'Di 

ÔCf, 

î-cpj 

ÔM, 

()^^2 

ÔW„ 

^?2 

^?2 

^?2 

f)W, 

ù^^2 

■•   dU„ 

f>?n 

ï^'fn 

Ôfn 

ÔMj 

hu.^ 

"    ÔW„ 

(12) 


soit  enfin  J,  le  déterminant  obtenu  en  supprimant  dans  J  la 
dernière  ligne  et  la  dernière  colonne. 

Nous  avons  vu  (n"^^  196  et  197)  que,  dans  le  cas  de  deux 
variables,  l'élément  dxdi/  doit  être,  après  la  transformation, 
remplacé  par  |  J  |  dudv.  Le  résultat  est  identique  dans  le  cas 
de  n  variables  ;  puisqu'il  est  établi  pour  deux  variables,  il 
suffit  de  prouver  qu'en  l'admettant  pour  n  —  1  variables  il  est 
encore  exact  pour  n.  L'hypothèse  est  donc  que,  dans  la  subs- 
titution de  Ui,u.^...Uu-i  à  Xi,x2...Xn-ij  on  remplace,  sous  le 
signe  d'intégration,  l'élément  du  domaine  dx^.dx^  ...  dxn-i 
par    I  J  I  du^du^dun-i'  L'intégrale 


^f{x^^x^  ...  dx^dx^.dx^  ...  do^n 
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peut  s'écrire 

dx^dx^  ...  dxn—i    I    f{x^,x^  ...  x,:)dXn, 

[n  —  l)t 

en  n'écrivant  pas  les  limites,  pour  abréger.' 

Dans  la  première  intégration  07^,072  ...a;„_i  restent  constantes. 
Remplaçons  x^  par  w„,  et  par  conséquent  dojn  par  —  dur,-  — 

se  tirera  des  équations  (11)  dans  lesquelles  il  faut  supposer 
Xx,x^...Xn-^  constantes.  £i)  prenant  les  dérivées  par  rapport 
à  Uni  on  trouve 

0  =   -tl    — i    H Li  -^   _|_    . .  _    _j J. 


0  = 


?n-  1   ûî^i  ô^^j^^  ÙM^      .  ,     ^^,1 


on  en  tire,  par  élimination  de 


hUi         bllf, 


^Ui,  ^u„ 


i)Xn  J 


L'intégrale  multiple  devient  ainsi 


{n  —  1)' 


cpn)  y-  dîCn. 


11  faut  maintenant  laisser  u„  constante  et  faire  varier  les 
autres  variables  ;  mais  ces  autres  variables  peuvent  être  rem- 
placées par  Wj,?^.2  ...w„_j,  et,  par  hypothèse,  on  sait  faire  cette 
substitution  :  il  faut  remplacer 


dx^dx^  ...  dxn 


par 

i\di(^dur, ...  dun~i 
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L'intégrale  multiple  sera  ainsi  deyenue 

/     dUn  I     A'?i,?2  ■••  ?n)  jT"    ^idU^dll,  ...   dUn_  ^ 


<m 


^A?i'?2  •••  ^)i)^du^dll.2  ...  dUn-i, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

En   particulier,   dans    le   passage  des  coordonnées    carté- 
siennes aux  coordonnées  polaires  par  les  formules 

X  =  1^  siii  0  cbs  cp,       y  =  p  sin  6  sin  o,  3:  =  p  cos  6,   ' 


on  aura 


—  =  sin  6  cos  o,       -7-  =  p  cos  0  cos  o, 


^  =z  sin  0  sin  o,        -jr 
•et  par  suite 


^  =z  Sin  0  sin  o,        ~  =:  p  cos  6  sin  ç, 

i)p  ■   '  dO         '  ^ 

COS  G,  —  =  —  p  sm  0, 


J  =  p2  sin  0  ; 


= 

— 

p  sin  0  s. 

n 

sin 

0  COS  0 

i)0 

= 

0, 

c'est  la  confirmation  du  résultat  trouvé  par  des  considérations 
.géométriques  au  n**  251. 

Pour  que  la  démonstration  qui  vient  d'être  donnée  con- 
vienne, Ji  ne  doit  pas  s'annuler  ;  mais  en  suivant  un  autre 
ordre  pour  la  substitution  des  nouvelles  variables  aux 
anciennes,  on  introduirait  d'autres  mineurs  que  Ji.  et  si  3^0, 
il  y  aura  toujours  un  au  moins  de  ces  mineurs  non  nul.  La 
seule  hypothèse  à  faif-e  est  donc  3  :p^  0. 
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Intégrale  de  Dii'îclilet 


258-  Le  problème  à  résoudre  consiste  dans  l'évaluation  de 
l'intégrale 


œv-  ^y'i-^z"-  y[(|)'  4-  (ly'  ~H  [lj']cMijcl'  ^13) 


1  = 


pour  toutes   les  valeurs   positives    de    œ,y,z    satisfaisant    à 
l'inéoralité 


"O" 


fr-dr-i^x'      c^' 


Nous  ferons  un  premier  changement  de  variables 


^i^         Vt      =.'/ 


a  ^'         \h 


On  trouve  facilement 


I  =  M 


en  posant 


n  7  ^"  nr  a''i«C'' 

i^.=^  ^i=P'  ^'i==-'  ^^^==^^' 

de  plus,  la  condition  (14)  devient 

^-^'i  +  yi  +  ^1  <  1  (16; 

et  les  variables  a^j,  yi,  ?i  sont  toujours  positives. 
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Faisons  maintenant  un  nouveau  changement  de  variables 

?/.  +  -1  =  ^^ 

d'où  l'on  tire 

Le  Jacobien  de  Xi  y^  z^  par  rapport  à  ^,  y^,  X,  a  pour  valeur 
1}  Yi  ;  la  quantité  sur  laquelle  porte  l'intégrale  (13)  devient,  en 
supprimant  momentanément  les  indices^ 

et  la  condition  (16) 

0<f<l. 

Comme  ^j  et  î/i  doivent  être  positives,  il  en  résulte  aussi 

0<vi<t. 
o<a  <1. 

Les  variables  sont  donc  séparées  et  l'on  pourra  écrire  ^  sous 
la  forme 


[■■ 


•v'O  «y  0  Jq  . 


Les  deux  dernières  intégrales  peuvent  être  effectuées  ;  elles 
ont  respectivement  pour  valeurs,  en  restituant  les  indices. 
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On  est  donc  ramené  à  l'intégrale  simple 

Un  cas  est  particulièrement   intéressant  ;    c'est   celui   oii 
f(ç)  ^1.  On  a  alors 

rf^)r(|)r(r^ 


259.  Calculons,  par  exemple,  le  volame  de  l'ellipsoïde  qui 
a  pour  équation 

/vi2  7/2  ^2 

^2    -+-    J2    -i-    c2  \'') 

En  se  bornant  aux  valeurs  positives  des  variables,  on  aura 
îe  huitième  de  ce  volume.  11  faut  faire 

a  —  p  =  Y  =  2 
p  =  q  zz=  r  =  \, 

et  appliquer  la  formule  (18).  On  aura  ainsi 


1  VT         /       y       /     7    ,    T          abc 


m 


dxdydz  =  -^ ^ — 70" 


9^2 


Or 


donc 


r  2  =  v/tt  ; 


V  =  ô  TiaSc. 
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260.  Les  résultats  précédents  s'étendent  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables  positives  j;j,  x^  ...  x^.  Nous  pouvons 
supposer  effectuée  la  premi-ère  transformation  du  n"  256,  et 
écrire  immédiatement  comme  condition  limitative 

X^  -^  X^  .-+   ...   -t-  Xn  <   1.  (20) 

Il  s'agit  de  démontrer  qu'en  appelant  I  l'intégrale  multiple 

S x^P^ ~~  ^x.^-  ~^  ...  Xj^'' ~   dx^dx^  . . .  dXn, 

étendue  au  champ  limité  par  la  condition  (20),  on  a 

'  1  =        r(p,lr(j),)...r(p„)  . 

r(jo,  ^i^o -+-••• -t-i3„ -+- 1)  ^"  ^ 

Intégrons  d'abord  par  rapport  à  Xn  ;  nous  devrons  écrire 

/l  /^l    —   OC^  ^\   —  Xi   —  X-i    ...   —  X,x  _  j 

X^'^~\lX,      /       X^V^--^dx,     ...        /     xf"-^dXn 

xP^  -  'dx,     /   x^j:1  -  '  (l-^,-^..-.-^»^i)^" aa:, _ ^. 
Posons 

Xj^  — j  =  yl  Xi  X.2   ...  Xji  —  2/     ' 

comme  x^,  x^  ...  Xn  —  ^  restent  constantes  dans  la  dernière  inté- 
gration, la  dernière  intégrale  s'écrira 


Vj ^1  ^2 


=  (t  —  a^i— a^a  ...  — a?„_,)^"+^-'-i      r(p„  _  Qrfp,. -F  1) 
j>„  r(p«--i  -^-i^n  -+- 1) 

^{^-x,-x, ...  -  xn__^'^  +  P-^    r(p„_,-^pTr+  1) 
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Nous  trouvons  ainsi 


'a;  — 2         (^~^'i 

Xn_^)  «^«-n^0„_,    +p„-^   1)' 

cette  forme  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  que  nous  venons 
de  réduire.  Nous  écrirons,  sans  plus  de  calculs, 

r(p„  _ ,  +  p„  +  1)  *  r(Pn-2  +  />«- 1  -+-  Vn  H-  1)  '■■ 

IXPj  4-P2  +  ..-hJ3n-Hl)     ' 

ce  qui,  après  réductions  évidentes,  est  bien  la  formule  (2i). 


Centres  tle  gravité  et  îMoiiients  d'inertie 


261.  Soit  P  un  plan  ;  m^,  m^  ...  m„  un  système  de  k  points 
matériels  dont  les  masses  seront  désignées  par  les  mômes 
lettres  mi,  m^  ...,  et  dont  les  distances  respectives  au  plan  P 
sont  c?!,  d^  ....  .  Soit  enfin  M  la  masse  totale  du  système, 
G  son  centre  de  gravité,  D  la  distance  de  ce  point  au  plan  P. 
On  sait  que 


M  =  mi  +  m.^  -h  ...  +  m/,  =  JiJ 


y.  7n^d^  -+-  WjO^a  +  ...  -t-  Wl^.C?/,  __  Zd'^'^'  /22) 

""  '      m.  H-  'mo  -h  ..  -H  mu  V^m  ' 


Si  l'on  fait  coïncider  le  plan  P  successivement  avec  chacun 
des  trois  plans  coordonnés,  les  distances  di  deviendront  les 
coordonnées  xu  yu  ^i  des  masses  mi,  et  D  prendra  les  trois  va- 
leurs X,  y,  z  qui  déterminent  la  position  du  centre  de  gravité. 

S'il  s'agit  d'un  volume,  la  masse  m-,  est  un  élément  de  vo- 
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lame  au  point  m-,  multiplié  par  la  densité  p^  ;  cette  densité  est 
mie  fonction  des  coordonnées  du  point  m;.  Les  sommes  qui 
fio-urent  dans  la  formule  (22)  deviennent  des  intégrales  triples, 
et,  en  prenant  pour  plan  P  le  plan  yoz  par  exemple,  on  a 

pxdxdyd:^ 

(23) 


I     I     I  ^dxdyd. 


Si  le  volume  est  homogène,  p  est  une  constante  qui  dispa- 
rait dans  la  formule  (23)  et  l'on  a  simplement 

I     i     i  xdxdydz 
X^^^^-^LÂ^ ,  (24) 

V  désignant  le  volume  du  corps. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  aux  surfaces  et  aux 
lignes,  avec  cette  seule  différence  que  les  intégrales  sont 
doubles  ou  simples  au  lieu  d'être  triples.  On  aura,  par  exemple, 
dans  le  cas  d'une  surface  homogène,  pour  l'abscisse  ^du  centre 
de  gravité 

I     I   xda 

vr    %J       .^  


en  désignant  par  S  l'aire  totale  et  par  c/a  l'aire  d'un  élément 
superficiel. 

262.  Exemples.  1°  Soit  à  déterminer  le  centre  de  gravité 
d'un  hémisphère  plein  homogène.  Nous  supposons  que  le 
centre  de  la  sphère  est  à  l'origine  et  que  le  plan  des  xy  limite 
l'hémisphère.  Le  centre  de  gravité  se  trouve  évidemment 
sur  Oz.  Sa  distance  à  l'origine  sera  donnée  par  la  formule  (24), 

I     /    /  zdxdijdz 
Z  = 2  • 
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Nous  intégrerons  pour  toutes  les  valeurs  positivés  Aqx^  ?/,  s 
satisfaisant  à  l'inégalité 

x^  -H  \f  -H  ^2  ^  R2 

et  nous  multiplierons  le  résultat  par  4.  C'est  une  applicalioa 
de  la  formule  de  Dirichlet  (18).  Il  faut  faire 

a  =  &  =  c  =  R 

jo  =  <7  =  1 
r=2 

On  trouve  ainsi 


r' 

2/1 

ttR 

16 

2 

i-(2)     - 

Z: 

3R 

-   8  • 

2*^  Cherchons  maintenant  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de- 
cycloïde  complet  (tome  l'^^  n°  286).  La  courbe  est  plane  et  il' 
suffit  de  deux  coordonnées  ;  de  plus,  à  cause  de  la  symétrie, 
le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  l'ordonnée  du  point  le  plus 
haut  et  il  suffit  de  trouver  à  quelle  distance  de  Ox,  ce  qu'on, 
obtient  par  la  formule 


Y  = 


S63.  On  appelle  moment  d'inertie  d'un  point  matériel  par 
rapport  à  un  axe  le  produit  m.  r^  de  la  masse  du  point  par  le 
carré  de  sa  distance  à  l'axe  ;  le  moment  d'inertie,  I,  d'un  sys- 
tème de  points  matériels  est  la  somme  des  produits  analogues 


/  yds 

X"'-'  - 

■  cos  t)2a  sin  .-^  dl 

8a     ~ 

8a 

I  =  /  pir-. 
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Si  le  corps  est  homogène  et  continu  (nous  supposerons  alors 
sa  densité  égale  à  un),  on  a  une  intégrale  triple  à  calculer 


dY  étant  un  élément  de  volume. 

264.  Donnons  deux  exemples. 

l'*  Moment  d'mertie  d'une  poutre  droite  à  section  rectangu- 
laire par  rapport  à  son  axe  longitudinal.  Nous  prendrons 
pour  axe  de  la  poutre  l'axe  des  5  ;  la  seclion  droite  sera  un 
rectangle  ayant  son  centre  à  l'origine  et  ses  côtés  parallèles  à 
Ox  et  à  0?/,  Nous  appellerons  c  la  longueur  de  la  poutre, 
2a  et  26  les  dimensions  de  sa  section.  Il  faut  calculer 

h 
[x"'  H-  y^)dxdijd2. 


L'intégration  par  rapport  à  z  s'effectue  immédiatement  et 
l'on  a 


2cb    I  x^dx  -\-  2ac   j      tfdy, 

a  ^  —  h 

=  -o -  («   ~1-  b-) 

'iP  Moment  d'inertie  de  la  sphère  par  rapport  à  un  de  ses 
diamètres  [Oz). 
11  s'agit  de  calculer 


h=    f      I      I    {p^-^y^)dydyyz 
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pour  toutes  les  valeurs  de  x,y,z  telles  que 

x"  4-  ]f-  -+-  52  <  R2 

Mais  on  a  évidemment,  en  considérant  les  deux  autres  axes, 


L  =  J,  =  Ï,_  3 


C'est  encore  une  application  de  la  formule  deDirichlet  (17). 
îVous  calculerons  le  huitième  de  I,  pour  nous  borner  aux 
valeurs  positives  des  variables.  Ici  l'on  a 

a  =  5  =  c  =:^  R 

«  -  P  =  Y  =  2 


d'où 


8   -  "3  8    /  ,3\      /     R2^^     d\, 
j   _  2  j.,  -  2  _  8^R^ 


2 


RÉSUMÉ  DES  PRINCIPALES  FORMULES 


;865.  Dans  les  Tableaux  qui  suivent,  nous  avons  réuni  les 
résultats  obtenus  dans  les  huit  premiers  chapitres  de  ce 
volume.  Nous  y  avons  ajouté  un  grand  nombre  de  formules 
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qui  s'obtiennent  par  des  procédés  analogues.  Pour  faciliter  le 
travail  des  calculateurs,  nous  n'avons  pas  hésité  à  écrire  des 
résultats  qui  auraient  pu  être  déduils  d'uue  seule  formule  ; 
c'est  ainsi  que  les  six  premières  formules  du  tableau  sont 
contenues  dans  la  deuxième  d'entre  elles  (*),  à  condition  de 
supposer  que  m  puisse  prendre  toutes  les  valeurs  entières  ou 
fractionnaires,  positives  ou  négatives,  et  même  la  valeur 
zéro.  Il  est  à  peine  utile  de  faire  observer  que,  si  'sÇx)  est  une 

intégrale  de   f{x),  (d[u)   sera   une    intégrale  de  -j-  f{u).   Par 

exemple,  on  a 


^.m  +  1 

m  H-  1 


«in"'a;  cos  codx  = t—  -\-  c  ; 

m  H-  1  ' 


pour  vérifier  cette  dernière  égalité,  il  suffit  de  poser 

sin  x  =  u 
et  l'on  retombe  ainsi  sur  la  première  égalité. 

IiitéaTalioii  directe 


(*)   Pour   obtenir   la  troisième,    il  faut    écrire  le    second   nombx'e 

X"'  +  i  —  a'"  +  1 

^^   I   ^ ,  prendre  la  dérivée  des  deux  termes  par  rapport  à  m, 

puis  faire  m  =  1. 

(**)  La  lettre  c  désigne  une  constante  arbitraire,  ici  et  dans  tous  les 
tableaux  suivants. 
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r^m  +  1 


m  -h  I 


/   dx       , 


c(*) 


c?a;  11 


a?'"  m  —  1  a;'"  -  ^ 


fZ^ 


^  =  2V/^H-C 


sin  xdx  =  —  cos  x  -\-  c 


cos  xdx  =  sin  x  -\-  c 


lang  i^c^a?  =  —  log  cos  a;  -h  c 


cot  âJt/a?  =  log  sin  a;  +  c 


/ 


séc  xdx  =  —  log  tang  (  /  —  9  )  4-  c 


X 


coséc  xdx  =  log,  tang  ^  +  c 


(*)  Dans  celte  formule,  comme  dans  tout  cet  ouvrage,  le  signe  loy 
désigne  un  logarithme  népérien.  :, 
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arc  sin  xdx  =  x  arc  sin  x  -\-\J\.  —  a;^  -+-  c 


arc  cos  xdx  =  x  arc  cos  x  —  \/l  —  x-  ~{-  c 


arc  tang  xdx  =  x  arc  tang  x  —  ^  log  il  -i-  jj^)  -i-  c 


arc  cot  xdx  =  x  arc  cot  x  -i-  ^  log  (1  +  x^)  -\-  c 


dx  .    co 

=  arc  sin  -  H-  c 


/—  „  clic  s  111  — 

\/a}  —  x^  a 


dx            1         ,        X 
-^ -,  =  -  arc  tang \-  c 


/■ 

J 


dx  . 

— ^-  =  lang  X  +  c 


=  —  col  X  -\-  c 


sin-  X 


\og.xdx  =  a7(log  a;  —  1)  H-  c 


e^c^a;  =  e'^  +  c 
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Diverses  Méthotles  crîntégratîoii 


!S66.  Nous  supprimons,  dans  ce  qui  suit,  la  constante  c 
pour  simplifier  l'écriture. 


dx  1  .      lax  -\-h  —  \Jh^  —  4  ac 


aoc'-^hx-\-c       ^l^_lac     ^  2ax -\- h  ^  \/b^' -  k  ac 

si  6^  —  4  cic  >■  0. 

— ,- —  = —--7  si  J-  —  4  ac  =  0. 

ax^  -\~  ox  -\-  c  ax  h--  h. 


dx  2  2  aœ  -f-  h 

si  4  ac  —  62  >  0. 


dx         ,      ,         a? 
sin  X  o        o  2 


dx 
cos  a: 


=  log  cot  (^  -  I) 


J? 


?»  +  1 


J?"'  log  a;  C?a?  = .    log  ^ -, ; — TV2 


(*)  Voici  par  exemple  un  cas  particulier  qui  se  rencontre  dans  le 
problème  de  la  déformation  d'une  plaque  circulaire  encastrée  sur  le 
pourtour  et  chargée  au  centre.  La  méridienne  a  pour  équation 


-/? 


X  log  -  dx 

d'où 

?/  =  -  ^  log  r  +   Y  log  X  -  -g-  +  c 
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OG-dx  sin  X  —  x  cos  oc 


r 


[x sin  ce -\- cos  xy        j?  sin  a; -H  cos  a? 


œ^dx  X  sin  x  -f-  cos  x 


J 


(sin  X  —  X  cos  x)'^  sin  x  —  x  cos  x  ' 

ac?a?  (ang  a; 

[«  H-  («j;  +  6)  tang  x]'^        a  -\-  {ax  -4-  b)  tang  a; 

-  =  ^  j  a;  -I-  log  (sin  x  -i-  cos  x)  1 


C?J7 


/■ 


l  -j-  tang  X 
Ve-''dx  =  —  [P  -I-  P'  -i-  P"  -^  ..  +  P(")]ô--%  (71  degré  de  P> 


dx 

—  ==:  arc  tang  e^ 


e"  -V  e 


nv(^)dx  =  wi'l"-  *)  —  «'?;(" -2)  +  îi"v("-  ^) 


(_  1  )Pw(i')y(»  - 2^  -  1)  -+-  (—   1  )P  +  i     I     uiv  +  i)u(«  - P  -  l)c(fi»- 


/c/ar                      if  1  , 

.1 ^2V2  =  ^îTi -\  -h  ô  arc  (ang  x 
(1  -I-  x^y       2(1  -i-  a?^)       2  ° 

1  -+-  y/l  -+-  ^  ^^^  =  6    5  _^  22/^  -+-  3  ?/2  _  4  log  [y  -  1) 

1  —  \\-\-x  ^ 

/        .(2?y  4-  IV       8  — \/3        ,        2  ?/  +  1 
,„,  ^  ,  ^  O +_i  +  _-^  arc  ,a«g  --^ 


avec  r,  =  V  1  +  x 


:3o2 
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—  4  a      log 


/ 


oc  ~y 


I  X  —  y         X-  -\-  Il 


.l\ 


XII 


J 


dx 


si  y\x  -^  a)  =.  x\a  —  x). 

_  1      \/(.^-  —  a)  {oo  —  h)  -\-  X  —  a 


sj{x  —  a)  {x  —  h)  \/{x  —  a)  [x  -^  b)  ^  a 


dx 


-=  =  log  \x  -+-  s/x-  —  a^) 


\x-  —  a^ 

— =  log  \x  H-  \oo'^  -}-  a-) 


do)  .    X 
=  arc  sin  ~ 


a  -\-  X 


dx 


-  dx  =:  \u^  —  x"^  —  a.  arc  cos  ^ ., 


1 


dt 


\/mx^-  -^2nx  -{-  p  sj m    /    \/ 1- 
i 

avec  a?  -h       =  t       et  a^  =  dz  -^ — 5 — 

m  9ir 


dx 


dt 


y —  mx^  -+-  2noi7  +  i^       S/m    J  .  s/a^  —  t'^ 


avec  X =  t       et        a^  =  -^ — 5 — 

m  m- 


l 


dz 


dx 


(z  —  a)  sjmz'^  -i-2nz  -hp  J    \/px^  -\~2nx-\-  m 


%\  z  —  X  =  - 

X 
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,-^~         '"^   1-^=  =  —  ô^-    (/l   +  ^■'   +  \/l"^T-\ 
Sj\  ^X"   -\/l  —00"  ^^'\  I 

-+-  g  log    \^,.  +  y^i  _^  ^,-,2  j  _  ^-  arc  sin  :o 


-  1       ./~1 '■> 

-  +  9  •'-  va?-  H-  a- 


V«-  —  x~  clx  =  r)  cc"  arc  sin  -  -h  9  -^  v  «   — 


d.v 


a  s  m  a;  +  b  cos  a; 


1  ,       —  a  cos  a?  -H  6  sin  a?  +  v  a^  +  &-  (  ) 

— _-rr:--i:z:2r=;    lOg   -. = 

1/(^2    ,    ^2  a  Bill  tv  H-  6  cos  d7 

C)  Nous  avons  donné  dans  le  texte  (page  73)  la  foi^TiuIe 

y»                                                      /cos^ — -~ )  (  siu  io  + ) 
dûC-               ^              1                     \ y/a2  4.  62/\                    ^tt^  4, 62/  . 
tt  sin  M  4-  6  cos  .v      o  ./-TTTTi  °^/            ,         a        \  /  •        ,        b        \  ' 

on  passe  de  la  forme  du  texte  à  la  forme  actuelle  en  ajoutant  à  la  pre- 

1 
mière  — \Qa  1 —  i).  C'est  d'ailleurs  par  inadvertance  que  i'inté- 

grale  du  texte  a  été  donnée  sous  forme  imaginaire  ;  il  faut  y  changer 
le  signe  d'un  facteur  dans  la  fraction,  ce  qui  revient  à  l'addition  du 

1 
terme — , log  ( —  1),  et   ce  n'est  qu'avec  cette  addition    qu  on 

trouve  la  seconde  forme  donnée  dans  le  texte 

.       --4=::^^logtang^ 
y  a-  +  62  2 


Calcul  inuikitésimal 


23 


3;j4,  chapitre  Vlll 


dx 
a  -h  6  cos  a; 


=    /". V.  arc  tang  (  *  /  -• y  ^r/  r,  )  si  a  >■  ^ 


0"-+-  &  cos  j;       </^2 ^2     ''  a  -t-  è  cos  a? 

si  h^  a 

x"'  cos  .rc?a;  =  sin  a?  [^t^"  —  n(?i  —  l)r"  -^  +  ...J 
+  cos  X  [njc"-^  —  n{n  —  1) (n  —  2).»"-'^  +  ...] 
/    (arcsin  a?)"c?.a7  =  .'ç[(arcsin  a;)"  —  ?t^^n  —  1)  (arc  sin  j:)'^-2+  ...J 
H-  v/l  —  a?2  [«(arc  sin  xY  "^  —  Ji(n  —  1)  (?î  —  2)  (arc  sin  ^)"  -  ^  -f-  ...J 

/                ,     ,            „    a  cos  &.37  4-  6  sin  hx 
I    e"''  cos  oxax  =  e*' 5 r^ 


,     ,  a  sm  bx  —  b  cos  5^ 

a^  +  6^ 


,-,,,/        o       ,  sin  2  «^        2  /)  sin  (2  p  —  2)x 

/  2jo  1  2p  —  2 

2p(2p  —  ■])  sin  (2p  —  i)x  2p'2p  — 1)  ...  (p+1)  x 

"^  r72  2  p  —  4         ^  •■•  +         l,2.3...j;         2 

-,  ,      l        ,    ,  ,     7         sin  (2m  +  \)x       2^-1-1  sin(2p  —  l)^; 

2  -^'    /    cos-^^  +  h:dx  = à-^ —-  -h  -^-, —  — à—^ t^-  +•  • 

f  2p  —  1  1  2^  —  1 

_^  (2p  +  l)(2p)(2j3-l)...(p  +  2) 

"^  1.2.3  ...  (7J  +  2)  ^'"  ^• 

sin  (log  x)dx  =  -^  (sin  log  a;  —  cos  log  x 
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Iiitéarales  définies 


Ç» 


1267.  /      e     -'^'cZ^  =  g  v^TT. 


0 


[  0  si    I  a  1    <  1 


log  (1  —  2a  COS  X  -h  a-)  dx  = 
•'«-'0  f  7:  log  a'2  si    I  a  I    ^1 


sin  a?   7  , ^  "^ 

a?       "   ^     2* 


^0 
/      tan  g  ^' 


dx  =  ^. 


/       ' T-  dx  =  j= . 

f  x"  2 

«-  0 


loo-  a?  ""  '°S  ^°°  ^^  ~  ^^S  ^'^ê'  ^• 


log  sin  o:dx  =  —  ^'  log  2 


^  log  sin  xdx  =  —  -^  log  2 

0 

.  2«    ;    _  (2j3  — l)(2p  — 3)  ...  3.  l  - 
sin    ^rta;  _        2X2p  —  2)  ...  4.  2         2 
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0 

TT       2    2    4    4 

2  =  j.3.3.....(Wallis) 


e  do:;  =  a.      2  -y 

0 

1  3       2  wi_—  1     _  2Ht  +  1 

2  2  ■  ■  ■         2        '''■         ^      "£ 


œ'-h  -  «- V^  =  ;  J  . . .  ^^—^  a  -  ^-^V^  V 


0 


/       e     ''^''  cos  2  &j?(/a;  =  V)  e~^'  ^/tt 


«^  0 

,1 

loff  a?    , 
i  —  ce 
0 


-^  ce  \2 


^  0 

lo,a:  A' 


r,  (_lx  = 


0 


cos  xdx        iz 

_  Q —  a 

d^  -\-  00^        a 

o 


f 


sîn  xdo:) 

cf-  H-  o;^      ■ 


— .  dx  =  -.— —         0(/;  <  l)i 
1  -+-  oj  sin  MTï  Vf    ^    / 


i 
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» 

p         \P 

00 

/       x^"^  -  U  -  ''"^dx  =  \a-  '"m  ! 
X„  =:  2^-----;  X  -1^  {x'  -  1)«  =:.  M      (^  +  \/œ'"~'l  cos  -^Ych 

^  "  ~  V      (^^^  4-  \/-i^— T  cos  o)"^' 
:--=  +  !  si  .v'^  0,  =-  —  1  si  j;  ■<  0 

1  dx  ~ 

I     [a  —  x)  \/l  —  x'^       v^«^  —  1 


[a  réel  non  compris  entre  +  1  et  —  1  ou  imaginaire) 

I  dx  TT 

(x-  —  a-)  /l  —  x'       a  \/'l  —  a- 


r 


e      "■^'  cos  2  J^ctZ-v  =  v'"!?      œ 
e  -  '*^^''  sin  2  hxdx  =  0 


cos  x-dx  =  i /^ 


Jl       sin  a^-tt.'/; 
0 

dx  2ti 


a  +  cos  X       sja^  —  1 
'0 
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00  sin  moc  —ma         /      -^    a        -.a. 


! =1^ dx  =  loff 


_  0?.^  =  log 
•^0 


_^ sin  2  a.r  ^^^  __  t.     

î  _l-  /ç2    *    1  —  2  ?■  cos  ao?  H-  r^     '  "        2  (e'-"'"  —  i-) 


X  sin  J  a.r 

J  0 
,1 

92n— 2 


0 


(!PIjï)-I!!_  dx  =  —  — B„  tt'"  (B„  nombre  de  Bernouilli), 

l  —  X  n 

1 

[\0^_X) ^^^  ^  _  ^ _!   g     ^,, 

sin  mx  1/1  1         „ 

dx  =^^     — r H  2 


e2-7ra,' I  2  \e'"  —  1        m 

0 


sin  m  A'  1 


*-'0 


sin  007      c/.r  tt  e«  —  c~«     ,      ^  ,. 

sin  hx  i  -^  X-       le'  —  e~"    ^     ^    ^ 
'0 

o 

cos  ax    xdx    Tc  e'^  -t-  e~~"-    ,         ,. 

svnh~v  VT~x^  ~  2  e''  —  e^''    ^^  ^    '' 
'0 

sin  «a?        dx        r^  e"- ■ — e'""    ,    ^  j\ 


cos  ax      dx      Tz  e"  -h  e~"    ,    ^- /  \ 

cos  bx  1  4-  x^       2  e^  -{-  e—T'    ^'^^         ' 
0 
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Si  a  >■  l>,  soit  a  =  2  A;  &  -h  c,  A,-  entier,    1  c  |  <  ]  ^>  | 


sin  ax      dx      tî  e''  -+-^e     ^  —  2  e     "        .     , 


«-'  0 

/       sin  ax      dx  tc  e  "'' 


/       sin  hx  ï  ^  x^        é'  —  e~^ 
0 


1       (  e  ~  ^•-  —  e"  ^-  )  c?a-  =  (&  —  «)  V^tt: 


«-'0 


a?"~^   H-   X- 


dx  =  -—-- 


\  -\-  X  "  ■      sin  «t: 

'0 


r  1  +  .'<; 

0 


f?:r  =  -ncota- 


/      1  -t-  2a'  cos  0  +  x^     ^  ~     sin  a-    sin  0        ^ 

J     x\o^x  1  —  a;-'-  °         2r 

,1 

c^j;      ^^^  —  2  a?''  +  x^-''-v        ,        .    p- 


a?  loff  a;  1  —  £c^'' 

'0 


=  log  sin  2^ 


,1 


^^^  =  -.-^-,  (l  +  a)    '• 


/      {i-^ax){\—xY  sin  TTî 

0 
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2 


(loglano-O)2'^rf0=:(^J'"^'s, 


^■'    0 


00 

(S^.  étant  le  coefficient  de  piY"!  ^^'^'^  ^^    développement  de 


séc  ^  =  1  -h  Sj  \j^  -\-  ...)• 


'0 


■»2 
(log  tang  e)2''-  -i-^  =  0 

0 


^1  t  ftW-l        ^^  7.2''(2^''-l),. 


•-^0 


cos  4A:6  log  Ig  G  rZO  =  0 


«^0 
'2 


cos  2  (2/i:  -  1)  0  log  tang  6^/0  =  -  ^^^-^^^ 


0 


2" 


cos'-  0  cos  AO  log  tang  0rfO  =  —  ^.^  ^  7^ 


0 


(—  IV'/i  ! 
°  (m  -I-  1)"  r  ^ 


^^0 


^'d^  =  1  „  |.^  4-  i.  _  1  +  ...  =  0,783  à  0,001  près. 


0 
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,  ni  n  -h  1 

^"e~-''  cos  xcix  =  ,  -i  cos  — -, —  t:. 

2  '■'P  '' 


r  ■        -,  ?i  !       .    n  +  1 

/       ^"e  -  -  sin  xiW.  =^  -^^jj  sin  --^- 


dx  49 


'0  -^ 


^^-^  =  1,927622.. 


-J_       f^a;  =  "  ^,    ,    .        0  <  m  <  w,  m  et  «  entiers. 


0 


sin       ., 

xV  —  1 


^'-'dcc^S/lii-^s/-^- 


/       cos  i/di/  =    /       sin  î/V/y  =  ^  y  ^. 

f27r 
g«i.  cos  10   gjj^    ^^^^  gjj^    j_^  I    ^^^^^    __   Q_ 

/      -i"^ ± r=  loof  tang  -  a. 

/      (1  +  ^0  log  iv  °        o  2 

J(      cos  fm  log  ce)  —  cos  (n  loar  ce)    ,          1  ,       1-1-  J^i' 
f       !i ^ — f ^ 5 — l  dx=  ^  loo;  . — ■ 7, . 
log  œ                                   2     '^  1  H-  n- 
0 

/     sin  (m. loo-  x)  —  sin  {n  log  x)    ,  .  , 

I      ^ ^^ — { ^^ 5^ — :  dx  =  arc  tg  m  —  arc  Ig  n. 

f  log  œ  o  o 

log  (1  -h  k  cos  x)    ,  '     1       n  ^  w 

__o_v _ — '  (^x  =  TT  arc  sin  h      (k  ■<  1). 

cos  OJ  ^ 

'0 
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^  sin  a?       ,     Ti- 

1  -h  cosli^        '    '  4  "    . 


t-^0 


/  cos  mx 

f        i  —  2a  cos  a?  H-  a-  ""'■"         1  —  a* 
^0 


,  ira'' 


^5 ^ 2  =  -  log    1  H-  a). 

1  —  2a  cos  a?  -1-  a'^         a      '='  ^  ^ 


0 


.  tans"  se  7  "^  l  ti\  ^       ^  h^ 

a  cos^  ^^  -4-  b  sin-  a?  ^  cos  --  v/«^~"  ^^  ""  " 


0 


OC- 

sin  a;  tang  ^ 


-' — s  f^^^  = 


'Q       1  —  2a  COS  37  H-  a-     '  1  H-  a" 

I         — ^-^ , ^ -^ '-  clx  =  T.  log  (1  —  ae     '")     (a  <  1  .. 

dx  ^     _  ^  —  "'^"T  '" 

(1  H-  ^-j  (l  H-  2a  cos  mx  H-  a'^j  2  (1  —  a^)  1  +  ae""  '"  " 
0 

/^  oc 

07  sin  mxdx  ■k 


(l  4-  x^)  (1  -h  2a  cos  mx  -\-  a^)        2  (a  -+-  e'")  * 
'0 

/-»  oc 

— sin  mc€  dx  =  r^ 

Q^x g—  "^^  2    ™ 

0  ^'-^ 


J. 


B, 


T.X  „ -RX 


g-    g      —  l\:n 

0 


— r-,  Sin  mxdx 


rjix       ^-Tvx  "■"  •■--—        2  g'«  -1-  ;2>  cos  a  -h  e"  "' 
0 


gM    . ,     Q 

T.^ '~-v>  cos  mxdx 


e^-»  —  e~~^  e"'  -h  2  cos  a  4-  e " '" '■ 
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e-'-  sm'-P  a-do:  =  ^-^j^^-^^yj^^^-;^  ^^.^  ____  ^j^,  _^  ^^^^,y 


«-'0 


0 


(2p  +  1)  I 


(/■2    _^    1)    (/i2  -1-9)...    [/.-2   -+-    (>  ^    1)-]  ' 


6-  +  a;-       .  0 

'0 


-  ^2 


e     ^"      ^-       r^;^^     =     _^/^g-2a 


/ 


[qo"  fi  V  —  — 


»1 

-: ;  j =  log  (ang  ë 

1  -H  ."C  log  X  ^         ^  ^ 

0 

>1 

, =  log  tang  o - 

1  +  x"         log  X  ^       °  2?i 

'0 

00 

/       a;"""^  log  X    1  -K^ 

I T —  dx  =  ^—, — 

j  X  —  1  sin-  a~ 

1 

/      -^^-^^- ''  rf^  =  2  ('og  2)-  -  :j-2 

à  condition  que    /     ^^-^  dx  tende  vers  zéro  pour  h  =  zc  . 


X 
'h 
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C03  hx    j  &"~^  T^ 

-  dx  =  - 


^^  0 


^  ^  2  cos  -VT-  ^  ■ 


si  n  hx   ,     6"  ~  ^        jï 

"a;"      ^  ^'  "~  T(^')  "•     ^i^  (0  <  n  <  2) 

0  2 

Dans  ces  deux  formules  r(n)  désigne  la  fonction  Eulérienne 


I  .  7  1  «  m  p  /  M' 


jj  =  oc   î?(?i  H-  l)  ...  (?l  +  JJ  ■ —  1)' 


r    1  7  '^""l  /i        1       *       î  _L_    '^     —   l0"-W 

e-  ""  loo;  mi'  =  I  1  H-  X  H-  ...  -H  -         *^o  '^'' 

0 

rr^0,37721S6649.... 

log  \\-iMx  =  log  \/27r 
0 

»1  + 1 

log  ra.'c?a?  =  a  log  («  —  1)  H-  log  y' 2- 


Soit 


on  a 


i»!  -i-  o^l-i-  ..  ^  x',l  <C  1 
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Keelificatioii  d'arcs  de  eoui*l>e 


S68.  Cycloïde  (Tome  1'^'  n«  286)  :  s  =  Sa  sin^  J- 

0  a  s  =  \/8acG  -+-  C 

Longueur  d'une  branché  complète  :  P  =  8a 

Epicycloïde  (II  n^  212)  :        s  =  la  (^^^ -+  l)  (l  —  cos  |) ; 

T  j'         1  1.78  a(a  ~\-  ')■) 

Lonofueur  d  une  branche  :      l  =  — ^ — — ' 


cos-^ 


Ilypocycloïde  (II  n^  21 2)  :     s  =  ia(l  —  ")  (i 

Parabole  [if  =  iax)  :  s  ==  a  I  ^  —  log  !ang  ^  j^ 

(avec  lang  a  =  y'^) 


OU 


s  =  \/ ao:  +  ^,2  4-  a  log  \\/ x  -^  \Ui  -\-  x)  -\-  Ç^ 


Spirale  logarithmique  :  (p  =  ae'"")         s  = ^--  P  -+-  G. 

Lemniscate  f  =  la^  cos  2w  (P  longueur  totale)  : 

1 


P  =  2  a  — \. 


Hélice  :  {0:  =r  a  cos  0,  ?/  =  a  sin  Ci),  ■:-  z=.  mao) 

s  =  a.  V  1  -+-  m^.cp. 
Loxodromie  :   (sin  o(e"'î'  -h  e~^'^)  ==  2} 


.=«.i^i±Ji:(o-oj. 
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Chaînette  :  ,/  =  M  e«  +  ^      «  \         5  ==  ^     e«  _  g 


ïractrice  \  x  -^  \/ a-  —  xf  =  a  log  ^'^  "^  ^ ^^'  ~l1L: 

y 


ou 


^/a^ -2/^+^  =  0  s=alog|. 

Spirale  d'Archimède  (p  ==  «to)  : 

-5  =  4j  \/\  -h  oj2  +  ^^  log  (w  4-/1-1-  co^)  4-  C 


Cardioïde  [p  =  «(1  -h  cos  w)]  :  5  t=  4  a  sin  ^  +  C. 

r=(i) 
Courbe  à  m  boucles  (o"'  =  2'"  -  'a'''  cos  tiuo)  :    P  =  — )^ 

ri 

Hypocycloïde    à    quatre    rebroussements    ou     astéroïde 

'    .     f          3^                                                                    SaU    ,    ,, 
j;-  -h  t/'*  =  «3  I  5—, — _ 1_  (^ 

P=::6a 


Cissoïde  (  y-  =  9~z:r 


/»  a o  /-- ,      V''8  a  —  3  .T  —  V  6  «  —  3  J7       ^ 

5  =  2a  4  /^~-  —^^  -i-  a  /3  log  V-^— '^ +  G. 

«  —  ^-^  v/8  a  —  3  a;  -h  V6  a  —  3  a; 

Serret,  dans  le  XXXV^  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Poly- 
technique, a  fait  connaître  toutes  les  courbes  dont  l'arc 
s'exprime  par  un  arc  de  cercle  et  dont  les  coordonnées  recti- 
lignes  sont  des  fonctions  rationnelles  de  la  tangente  trigono- 
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iinétrique  de  cet  arc.  Nous  nous  bornerons  à  énoncer  quelques 
résultats.  Soit  s  l'arc,  g  une  constante  ;  posons 

^  =  tang-  - 


-4  v/^=^ 


1  -H  r  l   4- 

9  i/y         i  y    I 

«=r-^. -^1 >\/  — 1, 

1  H-  u         1  -h  C 

X,  élant  une  racine  de  l'équation 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  x  ç\  ij  seront  les 
|jarties  réelle  et  imaginaire  de  l'expression. 


Le  cas  particulier  de  vi  =  1  a  été  traité  par  Euler  ;  si  l'on 
pose 


o=Vx-^tj-,     R  =  *  /_p2  _^2^:  — 


ff- 


i  =  \/—  1 , 


•on  trouve  pour  la  valeur  de  x  -t-  iy 


{?  —  g  -^  Rf)  I  (?ï  4-  1)?  — 


9 


914-  1  L  ''  'î  4-  1 


m 


Si  co  désigne  l'argument  du  point  en  coordonnées  polaires, 
on  a  en  particulier 

pour  n  =  i  p"^  4-  6  p  —  2  =  3  f  y/s  cos  co 

pour  n  =  2  p'^  _|_  14  p2  _  8  p  -+-  1  =  8  r'  cos  co. 
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Aires  planes 


n  +  o  a-. 


369.  Parabole  {y-  =  2p.v)  :  Segment  8  =  3  (2^»)- . 

Ellipse  — "  -h  if.,  =  1 ,       Serment  =  ab  arc  sin  -  —  -  œ^â-  —  x-. 

Aire  totale  =  T.ab. 
Boucle  du  folium  [co"'  -+-  if  —  3a.vy  =  0).      S  =  -^  . 

Courbe  x^"  +  '-  h-  ?/-"+  *  =  (2n  4-  1)  ao;"^".       S  = 

Courbe  0''  =  sin^to  cos  w S  =  ^  — ~  =  0,5553. 

8     •      -n: 

S  in  > 
4 

i  Si  n  est  pair,       S  =  -xy-  ; 
Courbe  ^^"  +  y-"  =  a'  [xyy-'  l  ^\ 

!  Si  ?i  est  impair,  S  =  —  ; 

Lemniscate S  =r  a^. 

Segment  parabolique  limiié  par  une  corde 
perpendiculaire    à   l'axe    (coordonnées  d'une 

extrémité  de  la  corde  x,;y). S  =  5  a?//, 

Cbainette ^  =  as, 

Cycloïde S  =  3-a-, 

Quadratrice  iy  =  x  cot  -\ S  =  r.a-  log  2. 


Ellipse  ayant  pour  équation 

kx''  4-  2B^y  -h  C//2  -H  'l\):c  -1-  2E?/  -h  F  =  0. 
On  pose 

A  =  —  (AE^  -i-  BD-  -  2BDE  4-  FB^  —  AGF), 
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et  Ton  trouve 


S 


(AG  -  Bf 
Courbe  p"  =  a"2"-^  cos  ?2w 


2nr- 


Aires  courbes  (surfaces  de  révolution) 


369.  Aire  latérale  du  cylindre  S  =  2TrR7i 

Aire  latérale  du  cône  S  =  -rrRa 

Aire  latérale  du  tronc  de  cône  s  =  ir  (R  +  R')  a 

Aire  de  la  zone  S  =  2-n:R^ 

Aire  de  la  sphère  S  =:  4ttR2, 

Aire  du  triangle  spliérique  tracé  sur  la  sphère  de  rayon  R  et 
dont  les  angles  sont  exprimés  en  degrés  par  les  nombres 
A,B,  G 

Q  _    R2  V  A  +  B  +  G-180 

Portion  de  la  surface  d'une  sphère  de  rayon  R  comprise  à  l'in- 
térieur d'un  cylindre  elliptique,  concentrique  et  d'axes  R  et  2R 

Aire  engendrée  par  la  cycloïde  en  tournant  autour  de  sa  base 
(la  cycloïde  étant  limitée  à  deux  points  de  rebroussement  con- 
sécutifs) 

Calcul  infinitésimal  24 
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Aire   engendrée  par  la  cycloïde  en  tournant  autour  de  la 
tangente  en  un  point  de  rebroussement 

S  =  SîT^a-. 

Aire  engendrée  par  la  cycloïde  tournant  autour  de  sa  tan- 
gente au  sommet 

Aire  engendrée  par  la  cycloïde  tournant  autour  de  sa  nor- 
male au  sommet 

S  =  S-a'-U  —  -^\, 
Ellipsoïde  de  révolution  aplati  [a"^  b) 

S  =  jTra-  -i ;; ■-    lOg   T— . 


soit 


on  trouve 


&2 


c       0     2,        0  (1  —  e-)  ,       1  -H  e 

S  =  Ir.a^  -h  Tia-  ^^ '  loff  -, . 

e  °  1  —  e 


Ellipsoïde  de  révolution  allongé 


soit 


<^        ^  ,,           2-n:a-6  h 

s  =  27r&2  _| — ; arc  cos  - 


„        ,        a^                     2TCrt5  . 

e^  :=  1  —  T^ .  S  = arc  sin  e  -h  2-it&-. 


Tore  (rayon  du  cercle  générateur  =  «)  S  :=  4-2^5.. 

Surface  dont  la  méridienne  est 

j  9 

une  astéroïde S  =  -i.-  -ko}. 

5 

une  chaînette S  =  nab. 
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(en  appelant  6  l'ordonnée  du  sommet  du  cône  des  normales 
le  long  du  parallèle  limite) 

une  cardioïde  tournant  autour  de  son  axe  S  =  —  iza^. 

Aire  d'un  hélicoïde  :  portion  comprise  entre  deux  cylindres 
de  rayons  r  et  i\  et  deux  plans  faisant  entre  eux  l'angle  V. 
L'écjuation  de  la  courbe  plane  génératrice  est  ^  ==  -f  [x).  Pour 
A  =  0,  on  a  l'aire  d'une  tranche  de  surface  de  révolution 


S  =  V    /      v'(  1  +  ?'")  ^''  -+-  h^d^ 


^^oIiiBiies 


3'70.  Prisme  et  cylindre  V  =  B/z, 

Pyramide  et  cône  ^  "^  q  ^^' 

Sphère  V=gTcR3, 

Segment  sphérique  ^  =  p  ^■'^'^  +  9  ~^^  0"^  +  ''")' 


Ellipsoïde  ^  =  5  i^aïjc. 


Règle  des  trois  niveaux  s'appliquant  aux  volumes  limités 
par  des  surfaces  latérales  réglées  et  des  bases  planes  (B,  B')  ; 
B"  désigne  l'aire  de  la  section  équidistante  des  deux  bases 

V  r=  I  (B  4- B' 4- 4B"). 

Tas  de  cailloux  (hauteur  h,  dimensions  d'une  base  a,  b,  de 
l'autre  a',  b') 

■Y  =  ~  (2a  4-  a')  4-  ^  {2a'  4-  a). 
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Segment  d'ellipsoïde  compris  entre  deux  plans  parallèles 
au  plan  zoy  ;  on  appelle  a',  V  les  demi-diamètres  conjugués 
parallèles  à  ces  plans,  6  leur  angle,  c'  le  diamètre  conjugué 
des  premiers,  a  son  angle  avec  le  plan  zoy 


V  =  T.a'h'c'  sin  0  sin  a  (  a?  —  x^  — 


3a'^ 
Tore  engendré  par  un  cercle  de  rayon  a 

Volume    d'un    segment    de    paraboloïde  elliptique,    com- 
pris  entre  le   sommet    et   un   plan  perpendiculaire    à   l'axe 


-i-  —  =  2sG,  ce  =  h 


V  =  tt/i^  \^pq. 


Volume  compris  entre  le  plan  des  xy,  le  cylindre  x^  -\-  y- 
=  r-  et  le  cylindre  parabolique  az  =  2y- 


Za 


4. 

9: 


Volume  compris  entre  une  sphère  de  rayon  R  et  un  cône 
droit  ayant  pour  base  un  grand  cercle  et  pour  hauteur  mR 

Volumes  de  révolution  :  la  méridienne  est 

une  astéroïde,  V  =  .^t.  r.a^ 

une  chaînette  (voir  n°  270  pour  la  notation)  V  :=  ^  r^a^b 

un  limaçon  de  Pascal  V  =  4  ■nb  (a^  +  b^), 

o 

une  cardioïde  V^  =  -  tm^ 

8 


RESUMli    DES    PRINCIPALES    FORMULES 

une  cycloïde  (l'axe   étant  la  tangente  au 

sommet  V  =  --a^ 

une  cycloïde  (F axe  étant  la  base  de  la  cy- 
cloïde) V  =  b-iVi^ 
Volume  engendré  par  le  segment  para- 
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bolique  abc  tournant  autour  de  ac 

autour  de  bc 

autour  de  bl 

autour  de  al 


V  =  TT&C' 


ac 


\  =  -~  nbc  •  ac 
15 

V  =  t:  TUIC  ■   bC^ 
O 


V  =^  -5  -kBc  .  ac 
5 


FiG.  36 


//y>\  )î 

Volume  de  la  surface  (-  j 


j_ 


=  1 


V  = 


V  = 


%ahc        \n 


in 

\n/ 


"35 


Volume  de  la  surface  x^  -+-  tf 

Volume  engendré  par  une  droite  de  longueur  constante  qui 
s'appuie  sur  deux  droites  dont  l'angle  a  pour  valeur  a 

4 
V  =  q  "^^^^  tang-  a. 

Volume  limité  par  la  surface  dont  les  points  sont  tels  que 

la  somme  des  inverses  de  leurs  distances  aux  quatres  faces 

♦    d'un  tétraèdre  régulier  soit  nulle.  (Equation  :  2^?/^  +  a  (a;^  H- ?/* 

+   =2    _    (^2)  ^  0 


V  =  .'  7^2fl^' 
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Centres  de  aravîté 


SI  I .  Chaînelte  (soit  AN  la  normale  à  l'extrémité  de  l'arc, 
S  le  sommet,  SN  l'axe,  G  le  centre  de  gravité) 


SG  =  GN. 
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Cycloïde 


OG  =  ^a. 


F)C.  38 


Arc  de  cercle  d'angle  28,  le  ra3^on  du  cercle  étant  a 


distance  au  centre. 
Secteur  circulaire 


OG  =  a 


sin  6 


Zone  :  le  centre  de  gravité  est  au  milieu  de  la  hauteur 
Tranche  sphérique  ayant  h  pour  hauteur  el  «    et    Z»  pour 
rayons  des  bases.  Soit  z  la  distance  au  centre 


g  /*=>  H-  I  h  («2  +  h') 


Hémisphère 


3R 
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Clotoïde.  —  Cette  courbe  a  été  rencontrée  par  Fresnel  dans 
l'étude  de  la  diffraction  ;  elle  a  pour  équations 


et  l'on  voit  que  «a  est  l'angle  de  la  tangente  en  un  point  avec 
l'axe  des  œ.  Son  arc  a  pour  valeur  s  =  a  \/2cp  ;  le  rayon  de 

courbure  en  un  point  p  =  —  .  Les  coordonnées  du  centre  de 

gravité  sont 

^  =  ce  —  p  sin  cf 
n  =  y  —  p  (1  —  cos  cp) 


Moments  triiierlîe  (') 

S7S.  Dans  les  formules  qui  suivent,  le  moment  d'inertie 
est  désigné  par  la  lettre  T.  Sauf  avis  contraire,  pour  les  sur- 
faces de  révolution,  le  moment  d'inertie  est  toujours  pris  par 
rapport  à  l'axe. 

Poutre  droite  à  section  rectangulaire  par  rapport  à  son  axe 
longitudinal 

l  =  o  (a^  H-  &')  aàc 

Sphère  par  rapport  à  un  de  ses  diamètres 

^  _  Stt  R° 
Tore 


'=    15 


271  p  a^  H-  5  Ti^  a'^  h 

(*)  Un  grand  nombre  des  résultats  qui  figurent  dans  ce  n"  sont  em- 
pruntés à  l'ouvrage  de  M.  Jean  Résal  sur  les  Ponts  Métalliques  (Ency- 
clopédie des  Travaux  Publics,  fondée  par  M.  Lechalas). 
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Moment  d'inertie  d'un  rectangle  ayant  pour  côtés  «,  h,  par 
rapport  à  la  perpendiculaire  au  milieu  du  côté  b 


I  =  l-^  aP 


Même  rectangle  avec  un  évidement  rectangulaire  et  concen- 
trique ayant  pour  côtés  c  parallèle  h  a  ei  d  parallèle  à  b 


12 


(a5"  —  ccP) 


Losange  par  rapport  à  la  diagonale  a,  les  longueurs  des 
diagonales  étant  a  ei  b, 


I  =  j-^  ab^ 
48 


Polygone  régulier  de  n  côtés  et  de  rayon  R 


I  =  s  R*  sm  —     7  cos- h  TTi  sin''  - 

2  n   \4  ?i        12  n 


2)oî/ô/e  T 


FiG.    39 

Moment  par  rapport  à  ox       ï^  =  j^  {a¥  —  cd^) 

Moment  par  rapport  k  oy      I^  ==  _    œ^  [h  —  d)  -h  d  {a  —  cY 

Cercle  plein,  par  rapport  à  \ 

un  diamètre  4  " 


Couronne  circulaire 


I  =  ^  .t  (R'^  -  R'O 


Ellipse  pleine,  par  rapport  1 

a  son  axe  2a  4 


CHAPITRE   IX 

FORMULE  DE  GREEN.  —  POTENTIEL 


On  rencontre  en  mécanique,  et  dans  l'étude  de  l'électricité 
ou  du  magnétisme,  des  fonctions  qui  jouent  un  rôle  très  im- 
portant. Pour  faciliter  l'étude  de  ces  fonctions,  nous  établirons 
d'abord  deux  formules  fondamentales. 


Traiisforiiiatîon  trintégrales  de  voliiiiie 

en     intégrales     de     snr  l'ace 

Formule  d'Ostrogradsky 


S73.  Nous  allons  démontrer  la  formule 


^y        èzj        •'        \  (1) 

=  S(P  cos  a  -t-  Q  cos  p  H-  R  ces  y)o?^- 

Dans  cette  formule,  l'intégrale  triple  est  supposée  étendue  à 
un  volume  V  fermé  par  une  surface  (S)  ;  l'intégrale  double 
s'étend  à  cette  surface,  a,  p,  y  sont  les  angles  que  fait  respec- 
tivement avec  ox,oy,oz  la  demi-normale  extérieure  à  la  surface 
(S).  Les  fonctions  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  à-'x,  //,  z  conti- 
nues sur  (S)  ;  elles  sont  continues  ainsi  que  leurs  dérivées 
dans  tout  le  volume  V. 
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Nous  supposerons  d'abord  que  la  surface  (S)  soit  convexe. 
Considérons  l'intégrale  triple 


•  dxdych 

ÙX  -^ 


Intégrons  d'abord  par  rapport  à  x,  depuis  x^  jusqu'à  x^,  œ^ 
et  ^2  étant  les  abscisses  des  points  oiiune  parallèle  à  ox  ren- 
contre la  surface  (S)  ;  nous  obtenons  pour  valeur  de  l'intégralfr 

[P{œ„y,z)-P(x„ij,z)]dyd0.  (2) 

Mais,  au  point  Xi,,  y,  z  on  a  (n°  203  form.  27) 

dydz  =r  —  d<j  cos  a, 

et  au  point  x^,  y,  z 

dydz  =  d<7  cos  a. 

L'intégrale  (2)  peut  donc  s'écrire 

SP  cos  a  d<y, 

L'intégration  s'étendant  à  toute  la  surface  (S).  On  démon- 
trerait de  même  que  les  deux  termes  suivants  dans  Tintégrale 
triple  (1)  sont  respectivement  égaux  aux  deux  derniers  termes 
du  second  membre. 

Si  la  surface  (S)  n'est  pas  convexe,  on  opérera  comme  au. 
n°  207  ;  la  formule  (l)  s'applique  donc  à  tous  les  cas. 

Formule  de  Greeii 
S74.  Dans  la  formule  (1)  d'Ostrogradsky,  posons 

i>x  ^y'  ù^ 


FORMULE    DE    GREEN.    POTENTIEL  37(!> 

et  introduisons  le  paramètre  différentiel  de  Lame  (I  n°  111) 

,  „       i^^V      û^V       o^V 
^  i\r-        oî/-         i^.i- 

nous  obtenons  la  formule 


—  --  -f-  —  . f-  —  •-    dxdijdz   )         3 

=  S     —  COS  a  H COS  p  H COS  Y     y/c7 

\dx  ï>y  ^5"  '/ 

Une  nouvelle  notation  permet  de  simplifier  l'écriture  de  cette 
importante  formule.  Appelons  dérivée  de  la  fonction  V  au 
point  M(^,  y,  z)  dans  la  direction  MN,  la  limite  du  rapport 

Y{x',  y',  s')  —  \{cc,  y,  z) 
MM' 

W{x',  y',  z')  étant  un  point  infiniment  voisin  de  M  sur  MN,  du 

dW 
côté  positif.  Posons  MM'=  dn  :  cette  dérivée  s'écrira  ^.  Or  on 

a  évidemment 

rfV      ôV  dx       ôV  dy       ôV  dz       ^V  î>V         .       ôV 

T— = î 1 ~  -\ ■   -y-=  —  COS  a  -r  --  COS  S  H-  — -  COS  Y, 

an      007  dn       by  dn       ^z  dn       ^x  ^y         ^       ^z  "^ 

la  formule  (3)  s'écrit  donc,  si  MN  est  la  direction  de  la  demi- 
normale  extérieure, 


5U  ;)V       bU  ôV      bU  (^V\   ,    ,    , 

—-- 1 h-r-  ;—    dxdiidz 

^x  ^x        î<y  ù!/         ^5-  ^>zj         -^ 


-^111   U^,Ydxdydz  =  ^l]^'^d<j      (4) 
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Telle  est  la  formule  qu'on  désigne  souvent  sous  le  nom  de 
formule  de  Greeii;  uiSiïs  on  désigne  aussi  sous  ce  nom  celle 
qu'on  en  déduit  en  échangeant  les  lettres  U  et  V  et  en  reIran- 
chant  l'équation  obtenue  de  la  précédente 


K"^' S  -  V  s)*  =  /      /     /  (UXV-VA.U>M,rfz 


A  vrai  dire,  {^formule  de  Green  s'applique  de  préférence  à 
la  normale  intérieure  ;  il  faut  donc,  pour  l'obtenir,  changer 
les  signes  du  premier  membre  et  écrire 


K^Tn-^f^y'-"-  /      /  (UA,V-VA,UUZa.c^yf^5  =  0.(o) 

Elle  s'applique  à  tous  les  volumes  possibles,  limités  ou  non 
par  plusieurs  surfaces  distinctes.  Par  exemple,  si  le  volume  est 
compris  entre  deux  sphères  concentriques,  pour  la  sphère 
extérieure  la  normale  sera  comptée  vers  le  centre  ;  pour 
l'autre  sphère,  elle  sera  comptée  en  sens  contraire. 

Pour  établir  la  formule  de  Green,  nous  avons  supposé  les 
fonctions  U,  V  continues,  et  bien  déterminées  ainsi  que  leurs 
dérivées  dans  tout  le  champ  de  Tintégration.  Nous  n'exami- 
nerons pas  comment  il  faut  modifier  la  formule  dans  le  cas 
contraire  ;  mais  l'exemple  que  nous  allons  traiter  suffira  à  faire 
comprendre  comment  on  doit  opérer  si  l'on  rencontre  des 
discontinuités. 


STS.  Considérons  deux  fonct'ons  U  et  V  telles  que,  dans 
tout  le  champ  de  l'intégration,  on  ait 

A^U^O  et  AaV^O; 

la  formule  (3)  deviendra 

S(u^|-Vf).,  =  0  (6) 
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Soit  d'abord  U  =  1,  cette  égdlité  se  réduit  à 

S4^'f/a=0  (7) 

cm 

Soit  maintenant 

1  1 

U  = 


y/{oc  —  aY-^{y  —  hY-\'(^z  —  c)-        r 


Si  le  point  a,  h,  c  ne  fait  pas  partie  du  champ  de  l'intégra- 
tion, U  ne  deviendra  pas  infinie,  on  a  d'ailleurs  identique- 
ment 

A   i  =  0. 

Donc,  pour  toute  fonction  V  telle  que  Ag  V  =  0,  on  aura 
par  la  formule  (6) 

SV  y'-  c^a  =  0 

an 

Si  le  point  A  {a,  b,  c)  fait  partie  du  volume,  on  commen- 
cera par  l'entourer  d'une  sphère  s  de  rayon  très  petit  dont  il 
soit  le  centre;  soit  s'  l'ensemble  des  autres  surfaces  qui  limi- 
tent le  volume.  L'équation  (6)  s'écrit 

^^\rd^-^'  d^J  '^'  -^  ^'-'Y  dn 

et  elle  s'applique  à  condition  d'exclure  du  champ  de  l'intégra- 
tion le  volume  intérieur  à  la  sphère  s  et  de  prendre  les  dérivées 
sur  la  normale  extérieure  à  cette  sphère.  En  changeant  lé 
sens  de  cette  dernière  normale,  on  devra  écrire 


S   ,  \  *  ^  _  V  —  )  C^a'  =  S     (  !  ^X  _  V  ~ 
^' \  r  dn  dnj  ^  \r  dn  dn  ^ 


382  CHAPITRE    IX 

Calculons  le  second  membre  ;  comme  r  est  constant  sur  la 
sphère,  il  se  réduit,  à  cause  de  (7),  à 

-  S^  V  'h  cU 
dn 

Mais  . 

^r  i  dr         ï  ,       . 

-y-  = .7   -y-    ==  -ô   COS   (r,  11) 

dn  r-  dn       r-         ^       ' 

etj  sur  la  sphère 

COS  (r,  lï)  =  1  ; 

l'intégrale  précédente  s'écrit  donc 

Or,  comme  on  peut  prendre  le  rayon  de  la  sphère  aussi 
petit  que  l'on  veut,  V  est  infiniment  voisin  de  sa  valeur 
V  (a,  6,  c)  au  point  A,  et  l'intégrale  peut  s'écrire 

—  4-V  («,  5,  c). 
L'on  a  donc  enfin  la  formule  fondamentale 

V(«,6,c,  =  ,is,,(^vJ|_,'4y...  (8) 

Elle  fait  connaître  la  valeur  de  la  fonction  V  en  un  point 
quelconque  du  volume  en  fonction  de  ses  valeurs  et  de  celles 

de  -r-  supposées  connues  sur  les  surfaces   limites.  Bien  en- 
tendu, il  faut  que  V  satisfasse  à  l'équation 

A,  V  =  0 

276.  On  peut  résoudre  le  même  problème  si  la  fonction  V 
satisfait  à  l'équation  précédente  en  dehors  de  la  surface  s'  ;  il 
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faut  alors  supposer  que  VR,  R^  J^,  R2  ^,  R2  ^  ont  des  mo- 

dules  inférieurs  à  un  nombre  fixe  M  lorsque  R  croît  à  l'infini. 
Le  poiat  A  est  compris  entre  la  surface  'sl  et  une  sphère  s 
de  rayon  R  suffisamment  grand.  En  isolant  le  point  A  par  une 
sphère  de  rayon  infiniment  petit,  on  voit,  comme  précédem- 
ment, que 


La  première  de  ces  intégrales  est  nulle  en  vertu   des  hypo- 
thèses faites  ;  car  elle  peut  s'écrire 


2    •    qF^^cos  {r,  n)     l/dY  dx      o?V  dij  _^d'S  dz'\\  ,    , 
[_  r^  r\dx  dn      cly  dn  ''  dz  dn/j        ■' 


F5 

-  tend  vers  l'unité  ;  V  tend  vers  zéro  ainsi  que  les  trois  pro- 
duits R  ^  ,  R  ^^'  ,  R  -^7-  11  reste  donc 

dx         dij         dz 


V(a,5.c)  =  jiS,,lV^;-lf  j.^,.        (9) 


comme  dans  le  premier  cas  ;  seulement  ici  les  dérivées    sont 
prises  sur  la  normale  extérieure. 

On  démontrerait  d'une  manière  analogue  que,  si  U  est  dis- 
continue en  un  point  {a,  b,  c)  et  si  l'on  désigne  encore  par 
V  {a,  b,  c)  la  valeur  de  V  en  ce  point,  la  formule  (5)  de  Green 
doit  s'écrire 

\     an  an 


•^   1       l      l   (UA^V— VA2U)c?^cf?/(/^-t-47rV(a,&,c)  =  0.  (10) 
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Définitions 


2117.  Soit  F  une  force  appliquée  au  point  A  (a,  b^  c)  ; 
soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  cette  force  suivant  trois 
axes  de  coordonnées  rectangulaires.  On  sait  qu'on  appelle 
travail  élémentaire  de  la  force  pour  un  déplacement  </«,  dh^ 
de  du  point  A  l'expression 

\da  H-  Xdb  +  Tdc  ; 

mais  cette  expression  n'est  pas  en  général  une  dilîérentielle 
exacte  et  nous  avons  vu  (n°  103)  les  conditions  nécessaires 
pour  qu'elle  le  soit.  Supposons  ces  conditions  réalisées  et 
soit  V  la  fonction  dont  l'expression  précédente  est  la  différen- 
tielle 

cfV  =  Xc/a  -h  Y(iZ>  -h  Zdc  ; 
on  aura  alors 

Y_^V  Y-^^'  7-~  (\\\ 

^-ô¥'         ^-ôô'        ^-ôc-  ^^^^ 

Si,  au  lieu  d'une  force,  on  a  un  système  de  forces  appli- 
quées au  point  A,  et  si  le  travail  élémentaire  est  encore  une 
différentielle  exacte,  les  projections  de  la  résultante  sur  les 
axes  seront  encore  données  par  les  formules  (H). 

On  dit  alors  qu'il  existe  une  fonction  des  forces  ou  encore 
que  les  forces  ont  un  potentiel  (*)  V. 

Donnons  un  exemple  emprunté  à  l'attraction  Newtonienne 
ou,  ce  qui  revient  au  môme,  à  l'électricité. 

(*)  Quelques  auteurs  distinguent  entre  les  mots  potentiel  et  fonction 
potentielle  ;  nous  n'avons  pas  cru  devoir  les  suivre  dans  cette  voie. 
Clausius  apiielle  fonction  potentielle,  la  fonction  de  force  lorsqu'au 
point  A  se  trouve  une  masse  égale  à  l'unité  de  la  matière  agissante. 
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^ÎS.  Soient  A  et  M  deux  points,  ayant  pour  coordonnées 
respectivement  «,  ô,  c  et  ce,  y,  z  ',  soit  r  leur  distance 


r  =  \/(x  —  aY-+-(ij  —  by-^(z  —  cy.  (12) 

Désignons  par  m  et  m'  deux  coefficients  attachés  aux  points 
A  et  M  (masses)  ;  la  force  attractive  ou  répulsive  qui  s'exerce 
entre  A  et  M  a  pour  expression 

/  étant  une  constante  numérique  positive.  Pour  pouvoir  pré- 
ciser le  langage,  nous  supposerons  qu'il  s'agisse  de  V attrac- 
tion Neivtonienne  et  nous  donnerons  au  point  A  la  masse  1 
(m  =  1)  ;  l'attraction  exercée  sur  le  point  A  a  donc  pour 
expression 

F  =  /^'  (13). 

r- 

€lle  est  dirigée  de  A  vers  M. 

Ses  composantes  suivant  les  trois  axes  seront 


(14) 


X  —  a 

r 

y-b 
r 

r 

On  aura  évidemment 

Hcla  +  Ydh  +  Idc  =  d.  ^ 


et  par  suite  le  potentiel  sera 
Plus  généralement,  soit 


'    r 


F  =  cp(r) 
Calcdl  infinitésimal  25 


386  CHAPITRE    IX  , 

l'expression  de  la  force  dirigée  vers  le  point  A.    Les   compo- 
santes seront 

X  = -—  cp(r),       \  =  —  -^—^  cp(r),       Z  = p—  cf  (r> 


et  si  l'on  pose 


V=     /    o[r)dr, 


on  aura  encore 


.m 
r 


X=z—         Y=—        Z  =  ^^- 

da'  dh'       ^       de' 

Si  l'on  a  un  S5^stètne  de  points  agissants  sur  le  point  A,  il 
faudra  composer  toutes  les  forces  telles  que  (13)  ;  leur  résul- 
tante aura  pour  projections  sur  les  trois  axes 

Le  potentiel  aura  pour  expression 

ou,  plus  généralement, 

V  =  2  /"^  (r)  dr, 
et  l'on  aura  encore 

R,  =  ?V,       H.,  =  *J^,       R=  =  5J  (15). 

■^        fia  "do  ï>c  ^     ^ 

Potenliels-voliiiiies 


219.  Supposons  maintenant  que  le   S3^stème   attirant  soit 
une  masse  continue  ;  on  doit  la  conside'rer  comme  composée 
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d'une  infinité  de  masses  infiniment  petites.  Soit  ch<i  un  volume 
infiniment  petit  autour  du  point  x,  y,  z  et  soit  p  (,^,  y,  z)  la 
masse  de  l'unité  de  volume,  ou  la  densité  en  ce  point  ;  nous 
supposerons  cette  densité  essentiellement  finie.  Ce  volume 
exercera  sur  le  point  A  une  attraction  représentée  par  l'élé- 
ment 

r  p  (x,  y,  z)  (ho 

ou,  plus  simplement,  en  supposant  la  constante  /  égale  à  l'u- 
nité^ par 

P  {œ,  y,^z)  dto 
Le  potentiel  est  l'intégrale  triple 

Y  =-    r   /      fti^l^  f  )  ^co  =  s  ti^LliA)  ch.,      (17) 


le  champ  de  l'intégration  comprenant  toute  la  masse  attirante. 
Nous  allons  encore  montrer  que  les  dérivées  de  V  sont  égales 
aux  composantes  de  l'attraction  exercée  sur  le  point  A. 

280.  1°  Nous  supposerons  d'abord  que  le  point  A  ne  fait 
paspartie  de  la  masse  attirante.  Dans  ce  cas,  aucun  élément 
de  l'intégrale  (17)  ne  devient  infini  et  l'on  peut,  sans  précau- 
tion, différenlier  sous  le  signe  S.  On  aura  donc,  en  écrivant  p 
au  lieu  de  p  [x,  y,  z), 

i^a  '  da 


ou,  en  effectuant. 


^-Y  =  Sp.  '^^-^C^co;  (18) 


on  aura  même  deux  autres  égalités. 
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Le  volume  élémentaire  (16)  exerce  sur  A  une  action  dont  la 
composante  suivant  ox  a  pour  expression 


P  — :3~~  f^''-*  • 


on  a  donc  encore,  en  désignant  par  X,  Y,  Z  les  composantes 
de  l'attraction  totale. 

Y  _  ^V  ^  ôV  ^v 

ôa  ô&  '  (>c 

Ce  sont  les  formules  (13). 

38 1.  2°  Supposons  maintenant  que  le  point  A  fasse  partie 
de  la  masse  attirante.  Nous  allons  démontrer  que,  dans  ce 
cas  encore,  non  seulement  le  potentiel,  mais  aussi  ses  dérivées 
du  premier  ordre  sont  finis  et  continus. 

A  cet  effet,  employons  les  coordonnées  polaires  définies  par 
les  formules 

X  —  a  =  r  cos  6  cos  'h  ] 

y  —  b  ^=  r  cos  6  sin  ^h  >    (19) 

z  —  c  =  r  sin  6  ;  ; 

l'élément  de  volume  a  pour  expression 

doi  =  r^  sin  ^drd^d'l/, 

et  le  potentiel  (17)  devient 

V  =  Spr  sin  6  drd^d'h. 

Il  ne  renferme  plus  aucun  élément  infini,  V  est  donc  fini. 
Considérons  maintenant  la  quantité 

X  =  Sp  ^^  d..,  (20) 

qui  figure  dans  le  second  membre  de  l'égalité  (18);  par  la 
même  transformation  de  coordonnées,  on  lui  donne  la  forme 

X  =  Sp  sin  0  cos  e  (irt^ec^']^.  (21) 
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Cette  quantité  est  encore  finie  ;  mais  il  n'est  plus  permis 
d'affirmer  qu'elle  est  la  dérivée  de  V,  parce  qu'on  l'a  obtenue 
par  une  différenciation  sous  le  sigae  S.  Pour  établir  ce  point, 
nous  décomposerons  la  masse  att.rante  M  en  deux  masses  M^ 
et  M^,  l'une  M^  étant  très  petite  et  contenant  le  point  A  ;  à  ces 
deux  masses  correspondent  deux  potentiels  V^,  V^  tels  que 

V  =  V,  4-  V,. 

Les  attractions  correspondantes  ont  pour  composantes,  sui- 
vant ox,  Xj,  Xa  et  l'on  a  évidemment 

X.  =  Xj  4-  X,. 

Considérons  dans  la  masse  Mi  un  point  A'^  très  voisin  de  A, 
sur  une  parallèle  a  ox  et  soient  Y',  V'j,  Y'^  les  potentiels 
correspondants  relatifs  aux  masses  M,  Mj,  Mg.  Nous  aurons 

Y-y  ^  v,_j^ \^  ^  v^  -  V, . 

Aa  Acï  A«       ' 

on  a  évidemment,  M 2  étant  une  masse  extérieure  à  A  et  à  A', 

V,  -  V, 


X,  ==  lim 


Aa 


lorsque  Aa  tend  vers  zéro. 

D'autre  part,  si  l'on  met  X2  sous  la  forme  (21),  il  est  évi- 
dent que  X2  a  pour  limite  X  lorsque  le  volume  de  la  masse 

Mj  tend  vers  zéro.  Si  donc  nous  pouvons  prouver  que      '         ' 


Aa 
tend  vers  zéro  avec  Aa,  il  sera  établi  que 

X.  (22) 

V    —  V 
Cherchons  une  limite  supérieure  de  — — •- ^  ;  on  a 

^  A« 

V^  —  V,  ^  g  _^  /l         1  \  -.  o    P    r  -  i 


Aa  Aa  \^         ^7  ^«     '''' 
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Soit  P  un  point  quelconque  de  la  masse  Mj  ;  dans  le  trian- 
gle PAA',  on  aura 

AA'  =  Aa  >  I  r'  —  r  \  . 
Donc 

\a       ^      rr         ^     '  \r-       r  7 
dans  le  dernier  membre,  l'intégrale  se  décompose  en  deux 

op  -^,  ,       et       00  —- 

qui  sont  finies  comme  on  le  voit  en  prenant  des  coordonnées 
polaires  dont  le  centre  est  A  pour  la  première,  A'  pour  la 
seconde.  Ces  deux  intégrales  e:tant  finies  tendent  vers  zéro 
lorsque  le  volume  de  la  masse  Mi  tend  vers  zéro,  ce  qui  éta- 
blit la  formule  (22). 

S8!a.  Tl  résulte  immédiatement  des  deux  numéros  précé- 
dents que  la  force  a  pour  expression 


c'est-à-dire  qu'elle  est  égale  au  premier  paramètre  différentiel 
de  Laine  A,V. 

583.  Le  potentiel  V,  étant  fini  et  déterminé,  ainsi  que  ses 
dérivées  premières,  dans  tout  l'espace,  est  une  fonction  con- 
tinue des  coordonnées  du  point  A. 

584.  Le  potentiel  et  ses  dérivées  premières  tendent  vers 
zéro  lorsque  le  point  A  s'éloigne  à  Cinfini. 

Posons 

R2  =  a2  4-  b^  -\-c\ 
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Le  potentiel  peut  s'écrire 

V  =  ;^  !5p  -  chi  ; 

lorsque  R  devient  iniini,   le  rapport  —  tend  vers  l'unité.  Le 

produit  R  X  V  tend  donc  vers  une  limite  finie,  qui  est  la 
masse  attirante  M,   et  le  potentiel  V  tend  vers  zéro  comme 

^ ,  oUy  plus  simplement,  comme  „  • 

De  même,  on  aura 

y\-  —  =  op  -^-  — ato  ; 

-^  tend  vers  l'unité,   ^JZL£  tend  vers  le  cosinus  de  l'angle  a 

que  fait  avec  oœ  la  direction  dans  laquelle  A  s'est  éloigné  à 
rinfmi.  On  a  donc 

lim  R-  —  =  —  M  cos  a. 
Les  dérivées  premières  du  potentiel  tendent  vers  zéro  comme 

285.  Passons  aux  dérivées  secondes.  Il  n'y  a  encore  au- 
cune difficulté  si  le  point  A  ne  fait  pas  partie  de  la  masse 
■attirante.  On  peut  encore  dériver  sous  le  signe  S  et  écrire  (18). 


^Spc^.[3l^,ii^-,!3]    }  (23) 


ô6 


Si  l'on  ajoute   ces  trois  égalités  membre  à  membre,   on 
obtient  la  célèbre  Equation  de  Laplace  : 

^  ba~        i>o-        ôc-  ^ 
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S86.  Si  le  point  A  fait  partie  de  la  masse  attirante,  le? 
dérivées  secondes  sont  indéterminées  en  ce  point  parce 
qu'elles  ont  un  élément  infini  et  rien  de  ce  qui  a  été  établi 
au  paragraphe  précédent  ne  subsiste. 

Nous  mettrons  alors  la  dérivée  première  [sous  une  autre 
forme.  On  a,  dans  tous  les  cas, 

1 

ôV         i      I      I      ^? 


et 


d'où 


C)V 


^a         f       f      !    '   àa 


.  1  1 

r r , 


1 

i>  - 
r 


ï^â  =  -  /      /      /   P555^^^y^^ 


D'autre  part  on  a  vu  (n°  273)  que  toute  intégrale  triple  peut 
être  remplacée  par  une  intégrale  de  surface 

f    —  d.vdydz  =    1       1    Vdi  cos  (N,  cv). 
Posons  U  =  0  X     ;  la  formule  précédente  devient 


-  odz  cos  iN,  ..r  , 
\ 


et,  par  suite,  on  a 


j    j  Idx  ^^^^^^^^  ~  /    /  ^  ' '^'  '°'  ^^'  "^^^     ^^"' 


iW^  ,  /         /         i     1    ô.o      ,      ,     ,  /         /     1 
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ôV 


Cette  formule  a  l'avantage   de  présenter  —  comme    une 


ôa 


somme  de  deux  fonctions  dont  l'une  est  un  potentiel-volume  ; 
l'autre  ne  contient  plus  d'élément  infini,  comme  on  s'en 
assure  facilement.  Prenons  alors  de  nouveau  les  dérivées  par 
rapport  ha: 


'^J dœdydz  — 


p  — ;3 —  drs  cos  (N,  x)  ; 


mais  la  deuxième  intégrale  contient  un  élément  infini,  parce 
que,  si  A  est  sur  la  surface,  on  a,  en  assimilant  la  surface  à 
un  élément  plan  dans  le  voisinage  du  point, 

da  ■=■  rdrdQ. 

La   seconde  intégrale    est  donc  indéterminée  ;    mais  for- 
mons AoV 


f 


,  ,,       h^\       ù^V       i)-2V 


f>o  i»  —  a        ^p  ?,/  —  b        i>o  z  —  c 
àcc       r  hi/       r  t)5'       r 


da 

'  r- 


cos(N,a:) 


y~b 


dxdydz- 


cos(N,  y)  +  ^^— ;—  cos(N,3-) 


Or 


X  —  a 


ôp  07  —  a        hp  ri  —  h 


î)y       r 


l)Ç)  Z  —  C ùp 

05-      ?'  ôr 


y  —  ^ 


{N,-x)  -H  ■-— ;—  COS  (N,  y)  -h  —7-  cos  (N,  2)  =  cos  (N,  r)  ; 


do 


ne 


A.V  .-.=: 


r-  or 


0  --2  cos  (N,  r), 
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Soit  dS  rélément  d'une  sphère  de  rayon  im  ayant  le  point 
A  pour  centre.  On  aura  dans  tout  le  volume 

d(y)  =  r^dSdr., 
et  sur  toute  surface  limite 

da  cos  (N,  r)  =  r^dS. 
La  valeur  de  A^V  devient  ainsi 

A,V^    /       /      (''-IdSdr-    I      I    ?dS; 


elle  est  dégagée  de  tout  élément  pouvant  devenir  infini. 

Appelons  po  la  densité  au  point  0  ;   la  première  intégrale 
triple  s'eiïectue  en  partie  et  l'on  a 


d'où  enfin 


A,V  = 


Cette  équation  remarquable  est  connue  sous  le  nom  d'équa- 
tion de  Poisson;  elle  contient  l'équation  de  Laplace  comme 
cas  particulier,  puisque,  dans  le  cas  où  le  point  A  ne  fait  pas 
partie  de  la  masse  attirante,  la  densité  po  y  est  nulle. 

287.  On  peut,  de  cette  équation,  déduire  une  autre  formule 
célèbre,  due  à  Gauss.  En  effet  écrivons  l'équation  précédente 


///-■ 


dxdydz  =  —  47:    /       /       I    p„  dx  dy  cl'^, 
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l'intégration  étant  étendue  de  nouveau  au  volume  de  tout  ou 
partie.  M,  de  la  masse  agissante.  L'intégrale  du  second  mem- 
bre a  pour  valeur  cette  masse  M.  Quant  au  premier  membre, 
il  s'écrit,  à  cause  de  la  formule  d'Ostrogradsky  (n°  273), 


cos  (N,  x)  4-  —  ces  (N,  y)  h-  ^—  cos  (N,  z)  |  ch 


l'intégration  s'efîecluant  sur  la  surface  qui  limite  M. 

Soit  F  la  force  qui  s'exercerait  sur  une  molécule  de  masse 
unité  placée  au  point  x,  y,  z  de  la  surface,  F»  sa  composante 
normale,  X,  Y,  Z  ses  composantes  suivant  les  axes.  On  a 

^jc  ùy  'i>z 

F.V  =  X  cos  (N,  ^)  +  Y  cos  "(N,  y)  -h  Z  cos  (N,  z). 

L'intégrale  précédente  s'écrit  donc 


Il  en  résulte  V équation  de  Gauss 


Fk  dz  =  4-  M. 


Si  l'on  changeait  le  sens  positif  sur  la  normale,  il  faudrait 
•«-'crire 


F„  c?a  =  —  4tc  m.  (27) 


Cette  équation  se  traduit  par  l'énoncé  suivant.  Considérons 
une  surface  fermée  quelconque  et  multiplions  chaque  élément 
de  la  surface  par  la  composante  normale  de   l'attraction  qui 


396  CHAPITRE    IX 

s'exercerait  sar  une  molécule  de  masse  égale  à  l'unité  placée  sur 
l'élément  ;  la  somme  de  ces  produits  est  égale  au  produit  par 
4-  de  la  masse  attirante  renfermée  à  l'intérieur  de  la  surlace. 


Surfaces  de  niveau 


S88.  On  appelle  surface  de  niveau  le  lieu  des  points  A 
pour  lesquels  le  potentiel  conserve  une  valeur  constante 

V  =  V  (a,  h,  c)  =  constante 

La  force  (ï attraction  appliquée  en  un  point  A  d'une  surface 
de  niveau  est  normale  à  la  sur/ace. 

En  effet  la  force  a  pour  composantes  X,  Y^  Z  et  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  sont  proportionnels  à 

^     ôV     ôX 

c'est-à-dire  à  X,  Y,  Z, 

On  a  de  plus   Fr=dz  t--,  cette  dernière   dérivée  ayant  la 

signification  du  n°  275.  Supposons  maintenant  le  point  A 
mobile  dans  l'espace  ;  le  travail  élémentaire  de  la  force  appli- 
quée à  ce  point,  a  pour  expression,  comme  nous  l'avons  dit, 
Xda  H-  Ydb  H-  Zdc  =  —  dV  et  le  travail  total  quand  on  passe 
de  la  surface  de  niveau  V,^  à  la  surface  V„  s'exprime  par  la 
différence 

T  =  V„  -  V. 
Supposons  le  point  mobile  venant  de  l'infini  ;  alors 
V,  =  0,  T  =  V,> 

On  voit  donc  que  le  potentiel  en  un  point  est  égal  au  tra- 
vail de  l'attraction  totale  qui  se  serait  exercée  sur  le  point 
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pour  ramener  de  Vinfini  à  la  position  qu'il  occupe  actuelle- 
ment dans  V espace.  Cette  propriété  est  souvent  prise  pour  dé- 
finition. 

Les  trajectoires  orthogonales  des  surfaces  de  niveau,  c'est- 
à-dire  les  lignes  de  flux  ont  pour  équations 


dx dij dz 


Principe  tle  Dîrichlet 


289.  En  résumé,  le  potentiel  jouit  des  propriétés  sui- 
vantes. C'est  une  fonction  des  coordonnées  du  point  a,  b,  c, 
qui  s'annule  à  l'infini  ainsi  que  ses  dérivées  premières,  qui  est 
continue  ainsi  que  ses  dérivées  premières  dans  tout  l'espace 
et  dont  enfin  les  dérivées  secondes  vérifient  l'équation  de 
Poisson 

Ces  propriétés  sont  caractéristiques  ;  nous  les  appellerons 
conditions  de  Dirichlet.  11  peut  même  se  faire  qu'on  ignore  si 
en  certains  points  isolés,  ou  sur  certaines  lignes  isolées  ou  sur 
certaines  surfaces,  l'équation  de  Poisson  est  vérifiée.  La  fonc- 
tion n'en  sera  pas  moins  parfaitement  définie.  Il  suffît,  pour 
le  voir,  de  vérifier  que  la  différence  it  de  deux  fonctions  V  et 
V',  remplissant  les  conditions  ci-dessus  énoncées,  est  nulle 
dans  tout  l'espace. 

On  aura  alors 

Ag  w  =  0  ; 

de  plus  li  est  nulle  à  l'infini  et  sur  les  surfaces  limites  ;  elle 
est  finie  et  continue  dans  tout  l'espace.  Multiplions   les   deux 
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membres  de  l'égalité  précédente  par  iidi^i  et    inte'grons    dans 
tout  l'espace  occupé  par  la  matière  active.  Il  vient 


u  A.,  uâf-o  =  0  ; 


ce  qui  peut  s'écire,  à  cause  de  la  formule  (4)  dans  laquelle  on 
fera  V  =  U, 

l'intégrale  double  s'étendant  à  toutes  le.s  surfaces  limites. 

Mais  u  est  nulle  sur  toutes  ces  surfaces,  donc  l'intégrale 
double  est  nulle,  et  il  en  est  de  même  de  l'intégrale  triple 
dans  tout  l'espace,  à  cause  de  (28)  ;  on  a  donc  identiquement 

^-1^  =  0  '-^;  =  0  '1'  =  0  ; 
oa  ^b  ùc 

u  a  donc  une  valeur  constante,  et,  comme  elle  est  nulle  sur  les 
surfaces  limites,  elle  est  nulle  dans  tout  l'espace. 

Cette  démonstration  suppose  les  surfaces  limites  à  distance 
finie,  parce  que  les  hypothèses  faites  n'entrainent  pas  l'annu- 

lation  de  2<  —  c?c;  à  l'infini  ;  nous   examinerons  bientôt    com- 

ment  il  faut   la  compléter  si  le  champ   de    l'intégration    est 
infini.  Mais  auparavant  nous  établirons  deux  corollaires. 

290.  Premier  corollaire.  Soit  u  une  fonction  finie  et  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  dans  tout  un  espace  limité,  ayant 
une  valeur  constante  C  sur  les  surfaces  limites,  et  enfin  véri- 
fiant l'équation 

A,  M  =  0 

Cette  fonction  sera  constante  dans  tout  V espace  considéré. 
En  etîet  la  fonction  u  —  G  satisfait  à  toutes  les  conditions  du 
théorème  précédent.  Elle  est  donc  nulle  identiquement. 

Ce  corollaire  s'étendra  de  lui-même  au  cas  d'un  champ  in- 
fini, dans  les  mêmes  conditions  que  le  théorème. 
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391.  Deuxième  corollaire.  Une  fonction  u,  finie  et  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  dans  un  espace  limité,  et  telle 
que 

A2  II  =^  0, 

ne  peut  prendre  dans  cet  espace  que  des  valeurs  comprises 
entre  la  plus  grande  M  et  la  plus  petile  m  des  valeurs  qu'elle 
prend  sur  les  surfaces  limites.  En  etfet,  supposons  qu'elle 
puisse  atteindre  en  un  point  0  de  cet  espace  une  valeur  u^^  su- 
périeure à  M 

u,  >  M. 

Sur  tout  rayon  mené  de  0  à  la  surface  limite  il  sera,  à 
cause  de  la  continuité,  possible  de  trouver  un  point  P  en  lequel 
la  fonction  u  prenne  une  valeur  ii^  assignée  d'avance  entre 
z^o  et  M.  Le  lieu  de  ces  points  P  sera  une  surface  fermée  ;  la 
fonction  u,  constante  sur  cette  surface,  satisfera  à  toutes  les 
conditions  du  premier  corollaire.  Elle  sera  donc  constante 
dans  tout  l'intérieur  de  la  surface,  et,  en  particulier,  en  o  où 
devra  avoir  la  valeur  u^,,  ce  qui  est  contradictoire  avec  la  sup- 
position qu'elle  a  la  valeur  z^o- 

292.  Revenons  au  théorème  pour  examiner  le  cas  d'un 
champ  infini.  Il  s'agit  de  démontrer  qu'il  ne  peut  exister  deux 
solutions  distinctes  satisfaisant  aux  conditions  de  Dirichlet. 

En  effet,  s'il  existait  deux  solutions  distinctes  s'annulant  à 
l'infini,  il  serait  possible  d'assigner  une  sphère  de  rayon  très 
grand  sur  laquelle  leur  différence  u  aurait  des  valeurs  infé- 
rieures à  un  nombre  £  fixé  arbitrairement.  Cette  sphère  ren- 
ferme les  autres  surfaces  limites  sur  lesquelles  la  différence 
est  nulle  ;  d'après  le  corollaire  précédent,  la  fonction  u  ne  peut 
prendre  entre  la  sphère  et  les  surfaces  limites  que  des  valeurs 
comprises  entre  s  et  zéro.  Gomme  e  peut  être  pris  aussi  petit 
que  l'on  veut,  ii  est  identiquement  nulle. 

29Î3.  Le  problème  ou  principe  de  Dirichlet  consiste  en 
ceci.  On  vient  de  voir  qu'il  ne  peut  y  avoir    deux  solutions. 
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Mais  en  existe-t-il  toujours  une  ?  C'est  la  question  que  nous 
allons  traiter  en  faisant  observer  que  nous  n'avons  pas  eu 
besoin  de  faire  intervenir  les  propriétés  du  potentiel  qui  con- 

I 
sistent  en  ce  qu'il  .tend  vers  zéro  comme -s,  et  ses  dérivées 

1 

comme  0-3  • 

Remarquons  d'abord  qu'il  suffit  de  démontrer  le  théorème 
pour  l'équation  de  Laplace.  En  effet  soit 

l'équation  de  Poisson  ;  elle  admet  une  infinité  de  solutions, 
nous  le  démontrerons  en  étudiant  les  équations  aux  dérivées 
partielles.  Soit  Vq  l'une  de  ces  solutions,  on  posera 

V  =r  Vo  -+-  W 

et  W  satisfera  à  l'équation 

Il  s'agit  donc  de  trouver  une  fonction  satisfaisant  à  l'équa- 
tion 

A,V  =  0 

dans  un  champ  donné  (d'un  seul  tenant  ou  non),  et  qui 
prenne  des  valeurs  données  sur  les  surfaces  limites  qui  li- 
mitent ce  champ. 

11  existe  évidemment  une  infinité  de  fonctions  qui  prennent 
sur  des  surfaces  données  des  valeurs  données.  Soit  W  celle 
de  ces  fonctions  qui  rend  minimum  l'intégrale  triple 


"^v- .  (^I\\l^iy  u,. 


'dxj    '  \dy  /    '   \^ 


] 


nous  allons  montrer  que  W  est  la  solution  cherchée.  En  efîet 
soit  U  une  fonction  qui  s'annule  sur  les  surfaces  données  ;  la 
fonction 

V  =  W  H-  h  u 
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prendra  sur  ces  surfaces  les  valeurs  données,  quelle  que  soit 
h.  L'intégrale  triple,  ci-dessus  considérée,  s'écrit  pour  cette 
fonction  V 


(f  )V(f  )V(f  y  U. 


ùuy 


ùU\2  /ùU\2 


et  elle  pourra  être  rendue  inférieure  à  son  premier  terme  pour 
des  valeurs  suffisamment  petites  de  h  qui  rendront  le  second 
terme  négatif,  si  ce  second  terme  existe.  Pour  que  le  premier 
soit  un  minimum,  il  est  nécessaire  que  le  second  disparaisse, 
ce  qui  entraine  la  condition 


1 -h ]  dui  =   0 


A  cause  de  la  formule  de  Green,  on   peut  écrire  cette  con- 
dition 


U  Ao  W  cl 


^91 


Mais  U  est  nulle,  par  hypothèse,  sur  les  surfaces  auxquelles 
s'étend  la  seconde  intégration.  On  a  donc  dans  tout  le  vo- 
lume 


U  A^  W  dio  =  0  ; 


Calcol  infinitésimal 


26 
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or  cela  n'est  possible,  puisqne  U  est  arbitraire,  que  si 

^,  W  =  0, 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

!394.  Le  problème  de  l'attraction,  a  donc  toujours  une  so- 
lution. Mais  s'il  est  prouvé  qu'elle  existe,  sa  détermination  pra- 
tique est  loin  d'être  effectuée.  Nous  ne  pouvons  pas  exposer 
les  importants  travaux  auxquels  ce  problème  a  donné  nais- 
sance. Nous  nous  bornerons  à  faire  connaître  les  résultats  les 
plus  simples. 

Altractîon  des  sphères,  des  ellipsoïdes 


ÎÎ95.  Nous  examinerons  d'abord  l'attraction  d'une  couche 
sphérique  sur  un  point  A  (a,  b,  c).  La  couche  sphérique  peut 
n'être  pas  homogène  ;  nous  supposerons  seulement  que  la 
densité  p  en  un  point  ne  dépend  que  de  la  distance  de  ce 
point  au  centre  de  la  sphère.  Soit  r  cette  distance  :  on  peut 
supposer  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  la  sphère, 
c'est-à-dire  écrire 

r^  =  a^  -H  &^  4-  c^ 
rdr  =:.  ada  -\-  hdb  -H  cdc. 

Le  potentiel  V  sera  évidemment  une  fonction  de  la  seule 
distance  r  et  l'on  aura  identiquement 

^N  _dV  a  û^  __  ^  ^       r^  —  a^  dY 

Sa        ^r  r'  ôa^        oJr^  r^  r'^       dr 

^  dr^        r  dr  ' 

Calculons  encore  la  masse  M  de  la  couche  sphérique  ;  si  Ro 
et  Ri  sont  les  rayons  des  sphères  qui  limitent  la  couche,  on 
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aura  évidemment,  en  désignant  par  X  le  rayon  d'une  sphère 
intermédiaire 

M=r47z 


:    /        p->Ml, 


et  si  la  couche  est  homogène 

Cela  posé  nous  aurons  à  considérer  deux  cas. 

S96«  1"  Le  point  A  ne  fait  pas  partie  de  la  couche  sphériqite. 
On  a  alors  en  ce  point 


c'est-à-dire 


ou  encore 


A.V  =  0. 


dr^        r  dr  ' 


V  =  "^  -f-  c', 
r 

c  et  d  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  le  point  A  est  à  l'intérieur  de  la  couche  sphérique,  il 
pourra  être  à  l'origine,  et  comme  le  potentiel  est  fini,  il  faudra 
qu'on  ait 

c  =  0,        V  =  c'. 
Pour  calculer  la  constante  c',  revenons  à  la  définition 

r  1        ^  r 
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Comme  il  est  constant,  on  peut  supposer  le  point  A  à  Tori- 
gine,  c'est-à-dire  poser  r  =  X.  On  a  alors 

/■ïRl 

V  =  471     /        o\d\. 


et  dans  le  cas  d'une  couche  homogène 


c'  =  47rp    /       XcVk  =  2710  (R^2  _  R^2)_  (29) 


± 


Le  potentiel  étant  constant,  les  composantes  de  l'attraction 
et  l'attraction  sont  nulles.  Donc  une  masse  creuse  formée  de 
couches  sphériques  homogènes  n  exerce  aucune  action  sur  un 
point  situé  dans  la  cavité.  Le  théorème  subsiste  si  le  point 
est  sur  la  surface  intérieure  de  la  cavité. 

Si  le  point  A  est  à  l'extérieur  de  la  masse,  on  sait  que  le 
produit  V  X  ?•  tend  vers  la  masse  M  attirante  lorsque  le  point 
s'éloigne  à  l'infini.  On  aura  donc 

c'  =  0,         c  =  M, 


et  pour  une  couche  homogène 


V  =  j7.P-(R,^-V).    ■  (30) 


Donc  une  masse  creuse  formée  de  couches  sphériques  con- 
centriques et  homogènes  exerce  sur  un  point  placé  hors  de  sa 
surface  extérieure  la  même  attraction  que  si  toute  cette  masse 
était  concentrée  au  centre.  Le  point  peut  être  sur  la  surface 
extérieure  de  la  masse. 
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597.  2°  Le  point  K  fait  partie  de  la  masse  attirante.  Soient 
Rg  et  R,  les  rayons  des  sphères  qui  limitent  cette  masse 

R,  <  r  <  R. 

Tl  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  potentiel  se  composera  de 
deux  parties,  celui  Vi  de  la  couche  comprise  entre  les  sphères 
de  rayon  r  et  R,  et  celui  V2  de  la  couche  limitée  aux  rayons 
Ro  et  r  :  la  dernière  couche  seule  exerce  une  attraction  sur  le 
point.  On  aura 

V  =  V,  -+-  V,. 

En  supposant  la  densité  constante  dans  toute  la  masse,  on  a 

ou  en  simplifiant, 

\  =  2T.oK'-\r.c,r'-\^?^.  .(31) 

On  en  déduit  pour  la  force  attractive 

..  ^V       4      ^,       4       R„3 

S'il  s'agit  d'une  sphère  pleine,  Rq  =  0  et  l'attraction  a  pour 
expression 

Elle  est  proportionnelle  à  la  distance  du  point  au  centre  de 
la  sphère. 

598.  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  vérifier  sur  cet  exemple 
simple  les  propriétés  fondamentales   du  potentiel.  V  est  ici 
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une  fonction  de  r  seulement  qui  prend,  lorsque  r  varie  de  zéro 
à  l'infinij  les  trois  formes  suivantes  (29)  (30)  et  (31).  : 

pour  0<r<R„  \  =  2r.^  {K^  -  ^,% 

f  r^        2R  '\ 

pour         Ro<''<Ri  ^  =  2^?(^^'~V-  "^j' 

pour  R,  <  r  <  oc  V  =  I  7:p(R,3  _  R^3)  1  . 

Celte  fonction  est  continue  comme  on  le  vérifie  aisément  en 
faisant  r  =  Rq  ou  R,^  aux  point  où  la  fonction  change  de 
forme.  Ses  premières  dérivées,  qui  représentent  l'attraction 
exercée  sur  le  point  A,   sont  également  continues.  Mais  on 

trouve  pour  les  trois  formes  de  -j^  successivement 

pour  0  <  r  <  Rq 

pour  Rq  <  r  <  Rj 

pour  R,  <  r  <  00  0  =  _  ^  ^p  (r,3  _  r^3)  i_ . 

Les  deux  dernières  expressions  ne  sont  pas  identiques  pour 
r  =  Ri  :  la  dérivée  seconde  est  donc  discontinue.  Si  l'on  cal- 
cule AgV^  dans  le  cas  du  point  A  faisant  partie  de  la  masse, 
on  aura  (n°  297) 

Le  potentiel,  que  nous  avons  trouvé  par  un  procédé  indi- 
rect, vérifie  donc  bien  l'équation  de  Poisson. 

S99.  Nous  nous  bornerons  à  énoncer  les  résultats  relatifs 
à  V ellipsoïde.  Soit 


d^\ 

-0, 

dr^  '' 

4            8       Ro^ 

___^p__^p_o., 

a^         b^        c^ 


l'équation  de  l'ellipsoïde  ;  a,  p,  -^  les  coordonnées  du  point  at- 
tiré. 
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Si  le  poi?ii  A  est  extérieur,  Maclaurin  a  démontré  que  l'on 
peut  remplacer  l'ellipsoïde,  supposé  homogène,  par  un  autre 
homofocal  au  premier  et  dont  la  surface  passe  par  le  point  A  : 
les  actions  exercées  par  ces  deux  masses  sont  proportionnelles 
aux  densités  et  aux  produits  des  axes  des  ellipsoïdes,  elles  sont 
dirigées  dans  le  même  sens. 

Si  le  point  A  est  intérieur,  la  composante  suivant  ox  a  pour 
expression 
„  _  _  47r6c        />l t-dt    _; 

les  deux  autres  s'en  déduisent  par  des  changements  de  lettres. 
Elles  dépendent  des  fonctions  elliptiques  ;  elles  sont  propor- 
tionnelles aux  coordonnées  du  point  attiré.  L'intégrale  à  cal- 
culer est  la  même  quelle  que  soit  la  position  du  point. 


Potentiels-surfaces 

300.  On  a  souvent  à  considérer  en  électricité  des  couches 
électriques  qui  sont  superficielles.  11  leur  correspond  des  po- 
tentiels  qui  ne  sont  pas  tout  à  fait  analogue  aux  précédents. 

Soit  un  élément  de  surface  d^  autour  du  point  M  de  la  sur- 
face S,  et  soit  k  un  coefficient  attaché  à  ce  point  (densité  élec- 
trique) ;  le  coefficient  k  est  une  fonction  des  coordonnées  x, 
y,  z  du  point  M.  L'attraction  exercée  par  l'élément  de  sur- 
face û?S  sur  une  masse-unité  placée  en  A  {a,  b,  c)  a  pour 
expression 

_  ^^ 

en  posant 

r^  =.{00  —  ay  4-  (2/  —  &)-  -h  (-^  —  cy, 
et  le  potentiel  de  toutes  les  actions  analogues  est  la  fonction 


■        -       r 
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l'intégrale  étant  étendue  à  toute  la  surface  S.  Il  est  facile  de 
vérifier  que,  si  le  point  A  ne  fait  pas  partie  de  la  surface  S, 
ce  potentiel  jouit  des  mêmes  propriétés  que  les  potentiels-vo- 
lumes et  en  particulier  que  l'on  a 

301,  Il  en  est  tout  autrement  si  le  point  A  est  sur  la  sur- 
face. 

Je  dis  d'abord  que,  même  dans  ce  cas,  le  potentiel  reste 
fini.  En  effet  il  se  compose  de  deux  parties,  celle  V^  qui  pro- 
vient des  points  de  la  surface  non  voisins  de  A  et  l'autre  V2 
qu'on  peut  considérer  comme  provenant  des  points  de  la  sur- 
face renfermés  à  l'intérieur  d'un  cylindre  de  révolution  dont 
la  trace  sur  le  plan  tangent  en  A  sera  une  petite  circonférence 
de  rayon  R  concentrique  au  point  A.  Appelons  r^  la  projection 
du  rayon  vecteur  r  =  AM  sur  le  plan  tangent,  w  l'angle  de  r 
et  de  7\,  fi?Sj  la  projection  de  l'élément  </S  et  s  l'angle  du  plan 
de  l'élément  d^i  avec  le  plan  de  projection  :  on  aura 

j'i  :=  r  ces  W 

c^Sj  =  dS  cos  c 

et 


V,  = 


k  cos  o)  f/S 


Si  le  point  A  est  un  point  ordinaire  de  la  surface,  les  angles 
co  et  E  seront  petits,  et  la  quantité 


li  cos 


sera  inférieure  à  un  nombre  M  fini.  On  aura  donc 


Vo  <  M 


Lh- 


FORMULE    DE    GREEN.    —    POTENTIEL  409 

mais,  en  introduisant  des  coordonnées  polaires 

On  a  par  suite 

d)\  d^ 

ou 

V^  <  27zRM 

Le  potentiel  V^  est  donc  fini,  et  même  peut  être  pris  aussi 
petit  qu'on  voudra  puisque  le  rayon  R  du  cylindre  de  révolu- 
tion est  arbitraire.  Le  potentiel  V  est  donc  fini  et  continu  pour 
tous  les  points  de  l'espace,  y  compris  ceux  de  la  surface. 

30!^.  Examinons  maintenant  les  dérivées  premières,  et 
pour  simplifier,  supposons  d'abord  la  surface  agissante  plane. 
Soit  oz  un  axe  perpendiculaire  au  plan,  et  ox,  oy  deux  axes 
dans  le  plan  ;  nous  allons  étudier  comment  se  comporte  la 
dérivée  par  rapport  à  z  lorsque  le  point  A  parcourt  oz. 

Le  point  M  agissant  étant  dans  le  plan  xoy  a  pour  coordon- 
nées polaires  p  cos  G,  p  sin  6  et  o  ;  on  a  alors 

v  = 


Si  la  différentiation  sous  le  signe  /    /  était  permise,  on  au- 


rait 


c^V  /      /     kcodpd^ 

Te  ,      I    (p^  +  c7^ 
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Posons 


rj  j        #      kcj  dp  f?ô 


en  limitant  l'intégration  à  un  cercle  de  rayon  très  petit  e,  parce 
que,  en  dehors  de  ce  cercle,  Z  est  évidemment  continue.  L'ia- 

Me  a  pour  valeur  la  densité  moyenne  K  dans 

.    ■■■ 
le  cercle  de  rayon  p  : 


Z  =  2c.    /     K— P^ 


(P^  +  c^^)^ 
0 

cette  expression  peut  encore  s'écrire,  en  vertu  du  théorème  de 
la  moyenne, 


Z  =  27rc  K„ 


pdf 


(p2  -^  c-^^ 
0 


OU 


Si  c  est  positif,  on  a  (c*)    ^  =  -  ;  si  c  est  négatif,  (c^)      2  -^ 

1  .    . 

—  -.En  distinguant  ces  deux  cas  par  un  signe  mis  comme 

indice  à  la  lettre  Z,  on  aura 

Z_  =:2t.kA—1  —  T^^^=ô1 
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Si  c  tend  vers  zéro,  lune  de  ces  valeurs  tend  vers  2tcKo  et 
l'autre  vers  —  2-  Ko-  La  fonction  Z  éprouve  donc  une  brusque 
discontinuité  lorsque  le  point  A  traverse  le  plan  des  xy;  mais 
l'on  a  en  tout  cas 

Z+-Z^=ir.k„  (32) 

en  désignant  par  k^  la  limite  de  Kq  lorsque  e  tend  vers  zéro, 
c'est-à-dire  la  densité  en  M. 

Mais,  pour  tout  l'espace  où  il  n'y  a  pas  de  discontinuité, 
on  a 

~        de  ' 
on  a  donc  à  la  limite,  lorsque  c  tend  vers  zéro, 

303.  Il  est  presque  évident  que  ce  théorème  subsiste  lors- 
que le  plan  est  remplacé  par  une  surface  qui  lui  est  tangente 
en  0.  On  s'on  assurerait  facilement  en  considérant  la  fonction 


k  (c  —  z)  p  dp  c?6 


•dont  la  partie  principale  est,  pour  ^  et  p  infiniment  petits, 


Z,  = 


//   kcpdpd% 
J  [r  +  cf 


<;'est-à-dire  l'intégrale  qui  vient  d'être  étudiée.  On  a  donc 

Z  +  —  Z_=Zi4.  —  Zj_    =  ^'^kç^, 
•ou  encore,  par  une  notation  qui  s'explique  d'elle-même. 
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Le  point  A  est  supposé  traverser  la  surface  suivant  la  nor- 
male. 

/x        ,  -p       •,  .  1       ^  r  •    F      dV    dY         , 

On  venherait  sans  peme  que  les  dérivées  -j-,  —j--  sont  con- 
tinues. 

304.  Si  le  point  A  traverse  la  surface  obliquement  suivant 
une   direction  OL   qui  fait  avec  les  axes  des  angles  «,  P,  7, 
dY     .  ..       ,       ..     ,. 


qu  eu 
lion  ? 

B  bel  cl  la,  vci 
On  a 

riciuuii  u 

e  la  ueiJivec  - 

-jj-  leiaiivc   a  ijcin 

dY 

dl  ~ 

dY 

-    -y—    COS 

dûo 

dY        . 

a  -t-  -y-  COS-  p 

dy         ^ 

dY 
+  ,^-^cosy; 

donc 

[dlj-h 

~  [dij^ 

/a'V\ 

Les  deux  premiers  crochets  sont  nuls  en  vertu  de  la  conti- 
nuité des  dérivées  qui  y  sont  continues  ;  le  dernier  a  pour 
valeur  —  47r^o,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  précédent.  On  a 
donc 

En  résumé,  le  potentiel-surface  est  une  fonction  finie  et  con- 
tinue dans  tout  l'espace  ;  sauf  sur  la  surface  agissante  où  Ton  a 

^\      __  /dY\      ^  _  ^^j^ 
dnj  +        \dn)  ^  "* 


Enfin  l'on  vérifierait  aisément,  comme  pour  les  potentiels- 

lumes,  qu 
vient  infini. 


dY 
volumes,  que  les  produits  Vr  et  r^  -^  sont  finis  lorsque  r  de- 
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Polenticls-liffiies 


305.  Il  nous  reste  à  examiner  l'effet  produit  par  de  la 
matière  active  répandue  le  long  d  une  courbe,  d'un  fil  élec- 
trique infiniment  mince  par  exemple. 

Nous  appellerons  e  la  densité  linéaire  au  point  M  {x,  y,  z)  ; 
c'est  une  fonction  connue  en  chaque  point  de  la  courbe.  Soit 
ds  l'élément  d'arc.  Le  potentiel-ligne  est  l'expression 


V  = 


C'est  encore  une  fonction  continue  des  coordonnées  du 
point  A,  ainsi  que  ses  dérivées,  dans  tout  l'espace  excepté 
peut-être  le  long  de  la  courbe,  ce  que  nous  examinerons  dans 
un  instant.  On  a  de  plus  dans  tout  l'espace,  excepté  sur  la 
courbe, 

A,V  =  0. 

Examinons  ce  que  devient  cette  fonction  lorsque  le  point  A 
est  sur  la  courbe  ;  la  seule  partie  du  potentiel  qui  puisse  de- 
venir indéterminée  est  celle  due  aux  éléments  de  la  courbe  voi- 
sine du  point  A.  Nous  considérerons  seulement  le  cas  d'une 
droite  limitée  au  voisinage  de  A.  Soit  ox  cette  droite  ;  suppo- 
sons le  point  A  sur  oy  et  soit  ■t\  son  ordonnée.  On  a  alors 


E  étant  petit.   Le  théorème  de  la  moyenne  permet  de  faire 
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sortir  e  du  signe  /  ,  en  mettant  en  dehors  une  valeur  e^  com- 
prise entre  le  maximum  et  le  minimum  de  e  : 


ou 


^'-'-^^-T^^ 


=  e,  log  ^^ ^'-,^:i: — L 

=  2e.  [log  (e  4-  v/V~+l'2)  —  log  71  ] 

Lorsque  yj  tend  vers  zéro,  le  premier  logarithme  reste  lini^ 
parce  que  e  ne  peut  être  nul  tant  qu'il  y  a  de  la  matière  active  ; 
V  devient  donc  infini  comme  —  2^i  log  •»).  La  dérivée  devient 

inflnie  comme  — "^ ,  c'est-à-dire  que  le  produit  r^  J—  tend 

vers  —  2(?o,  en  désignant  par  e^  la  densité  au  point  0.  ' 

On  verrait,  par  des  procédés  analogues  à  ceux  déjà  em- 
ployés, que  ce  théorème  subsiste  si  la  droite  est  remplacée 
par  une  courbe  qui  lui  est  tangente  en  0,  et  aussi  que  V  tend 
vers  zéro  le  point  A  s'éloigne  à  l'intini. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  ces  potentiels, 
moins  usités  que  les  potentiels-volumes  et  nous  terminerons 
le  chapitre  par  quelques  considérations  sur  des  fonctions  qui 
se  rencontrent  dans  un  grand  nombre  de  problèmes  de  phy- 
sique ou  de  mécanique  et  qui  sont  intimement  liées  à  ce  qui 
précède. 


Fonctions  de  Laplace 

306.  Les  potentiels  sont,  comme  nous  l'avons  vu,  des  solu- 
tions de  l'équation 

^,u=  __^-h— ^  +  — ^  =  0  (35), 

bx-       i>i/^        bz^  ^     ' 


1 


FORMULE    DE    GREEN.    POTENTIEL  41» 

exception  faite  de  certaines  régions  de  l'espace  où  l'on  a 
A^V  ==  —  47rp.  Ce  ne  sont  pas  d'ailleurs  les  seules  solutions. 
Mais  leur  existence  suffit  pour  montrer  tout  l'intérêt  qui 
s'attache  à  l'étude  de  cette  équation.  On  appelle  fonctions  de 
Laplace  les  solutions  de  cette  équation  qui  sont  des  polynômes 
homogènes,  ou  plutôt  les  fonctions  de  6  et  «?  qui  en  résultent 
après  la  transformation  des  coordonnées  rectilignes  en  coor- 
donnaires  par  les  formules 

SG  =12  r  sin  9  cos  «f 

y  r=  ?'  sin  6  cos  cp     \  (36) 

z  :=^r  cos  6 

Nous  avons  vu  (l  n"^  111)  que  cette  substitution  transforme 
l'équation  (35)  dans  la  suivante 

ô^M        1  tr'U  1        'dhi       2 'du       cot  6  ôM ç.  ,^-- 

^~^  r'-  W-  "^  r-  sin2  6  ô^  "^  r  Sr  ~^  ~r^~  ôÔ  ""  '     ^' 

La  fonction  Y„  de  Laplace,  ou  fonction  sphérique  d'ordre  n, 
sera  une  expression  homogène  de  degré  w  en  sin  9  cos  ç>,  sin  9^ 
sin  cp  et  cos  9,  telle  que 

u  =  r»  Y,.  (38) 

soit  une  solution  de  l'équation  (37).  Elle  contient  2n  -+■  l  coefFi- 

cients  arbitraires  ;  en  effet  un  polynôme  homogène  u  de  degré 

(n  -h  \) (n  -t-  2) 
71  contient  r^ coefficients.  Mais  ^.^u  est  de  degré 

n  —  2  et  doit  s'annuler  identiquement,  ce  qui  donne  ^^ — ^^— 
conditions  ;  il  reste  donc  (^ -^  i)  ^jn -j- 2)  __  {n-^n  ^  ov.2n  +  i 
coefficients  arbitraires. 

307.  Les  polynômes  Y„  vérifient  une  équation  différent 
tielle  facile  à  former  ;  il  suffit  de  porter  dans  l'équation  (37)  la 
valeur  (38)  de  u.  On  trouve  ainsi 

«  {«  +  1)  Y„  H-  oot  6  '^  +  '^^  +  ^^  'Hf  =  0       (39) 
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1 

308.  Théorème.  —  Soient  Yn  et  y„'  deux  fonctions  sphé- 
riques.  On  aura,  sur  la  sphère  de  rayon  un, 


// 


Y„  Y„'  da  =  0,  (40) 


en  désignant  par  di  V élément  de  la  surface  sphérique. 

En  effet  la  fonction  Y„  vérifie  l'équation  (39),  qui  peut  s'é- 
crire 

r  J^  V  *        <^  i   •      t,  Î^Y„\  1       ô2Y„ 

^       .      ^  sin  0  rtO  \  ôG  /        sin^O   ù^a^  ' 

de  même  on  a 

^  ^  sin  0  «6  \  ô0  /       S!n2  0    ôcp^ 

Multiplions  la  première  équation  par  Y„',  la  deuxième  par 
y„;  puis  retranchons  membre  à  membre.  11  vient 

[n  (n -^  i)  —  n'  {7i'  -+- j)]  Y„  Y,/ 

4-  -1--  '^     sin  0  [y  '  '^  -  Y    '^"1 

~^  sin  2  0  f/;^  L''^    ù(|>   ~  ^'^  "ôf  J  —  " 

Multiplions  les  deux  membres  de  celte  équation  par  c^t, 
c'est-à-dire  par  sin0  c/tç  dO,  et  intégrons  sur  toute  la  surface  de 
la  sphère  ;  pour  cela,  faisons  varier  0  de  0  à  ti  et  cp  de  0  à  2;!  ou 
inversement  0  de  0  à  2Tr  et  cp  de  0  à  tt.  Le  deuxième  terme  de 
l'équation  par  exemple  s'écrira 


ou 


^'0 


.(,[si„o(Y,,?^.-Y,.f:)r. 
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Ce  dernier  crochet  est  un  polynôme  en  sin  ô  et  cos  6  ;  il 
prend  donc  la  même  valeur  pour  6  .^  0  et  pour  0  =  t:.  L'inté- 
grale est  donc  identiquement  nulle.  On  verrait  facilement  qu'il 
en  est  de  même  du  dernier  terme  de  l'équation  que  nous  inté- 
grons sur  la  sphère  ;  il  reste  donc  seulement 


«^0 


2i: 


Y„  Y'  sin  e  dd  do  =  0 


ce  qui  est  bien  l'équation  (40). 
La  démonstration  suppose  essentiellement  n  ^  n'. 

309.  Les  polynômes  X„  de  Legendre  (Chapitre  IV)  ou 
plutôt  les  polynômes  P„  qu'on  en  déduit  en  y  remplaçant  x 
par  cos  to  sont  des  fonctions  de  Laplace. 


FiG.  40 

Considérons  en  efïet  un  point  A  de  coordonnées  1,  G,  cp  sur 
la  sphère  de  rayon  im  et  point  M  (p',6Vf')  quelconque  intérieur  : 
on  a 


A  M  =  r 


fl 


2  p'  cos  w)  ^  ; 


l'angle  w  des  rayons  vecteurs  OA  et  OM  est  donné  par  la  for- 
mule de  trigonométrie  sphérique. 

cos  w  =  cos  0  cos  6'  -t-  sin  6  sin  6'  cos  (cp  —  tp')         (41) 

1 
on  sait  que  la  fonction  V  =  -  satisfait  à  l'équation  (35);  c'est 

Calcul  infinitésimal  27 
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une  fonction  de  9  et  cp  à  cause  de  (41).  D'autre  part,  si  on  la 
développe  en  série  suivanlles  puissances  asceudantes  de  p',  il 
résulte  de  la  définition  mêuie  des  polynômes  de  Legendre  que 
le  coefficient  de  p'"  sera  le  polynôme  P„,  et  comme  Téquation 
A^  V  =  0  doit  être  vérifiée  quel  que  soit  p',  P„  est  une  solution 
de  cette  équation,  c'est  donc  une  fonction  sphérique. 

310.  Le  potentiel  d'une  couche  sphérique  quelconque  de 
rayon  R  peut  être  développé  en  série  ordonnée  suivant  les 
fonctions  Y„.  On  a  en  effet 


da  étant  l'élément  de  la  sphère  de  rayon  un  ;  si  p  est  le  rayon 
vecteur  du  point  attiré  A,  on  a 


r  =  v/R^  —  2Rp  cos  to  -h  p^ 
Suivant  que  R  est  inférieur  ou  supérieur  à  p,  on  écrira 


s/'- 


2R  R2 

COS  co  H 5" 

p      .  f 


ou 


V 


1  —  2  ^  COS  10  +  ^ 


l'on    développera  -  en    série   suivant   les    puissances    ascen- 

R 

dantes  de  —  OU  de  ^.  On  mettra  ainsi  le   potentiel  sous   une 
p  R  ^ 

des  deux  formes  : 


R\n  +  1 


pour  l'extérieur  Ve  =  S  A„  (  — j 

pour  l'intérieur  Vj  =  2  B„  f  ^  j    . 

L'équation  Aj  V=  0  ayant  lieu  quelque  soit  p,  A„  et  B„  sont 
encore  des  fonctions  Yn,  et  le  problème  résolu. 
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311.  On  déduit  de  là  le  développement  d'une  fonction 
quelconque  de  e  et  de  <f  sous  la  forme  d'une  série  de  fonctions 
de  Laplace 

F  (0,  cp)  =.  Yo  +  Y,  +  Y^  +  ...  H-  Y„  -h  ... 

Il  suffit  pour  cela  de  concevoir  que,  sur  la  sphère  de  rayon 
un,  on  a  répandu  une  couche  active  de  densité  F  (0,  cp)  au  point 
6,  cp. 

Nous  avons  vu  (n°  305)  qu'on  a  pour  cette  densité  la  for- 
mule' 


2iz\\cln)  .^        \dnj  _\ 


or 


'\7  O    '^^'-yCtQ 


l'intégrale  étaat  prise  sur  la  sphère  de  rayon  R.  Nous  venons 
d'apprendre  à  développer  V  en  série  de  fonctions  sphériques  ; 
d'autre  part 

/^\      ___  /d\ 
\dn)  +  ~~  [dR 

et 

\dn)—       [dR)- 

On  a  donc  tous  les  éléments  de  la  solution  sur  laquelle  nous 
ne  nous  étendrons  pas  davantage. 


Théorème  général 


31!ï.  On  rencontre  en  mécanique  et  dans  les  applications 
de  la  physique  des  actions,  d'une  autre  nature  que  les  attrac- 
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tions  newtoniennes,   dont    nous    devons    en    dire    quelques 
mots. 

Soit  en  M  (^,y,  z)  un  élément  agissant,  masse  vectorielle, 
assimilable  à  un  vecteur  MF  dont  nous  désignerons  la  gran- 
deur par  la  lettre  F  et  les  angles  avec  les  axes  de  coordonnées 
par  les  lettres  a,  p,  y.  L'action  laplacienne  exercée  sur  un 
point  A  (a,  ô,  c)  sera  un  vecteur  $,  perpendiculaire  au  plan 
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AMF  dans  un  sens  tel  qu'un  observateur  ayant  les  pieds  en  M 
et  la  tête  en  F  le  voie  dirigé  de  droite  à  gauche  :  enfin  la 
grandeur  du  vecteur  sera 


^       T-i  sin  0 

*  =  F  — ^ 


en  désignant  par  6  l'angle  AMF,  et  par  r  la  distance  AM.  Les 
actions  laplaciennes  se  combinent  entre  elles  et  avec  les 
attractions  newtoniennes  suivant  la  règle  du  parallélogramme 
des  forces. 

313.  Cela  posé,  Vascb}^  (Traité  d'électricité,  chap.  ITl)  a 
démontré  le  très  intéressant  théorème  que  voici  :  tout  vecteur 
f  dont  la  grandeur  et  la  direction  sont  déterminées ,  dans  une 
région  limitée  U,  en  fonction  des  coordonnées  de  son  origine 
suivant  une  loi  quelconque,  peut  être  considéré  comme  la  ré- 
sultante géométrique  d'attractions  laplaciennes  et  neivtoniennes 
dues  à  un  système  de  masses  données. 

La  démonstration  repose  sur  la  formule  d'Ostrogradsky  que 
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nons  avons  établie  (n°  274)  et  que  nous  reproduisons,  avec  un 
changement  de  notation  facile  à  saisir 


[^^^^'■^)  +  |^(?")  +  ;r/^'f^^')]^^ 


{l<fu  -+-  lyiQV  4-  n(fiv)  c?ff  =  0  ; 


(42) 


/,  m,  71  désignent  les  cosinus  des  angles  a,  p,  y  Q^^  ^^^^  avec 
les  axes  la  normale  à  la  surface  S.  Cette  surface  S  se  compose 
de  la  ou  des  surfaces  qui  limitent  la  région  U  à  laquelle  s'étend 
l'intégrale  triple  ;  elle  peut  même  comprendre  des  surfaces  de 
discontinuité  intérieures  à  celte  région  et  dont  il  faut  alors 
considérer  les  deux  faces  successivement. 

Le  vecteur  donné  /"a  pour  projections  sur  les  axes  des  fonc- 
tions données  X,  Y,  Z  des  coordonnées.  Prenons  pour  fonctions 

1 

II,  V,  IV  dans  la  formule  précédente  les  trois  dérivés  de  -  où 

^2  ^  (ic  —  ay  -i-{y  —  b)  ^{z  —  cy-, 
et  soit  cp  =  X.  Nous  aurons 


De  même  si  l'on  pose,  dans  la  formule  (42) 


.1  1 


42a 

on  aura 
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-+- 


dy  \^  ^os  /      dx\^  ^y 


*   /      1        l 


et,  d'une  manière  analogue, 


dz   \      Î)£C 


dx\     ^s . 


-+- 


Z  \  n 


5i 
r 

037 


l  — -  /  c^a  =  0. 


Additionnons  les  trois  dernières  identités  membre  à  membre  ; 
comme  l'on  a 


il  vient 


1  1 

V/^  ,  ôY    bz\     .j:A^_^ 

007  \  fia?  ~^  (^/y         ^z)         ày  \di/         dx 


•d-(S-i)J^-+7  J  L 


(;X  +  ??iY  +  nZ) 


1  1 

-+-  t£  (mX  -  lY)  -^  £  (nX  -  IZ)  1  c^c 


f>y 


5^ 


] 


0. 


(44) 


Isolons  du  volume  total  U  une  petite  sphère  ayant  le  point 
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A  (a,  h,  c)  pous  centre  :  la  portion  de  l'intégrale  triple  relative 
à  cette  sphère  tend  vers  zéro  avec  le  volume  de  la  sphère  si 
les  fonctions  X,  Y,  Z  et  leurs  dérivées  sont  continues  (ce  que 

nous  supposons).   Calculons  l'intégrale  1    de  surface  sur   la 

sphère  :  on  aura  en  tous  les  points  de  cette  surface 


, X  —  a         y  —  b        z  —  c 

r      ''  r      '  r 


et  par  suite 


^ 


(cv  —  af  -+-  (y  —  h)^  -t-  (-g  —  cf  y  cl 


X  ^  =  —  4-  Xw2 


en  désignant  par  X™  la  valeur  moyenne  de  X  sur  la  surface  de 
la  sphère.  Revenons  maintenant  à  l'équation  (44)  dans  laquelle 
chacune  des  intégrales  doit  être  considérée  comme  composée 
de  deux  parties,,  celle  relative  à  la  sphère  et  le  reste.  Si  le 
volume  de  la  sphère  tend  vers  zéro,  les  intégrales  reprennent 
leur  signification  première  :  seulement  le  terme  —  4tiX„j  sub- 
siste et  tend  vers  —  47rX.  On  a  donc  finalement 


I 


1  1 


x=y  , '^-M    ^z\  L,_    /    /^^,v■,_.„v_,_.,,^H«) 


■i"l  +  ~--U:-5Sj  H»+  /      /        Js(«+mY+«Z)l 


—  IZ)       d^. 


1  1 

ô-  ù  - 


(mX  —  lY)  -h-^{nX 


424  CHAPITRE    IX 


Imaginons  maintenant  huit  fonctions  définies  par  les  éga- 
lités suivantes 


,           ôX       c^Y       ôZ 
4^0  = \- 1 

'            t'.V           5?/           hZ 

iTzl  =  a  +  viY  -h  nZ 

oZ 

^Z                      5Z      ^X 
•V       ^'''^"~^a;      ^z' 

hizx^  ^=nY  — 

7)lZ,      47:Xy  =  IZ  —  JlX,      4' 

V 


47-       —  ^^^_^ 

"  '^^         ôy        ôa- 


(46) 


l'égalité  (45)  devient 


(47) 


La  première  ligne  représente  la  composante  suivant  ox  de 
l'attraction  newtonienne  totale  qu'exercerait  sur  le  point  A  de 
la  matière  répandue  dans  le  volume  U  et  sur  les  surfaces  li- 
mites, cette  matière  ayant  pour  densité  en  tout  point  M  (^,y,  z) 
du  volume  la  valeur  p  et  sur  les  surfaces  la  valeur  X.  Interpré- 
tons la  seconde  ligne  de  l'égalité  (47)  :  à  cet  effet  concevons  au 
point  M  un  vecteur  F  dont  les  projections  sur  les  axes  soient 
Pj.,  {jty,  {la,  si  le  point  appartient  à  la  région  U,  et  t^,  t^,  -z^  si  le 
point  est  sur  une  des  surfaces  qui  limitent  la  région.  Si  ce  vec" 
leur  exerce  sur  le  point  A  une  action  laplacienne^  elle  sera 
représentée  par  un  vecteur  $  qui  a  été  défini  au  n°  313.  On 
vérifie  aisément  que  ce  vecteur  étant  perpendiculaire  au  plan 
AMF,  a  pour  projections  sur  les  axes  trois  quantités  dont  nous 
n'écrirons  que  la  première 

^1  ^l 

^  r^  '  -  (■>?/        ^■'  bz 

il  en  résulte  que  les  termes  de  la  seconde  ligne  de  l'égalité  (47) 
représentent  l'attraction  laplacienne   exercée  par  des   masses 
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fictives  dont  la  densité  vectorielle  est  définie  par  les  six  der- 
nières égalités  (46). 

314.  Deux  cas  particuliers  sont  à  distinguer. 
1"  Si  les  actions  /^qui  s'exercent  en  chaque  point  de  la  ré- 
gion U  ont  un  potentiel,  l'expression 

\dx  H-  Ydy  -H  7Az 

sera  une  différentielle  exacte  et  l'on  aura  identiquement 

^X_-ôY_.          !LX_'^^_0          î^_^i^— 0- 

les  actions  laplaciennes  (46)  n'existeront  pas  dans  l'étendue  ds 
la  région  U  (Electrostatique). 
2°  On  a  dans  toute  cette  région 

&X       ùY       ùZ       ^ 

1 i —  ==  0  ; 

ôa;        i)//        ^z 

les  actions  fictives  se  réduisent  à  des  actions  laplaciennes  (Elec- 
tromagnétisme). 


CHAPITRE  X 

FONCTIONS  ELLIPTIQUES 


IVotions  prélîiiîînaires 


315.  Les  fonctions  trigonométriques  sont  susceptibles  de 
plusieurs  définitions.  Il  est  d'usage  de  les  introduire  dans  l'en- 
seignement en  en  donnant  une  représentation  géométrique  ; 
on  étend  cette  définition  en  considérant  les  développements 
en  série 


sin  a;  =  0? 


cos  oc  =  l  — 


x" 


1.2.3 


ou  encore  en  les  rattachant  aux  fonctions  exponentielles  par 
les  formules  d'Euler.  De  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  points  de 
vue,  on  déduit  aisément  les  formules  d'addition  et  de  sous- 
traction ainsi  que  toutes  les  formules  de  la  trigonométrie  élé- 
mentaire. On  peut  aussi  (n"  114  et  suivants)  considérer  le 
sinus  comme  la  fonction  inverse  de  Va7'c  sinus,  cette  dernière 
fonction  étant  définie  par  une  intégrale 


y  = 
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il  revient  au  même  de  dire  que  la  fonction  y  est  définie  par 
l'équation  différentielle 

dy 1 

'dx~  ^\  —  x^  ' 

On  a  vu  que  cette  fonction  y  est  mal  déterminée  :  outre  la 
nécessité  de  fixer  une  constante,  par  exemple  de  dire  quelle 
valeur  prend  y  pour  x  =  0,  k  chaque  valeur  de  x  correspon- 
dent une  infinité  de  valeurs  de  y,  et  l'on  ne  peut  définir  celle 
que  l'on  considère  sans  introduire  des  coupures  (n°  109)  dans 
le  plan  de  la  variable  imaginaire  x. 

Il  est  essentiel  d'insister  sur  ce  fait  que,  si  la  fonction 
arc  sin  x  est  mal  déterminée,  son  inverse  sin  x  est  uniforme. 
Nous  avons  vu  (n°  125)  que  l'inversion  des  fonctions  ellipti- 
ques procure  le  même  avantage  ;  mais  nous  reviendrons  sur 
ce  point  fondamental. 


316.  Montrons  auparavant  que  la  définition  du  sinus  par 
inversion  d'une  i 
d'addition.  Posons 


l'inversion  d'une  intégrale  conduit  facilement  à  la   formule 


dx 


X 

v/1  —  x' 

l 

y 

dy 

ou         X  =:  sin  u 


ou         y 


l'équation  différjentielle 

dx  dy 


-  0,  (1) 


v/1  —  a;^        /ï  —y'- 
s'intègre  à  vue  ;  on  n'a  en  effet  qu'à  prendre 

u  -\-  v  =  c,  (2) 
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c    étant  une  constante  arbitraire.  On  peut  encore   procéder 
autrement  :  l'équation  (1)  s'écrit 

v/i  —  if  dx  +  v/l  H-  «7^  dy  =  0 


ou 


le  coefficient  d'œy  est  nul  et  cette  équation  se  réduit  à  la  sui- 
vante 

d  {ce  \/l  —  tf)  -^  diy  v/r=^)  =  0, 
dont  l'intégration  est  encore  immédiate  et  donne  la  solution 


v/1  —  y^  ^  y  \/i  —  x^  =:^  c', 


(3) 


c'  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Si  l'on  consi- 
dère c  et  c'  comme  des  fonctions  d'à?  et  d'y  représentées  par 
les  équations  (2)  et  (3),  leur  déterminant  fonctionnel  (n°  97) 


ÔC 

bc 

tiCO 

^y 

i)X 

est  nul,  comme  on  le  vérifie  sans  peine.  11  en  résulte  que 

c'  =  f\c).  (4) 

Or  si  l'on  fait  y  =  0,  v  est  nul  ;  c  se  réduit  k  u  et  c'  h  x. 

L'égalité  précédente  devient 

x  =  f  (u), 
et  comme,  d'autre  part,, 

X  =  sin  u, 

le  signe  fonctionnel  /  n'est  autre  qu'un  sinus.  Donc,  en  revc- 
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nant  à  réquation  (4)  et  remplaçant  les  lettres  par  les  quan- 
tités qu'elles  figurent,  on  trouve 


sin  u  \/l  —  siri^  v  -+-  sin  v  \/i  —  sin^  tt  =  sin  {u  -+-  v).      (5) 
C'est  la  formule  d'addition  des  sinus.  Si  l'on  pose 
cos  V  =  \/l  —  sin^  V 


cos  w  =  v/ 1  —  sin-  u, 
on  retrouve  la  formule  connue. 


(6) 


317.  Les  formules  (6)  ne  définissent  pas  sans  ambiguïté  les 
cosinus  correspondants  ;  il  faut  encore  convenir  que,  pour 
i^  =  0,  on  a  cos  î;  =  1.  Une  fois  cette  convention  faite,  le 
cosinus  est  une  fonction  uniforme,  malgré  sa  définition  par 
un  radical.  Des  incidents  analogues  se  rencontrent  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

318.  Pour  achever  le  l'ésumé  des  propositions  relatives 
aux  fonctions  trigonométriques,  propositions  qui  éclairent  les 
théories  à  venir,  nous  rappellerons  qu'on  pourrait  encore 
définir  le  cosinus  par  l'égalité 


(7) 


Les  fonctions  séc  œ'el  cosécx  sont  les  inverses  des  deux  pré- 
cédentes ;  la  tangente  et  la  cotangente  en  sont  les  quotients. 

Il  est  de  la  plus  haute  importance  de  remarquer  que  la 
tangente  d'un  arc  est  une  fonction  périodique,  dont  la  période 
est  TT  tandis  que  les  fonctions  dont  elle  est  le  quotient  ont  pour 
période  2-11:.  En  d'autres  termes,  lorsque  l'arc  augmente  de  -^^  la 
tangente  reprend  sa  valeur  initiale  et,  si  l'arc  continue  à 
croître,  la  tangente  repasse  dans  le  môme  ordre  par  les  mômes 
valeurs,  tandis  que  le  sinus  et  le  cosinus  ne  repassent  par  la 
môme  succession  de  valeurs  qu'après  que  l'arc  s'est  augmenté 
de  21^.  On  pressent  alors  comment  il  sera  possible,  en  admet- 
tant  des  périodes  imaginaires,   de    constituer  des  fonctions 
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doublement  périodiques  par  des  combinaisons  de  fonctions 
simplement  périodiques. 

319.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de  montrer  qu'une  fonction  uni- 
forme ne  peut  pas  avoir  deux  périodes  réelles  distinctes,  les 
multiples  d'une  môme  période  étant  exclus,  bien  entendu. 
En  eflet,  admettons  d'abord  l'existence  de  deux  périodes  com- 
mensurables  entre  elles,  w  et  o/,  et  soit  o  leur  plus  grand 
commun  diviseur.  On  sait  qu'il  est  alors  possible  de  trouver 
deux  nombres  entiers  «  et  6  tels  que 

flfco  —  iw'  =  6. 

Mais,  si  w  est  une  période  de  la  fonction,  «w  en  est  évidem- 
ment une,  de  même  ôoV,  donc  aussi  o  ;  et  l'on  voit  que  w  et 
to'  sont  seulement  des  multiples  d'une  même  période,  c'est-à- 
dire  ne  peuvent  pas  être  considérées  comme  effectivement 
distinctes. 

Admettons  maintenant  l'existence  de  deux  périodes  incom- 
mensurables to  et  w'  ;  on  démontre  en  arithmétique  qu'on  peut 
toujours  trouver  des  nombres  m  et  n  tels  que  l'on  ait 

I  woj  —  ni<i'  I  <C  ^» 

quel  que  petit  que  soit  t.  Mais  mw  —  ?2w'  est  une  période.  La 
fonction  uniforme  admettrait  une  période  aussi  petite  que 
l'on  voudrait  ;  ce  serait  une  constante. 

3S0.  Nous  ferons  une  dernière  remarque.  Nous  avons  jus- 
qu'à présent  parlé  de  fonctions  ayant  pour  période  2r^ 

Mais  il  est  aisé  d'en  déduire  des  fonctions  ayant  une  période 
donnée  quelconque  w  ;  il  suffit  en  effet  de  poser 


a;  =  271^. 
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La  fonction 

»(,)=/ (2,  if), 

est  périodique  et  admet  pour  période  m  ;  on  a  en  effet 


Première  définition  des  fonctions  elliptiques  (*) 
Parallélograniine  des  périodes 


321.  On  appelle  fonction  elliptique  toute  fonction  méro- 
morphe  qui  possède  deux  périodes.  Aux  méthodes  que  nous 
venons  de  résumer  relativement  aux  fonctions  trigonométriques 
correspondent  trois  méthodes  pour  étudier  les  fonctions  ellip- 
tiques. La  méthode  géométrique_,  récente  et  artificielle  (**)  est 
peu  employée  ;  nous  la  passerons  sous  silence  ;  mais  avant  de 
parler  des  deux  autres,  nous  deyons  donner  quelques  détails 
complémentaires  sur  les  périodes.  On  vient  de  voir  que  les 
périodes  ne  pouvaient  être  réelles  toutes  les  deux  ;  le  même 
raisonnement  montre  que  leur  rapport  ne  peut  être  ni  com- 
mensurable  (sans  quoi  il  existerait  une  période  dont  elles 
seraient  simplement  des  multiples),  ni  incommensurable  (sans 
quoi  la  fonction  se  réduirait  à  une  constante).  Leur  rapport 
est  donc  forcément  imaginaire. 

Cela  posé^  soient  les  deux  périodes 

2  coj  =  a  -1-  èî 
2  aJ2  =  c  H-  c?i  ; 

si  l'on  représente  ces  deux  quantités  imaginaires  par  leur 
affixes  A  et  B,  on  voit  que  tous  les  points  qui  sont  les  affixes 

(*)  Aune  première  lecture,  on  peut  passer  les  n°^  322  à  330. 
(**)  Voir  par  exemple  le  beau  Traité  d'Halphen  sur  les  fonctions 
elliptiques. 
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des  quantités  2  wwj  h-  2  nw^  sont  les  sommets  d'un  réseau  de 
parallélogrammes  qui  ont  des  côtés  égaux  aux  modules  OA 


FiG.  42 

de  2wj  et  OB  de  2iù^.  Un  quelconque  de  ces  parallélogrammes 
se  nomme  parallélogra?nme  des  périodes.  Il  suffit  de  connaî- 
tre la  valeur  de  la  fonction  en  tous  les  points  de  l'aire  d'un 
parallélogramme  pour  avoir  les  valeurs  de  la  fonction  dans 
tout  le  plan,  puisqu'elle  reprend  les  mêmes^valeurs  aux  points 
homologues. 

Du  réseau  donné,  qui  est  figuré  en  traits  pleins,  on  peut  en 
déduire  une  infinité  d'autres,  en  joignant  un  quelconque  des 
sommets,  par  exemple  l'origine,  à  un  aulre  sommet.  Les  li- 
gnes tracées  sur  la  figure  en  traits  poinlillés  et  en  traits 
mixtes  donnent  deux  nouvelles  directions  qui,  combinées  soit 
entre  elles,  soit  avec  les  directions  primitives,  donneront 
naissance  à  de  nouveaux  réseaux. 

On    appelle    parallélogramme    élémentaire    un   parallélo- 
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gramme  qui  ne  renferme  à  son  intérieur  ou  sur  ses  côtés 
aucun  point-période.  Par  exemple  A  F  D  0,  0  C  D  E^°ne  sont 
pas  élémentaires.  Les  périodes  primitives  sont  celles  qui  sont 
représentées  par  les  côtés  d'un  parallélogramme  élémentaire. 
On  conçoit  l'importance  fondamentale  de  ces  périodes  ;  nons 
n'insisterons  pas  cependant  sur  ce  sujet  qui  intéresse  surtout 
les  théoriciens. 

Jacobi  a  démontré  qu'une  fonction  uniforme  ne  peut  ad- 
mettre plus  de  deux  périodes  irréductibles  entre  elles  ;  le 
théorème  est  presque  évident  :  en  considérant  un  réseau  de 
périodes  primitives,  on  voit  qu'il  ne  peut  y  avoir,  en  dehors 
de  ses  sommets,  aucun  point-période. 

322.  Théorème,  Une  fonction  elliptique  qui  ne  devient  pas 
infinie  est  une  constante. 

En  effet,  la  fonction  étant  limitée  est  développable  dans 
tout  le  plan  en  série  de  Taylor.  On  aura  donc,  quelque  soit  /, 

f{a  4-  0  =  f{a)  H-  tf{a)  +  j^  /"'(«)  +  .••-+-  £  f^%a)  -h  ... 
Mais  l'on  sait  (n°  119)  que 


l'intégrale   étant  prise  le  long  d'un  cercle  de  rayon  R  et  dont 
le  centre  est  au  point  a,  posons 

z  =z  a  -^  R^'cos  cp  -h  i  sin  »)  =  a  h-  Re*''?, 
d^où 

dz  =  "^ie^'^d^. 
Nous  aurons 

Calcul  liNriKiiÉsiMAL  28 
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le  modale  de  la  fonction  étant  inférieur  à   un   nombre    M,. 
l'intégrale  a  un  module  inférieur  à  2TrM,  et  l'on  a 

I /^"K^)  i< '^-;  M. 

On  peut  prendre  R  assez  grand  pour  que  le  second  membre 
soit  inférieur  à  tout  nombre  fixé  s.  Donc  toutes  les  dérivées 
/(")(a)  sont  nulles  et  l'on  a 

f\a  -^  t)=  f[a), 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Il  résulte  de  ce  théorème  deux  corollaires  :  1°  Si  deux 
fonctions  elliptiques  ont  dans  un  'parallélogramme  de  périodes, 
les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  pôles,  leur  rapport  est  une 
constante  ; 

2^  Si  deux  foliotions  elliptiques  ont,  dans  un  parallélo- 
gramme de  périodes,  les  mêmes  pôles  et  les  mêmes  parties 
infinies  dans  leur  développement  au  voisinage  de  chaque  pôle ^ 
leur  différence  est  une  constante. 

On  appelle  fonctions  elliptiques  d'ordre  n  celles  qui  ont  n 
pôles  distincts  ou  confondus  dans  un  parallélogramme  élé- 
mentaire. 

3!!S3.  La  somme  des  résidus  dhine  fonction  elliptique  par 
rapport  aux  pôles  situés  dans  un  parallélogramme  est  nulle. 

Nous  avons  en  effet  vu  (n°  127)  que  cette  somme  multipliée 
par  2Td  a  pour  valeur  l'intégrale. 


J 


r 

f{z)dx 


prise  le  long  du  contour  donné.  Ici  le  contour  est  un  parallé- 
logramme le  long  de  deux  côtés  opposés  duquel  la  fonction 
reprend  la  même  valeur  ;  par  exemple  on  a  en  deux  points 
correspondants  de  A  B  et  de  G  D 
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Mais,    sur  A  B,  ^  varie  de  z^  à  z^,  -+-  2  w^  et  l'on  peut  poser 
z  =  Zç^-\-2i.ù  t, 
tandis  que  sur  G  D  il  faut  poser 

^  =  ^Q  -i-  2  Wj  -h  2  w,  —  2  coj^, 
i  variant  dans  les  deux  cas  de  zéro  à  un.  En  M  et  M',  dz  prend 


FiG.  43 

des  valeurs  égales  et  de  signes   contraires.  Donc  les  portions 
de  Fintégrale  se  détruisent  deux  à  deux, 

334.  Une  fonction  elliptique  a  autant  de  zéros  que  de 
pôles  dans  un  parallélogramme  de  périodes. 

L'excès  de  la  somme  des  zéros  sur  celle  des  pôles  est  égal  à 
une  période. 

Le  premier  énoncé  n'est  qu'une  application  de  la  formule 
(21)  du  n°  128,  puisque  la  fonction  et  sa  dérivée  reprennent 
la  même  valeur  en  deux  points  M  et  M'  correspondants  de 
deux  côtés  opposés. 

Pour  établir  le  second  énoncé,  il  suffit  de  remarquer  que 
Texcès  à  calculer  a  pour  valeur  [n°  128  formule  (20)] 


l 


f^^d~- 

riz)  ^^  ' 
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aux  points  M  et  M'  correspondants  on  a  respeclivement   les 
deux  différentielles 

^Ç^^dz       et       -(z-^2o,;)^^^dz 


dont  la  somme  est 


Il  faut  intégrer  le  long  du  côté  A  B  (ou  C  D)  ce  qui  donne 

-2o3,[iog/-(;^)]:, 

et  diviser  par  2t2.  Mais  f{z)  reprenant  la  même  valeur  en  A 
et  B,  les  deux  valeurs  du  logarithme  diffèrent  seulement  d'un 
multiple  de2:iT^  soit  2/WoTcf  ;  le  résultat  de  l'intégration  sui- 
vant A  B  et  D  C  est  donc  2m^(^i^•  De  même  suivant  B  D  el  G  A, 
on  Irouve  2miWj  ;  en  tout  on  a 

2mj('Ji  -h  2m^(.o^, 

c'est-à-dire  une  période. 


Les  roiîclioîis  tBoisbîemeiit  pérîodH|taes  «lélînîes 
coiimie  Inverses  des  intégrales  eïîIpliqHes 


3!35.  C'est  à  Abel  et  à  Jacobi  que  revient  l'honneur  d'avoir 
établi  la  véritable  base  de  ces  fonctions  en  eiïectuant  l'inver- 
sion des  intégrales  elliptiques,  jusque  là  seules  considérées. 
Voici  le  principe  de  celte  méthode.  Soit,  sous  la  forme  cano- 
nique de  Legendre  (n°  49),  l'intégrale  elliptique  {k  réel  et  infé- 
rieur à  l'unité). 


dx 

(8) 


v/(l  —  x^)  (l  —~l:}x^' 
0 


FONCTIONS    ELLIPTIQUES 


437 


on  peut  encore  écrire 


dux 
dx 


V/(1  —  a?-^)(l  —  k\x') 


(9) 


à  condition  de  convenir  que,  pour  ^  =  0,  on  a  w,  =  0-  Les 
équations  (8)  ou  (9)  établissent  entre  x  et  u^  une  relatioQ  de 
fonction  à  variable.  Nous  désignerons  celte  relation  par  la 
notation 


ou  par 


X  =  sn  u^  (*) 


v,  =  arff  sti.v 


(10) 


(H) 


Nous  avons  vu  (n'^  121)  que  œ  est  une  fonction  méromorphe 
de  l'argument  Ui  et  (n°  126)  qu'elle  admet  deux  périodes  dis- 
tinctes ;  on  peut,  par  exemple,  prendre  pour  lacets  deux  circuits 


y 


-ZCl- 


-e 


cT 
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enveloppant  l'un  le  point  A  d'abcisse  im,  l'autre  le  point  B 
d'abcisse  t,  puisque  ces  deux  points  sont  critiques  pour  l'inté- 
grale (8). 


(*)  Jacobi  employait  la  notation  sin  am  u,  cos  am  u  et  A  (tin  u,  qu'on 
énonçait  sinus  amplitude,  cosinus  amplitude,  delta  amplitude.  Guder- 
man  l'a  remplacée  par  celle  que  nous  donnons  dans  le  texte  {sn,  en, 
(In)  et  qui  est  aujourd'hui  généralement  adoptée. 
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Seulement  pour  former  le  lacet  (OABAO),  il  faudra  con- 
tourner le  point  A  en  suivant  un  demi-cercle  de  rayon  infini- 
ment petit  afin  d'éviter  ce  point.  Soit  alors 


(12) 


(13) 


On  revient  en  0  avec  la  valeur  initiale  en  suivant  un  chemin 
qui  part  de  l'origine  pour  aller  contourner  le  point  A,  revient 
en  0,  tourne  autour  de  A'  et  revient  en  0,  ce  qui  donne  la 
période  4K  ;  on  peut  aussi  commencer  par  tourner  autour 
de  A',  puis  autour  de  B  en  évitant  le  point  A  ;  on  aura  ainsi  la 
période  4K  -f-  2  ili',  ou  plus  simplement,  en  retranchant  la  pé- 
riode 4K,  2  iK'.  Les  périodes  de  s?iu  sont  donc  4K  et  2  iK', 
c'est-à-dire  qu'on  a 


Si  l'on  pose 


sn  (u^  -+-  4K)  =  sn  u^ 
sn  {u^  -1-2  iW)  =  sn  Uy 


en  Wj  =  y/l  _  s;^2  u^ 


dn  Wi  —  /l  _  k^  sn-  Wi 


(14) 


(15) 


avec  la  convention  que  en  Ui  =  dn  u^  =  1  pour  ii^  -.=  0,  on  ob- 
tient deux  nouvelles  fonctions  elliptiques  uniformes  dont  les 
périodes  sont  respectivement, 

pour  en  riy 4K  et  2K  -h  2  «  K' 

pour  c?n  i/j 2K  et  4  {  K'. 

Nous  ne  nous  attarderons  pas  à  établir  ces  propriétés   qui 
résultent  d'ailleurs  facilement  du  n°  suivant. 
Les  formules  (15)  peuvent  s'écrire 


A-  sn^  ifj  H-  dn 


:«:=!(          w 
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et  l'équation  (9)  , 

d  sn  iii 


du, 


cnu^  dnu^.  (17) 


En  dérivant  les  équations  (16),  et  utilisant  l'équation  (17), 
on  trouve  aisément 

dcn  u.  ■  ,-. 3 — 

— i — -  =  —  sn  u,  en  u.  =  —  en  u,  i/l —  ar  u. 
du^  '  *  ' 


d.dn  Uy 
du^ 


k^  sn  u^  cnui  =  —  \/{\.  —  dn^ u^) {k'^  —  \-\-  dn^u^] 


La  première  de  ces  équations  pourrait  servir  de  définition 
à  cnui,,  la  deuxième  à  dmc^,  en  y  ajoutant  les  conditions 
initiales,  et  l'on  retrouverait  ainsi  la  double  périodicité  déjà 
énoncée  des  fonctions  en  et  dn. 

En  procédant  comme  au  n°  317,  on  déduit  de  l'équation 
(9")  la  formule  d'addition 

sn  u  en  V  dn  v  -i-  sn  v  en  u  dn  u  ,.  q, 

^  ^  1  —  k"^  sn^  u  sn^  v  ^     ^ 

-  Nous  reviendrons  sur  ce  sujet  dans  la  théorie  des  Equations 
différentielles  ;  bornons  nous  à  faire  observer  que  la  formule 
fondamentale  (18)  permettra  d'obtenir  les  formules  de  sous- 
traction, de  multiplication,  et  par  suite  de  division,  en  faisant 
u  =  —  u.  M,  lu  etc.  La  marche  est  celle  de  la  trigonométrie. 

326.  Les  fonctions  de  Jacobi  dont  nous  venons  d'esquisser 
la  théorie  ont  été  découvertes  les  premières.  Weierstrass  a 
proposé  de  leur  substituer  une  autre  fonction  que  nous  allons 
maintenant  défmir  ;  sans  entrer  dans  les  raisons  qui  militent 
en  faveur  de  son  adoption,  nous  nous  bornerons  à  constater 
que  la  plupart  des  auteurs  Français  contemporains  lui  don- 
nent la  première  place  (Halphen,  Jordan,  Tannery  et  Molk» 
Appell  et  Lacour,   Lucien  Lévy).  Soit 


^'^  (19) 
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La  fonclion  x  inverse  de  u  définie  par  celte  égalité  est  dé- 
signée par  la  notation 

x=.pu  (20) 

(Ji  et  //g  sont  dits  les  invariants  de  la  fonction  pu  et  l'on  a,  par 
définition,  m  =  0  pour  a;  =  œ,  c'est-à-dire  />  (0)  =  oo  . 

Soient  2a)i  et  210^ les  deux  périodes  delà  fonction/)?/  (n°126)  ;, 
on  aura 

p{u  +  2wi)  =pu   )  ,21] 

p{u-h  20)2)  =pu   \  ^"^  ' 

Par  suite  tous  les  sommets  du  parallélogramme  des  périodes, 
y  compris  l'origine,  sont  des  pôles  de  pu  :  on  peut  ajouter 
{n°  121)  que  ce  sont  des  pôles  doubles.  Nous  verrons  plus  loin 
que  ce  sont  les  seuls. 

Il  existe  une  relation  simple  entre  cette  fonction  et  la  fonction. 
sn.  Pour  le  voir,  dans  l'équation  (8)  posons  (X  et  t  étant  positifs) 


d'où 


X^  : 

_X 

dœ  = 

sjldt 

21  ft 

Cette  équation  devient 

co 

dt 


2\/t{t  —  l){t  —  k'l)' 
^  t 

Posons  alors 

t  z=  z  -\-  h, 

et  déterminons  h  de  manière  que  les  trois  racines   du  poly- 
nôme en  z  aient  une  somme  nulle,  ce  qui  donne 

h  =  ^—f-^  X.  (21) 
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Les  trois  racines  du  nouveau  polynôme  seront 

2  —J^ 
là  -h  1 


e,  =  —3—  X 


e,= 3— X    )  (22) 

e.,  = 3 A 


et  Ton  aura 

u,  i  d:s 


\/À  /       \/4  [z  —  ej  (,3-  —  e^)  {z  —  e.) 


(23) 


ce  qui  est  la  formule  (19) 

Si  k'  est  réel  et  inférieur  à  un,  comme  on  l'a  supposé,    on 
voit  que  les  racines  e^,  e^,  e^  sont  réelles  et  satisfont  aux  iné- 


galités 

e,>e,>e,  (24; 

La  fonction  z  de  u  définie  par  l'équation  (23)  est  une  fonc- 
tion p  [u)  et,  puisque 

X  _  _X X 

^-  =  t^  2  -^  h~~  k'  -I-  1  .  ' 

.,   -H       3       A 


il  en  résulte 


i-u  /X  = 


pu  +  'i^  X  (26) 


ou 


ou  encore 


sn^u  V  X 


py  =  — — -  X  -b- ' 


pu  =  e,-+  fi ?-i  ^  (27) 

sn^ic  \/X 
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Nous  avons  dit  que  k"  était  le  module  ;  X  s'appelle  le  mul- 
tiplicateur des  fonctions  elliptiques. 
Les  relations  entre  les  périodes  sont 


7x 


(28) 


Les  hypothèses  sur  la  realité  des  racines  restant  les  mêmes» 
on  voit  que  Wj  est  réelle  et  «2  purement  imaginaire.  Lorsqu'il 
en  sera  ainsi,  nous  désignerons  toujours  par  e^  la  plus  grande 
racine  et  par  ea  la  plus  petite. 

327.  Les  périodes  de  pu  peuvent  s'exprimer  au  moyen 
d'intégrales  définies.  A  cet  effet  figurons  les  trois  lacets  qui, 
partant  de  l'origine,  entourent  les  points  Mi,  M^,  Mgdont  nous 


0 
FiG.  4o 


X 


supposerons  les  affixes  e^,  e,,  gg  imaginaires  pour  la  commo- 
dité du  dessin.  Si  l'on  pose 
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les  intégrales  étant  prises  suivant  les  droites  0  Mj,  0  M^,  0  M3. 
Les  périodes  seront,  par  exemple,  (n°  126)  : 


2a)^  =  2A3  — 2A 

2co,  =  2A^  —  2A3  = 


(29) 


Si  e^,  e^,  63  sont  réelles  et  satisfont  aux  inégalités  (24),  on 
aura  pour  2a)j  une  valeur  réelle  et  pour  2m^  une  valeur  pure- 
ment imaginaire.  Mais  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver 
pour  2  Wi  semble  distincte  de  celle  fournie  par  la  formule  (28)  ; 
cette  dernière  en  effet,  si  l'on  effectue  dans  K  (formule  12)  les 
substitutions  indiquées  au  n°  précédent,  s'écrit 


■-f 


dz 

(30) 


\/  A[z  —  e,){z  —  e^){z  —  e^) 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

pM^  =  gj  (30  bis) 

Il  importe  de  montrer  que  ces  deux  valeurs  sont  égales. 
Nous  poserons,  pour  cela,  dans  la  dernière  formule 

z-e,^^'--'^^]}'^-'-^,  (31) 

elle  devient 


dt 


«3 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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La  substitution  (31)  transforme  identiquement  l'intégrale 

dz 


dans  la  suivante 

dl 


2^\t  -  e,)  [t  -  e,)  (t  -  e,) 

Si  l'on  désigne  par  z<  et  v  ces  deux  intégrales  prises  d'une 
valeur  arbitraire  delà  variable  indépendante  jusqu'à  l'infini, 
on  aura 

u  —  u  =  constante  =  a 

U  =  V  -h  oc, 

et  aussi 

t=pv, 
z  =  pu. 

La  formule  (31)  peut  donc  s'écrire 

\p{v  +  a)  —  ej  [pv  —  e,)  =  {e,  —  e^{e^  —  e,). 
On  établirait  d'une  manière  tout  à  fait  analogue  la  formule 

[p(y  H_  p)  _  ej  {pv  —  e,)  =  {e,  ~  e,)  {e.,  —  e,). 

Déterminons  cette  dernière  constante  p.  Pour  cela,  faisons 
V  =  lOj  ;  il  en  résulte 

/'("^  4-  P)  —  ej  =  oc 

P{^i  +  P)  =  00  . 

Donc 

P  =  Wj  -H  une  période 
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et  l'on  a  l'identité  remarquable 

[Pi-o  +  ^'h)  -  ^il  [pv  -  ej  =:  {e,  -■-  e,)  (e,  -  e,)         (32). 

3S8.  La  méthode  du  n°  317  permet  aussi  d'établir  la  for- 
mule d'addition  des^^t^^.  On  verra,  dans  le  chapitre  suivant 
n°  396  que,  si  Ton  pose 


l'équation 


dx 

dif 

7y 

= 

0 

admet  comme 

intégrait 

f.z 

t/YV 

y  1  ' 

=  G 

4- 

4  (a;  -f 

->J)- 

D'autre  part 

posons 

.  / 

00 

dx 

V 

dy 

*^  X 

Jy 

(33) 


(34) 


33) 


l'équation  (33)  admet  une  autre  intégrale 

u^v  =  G'.   - 

11  en  résulte,  d'après  un  raisonnement  déjà  fait,  une  rela- 
tion entre  G  et  G' 


/Vx  -  s/ Y  y 


\x-i^)'  -  ^  ^"^  +  2/)  =  f^''  +  '^-^-  (^^)- 


Or  on  tire  des  formules  (35) 


X  z=  pu,      y  =  pv, 
•X  =  -  ^^^  =  -  p'u,       sJX  =  -  p'v  ; 
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réquation  (36)  peut  donc  s'écrire 

Faisons  maintenant  y  =  w^  ;  nous  aurons  (form.  30  bis) 

ibv  =.  e^ 
et  par  suite,  puisque 

p'v  =  0. 
L'égalité  (37)  devient  alors 

■      iJ-e,Y  -  ^^^''  +  ^0  -  /  (^  Hr  03,) 

ou,  en  remplaçant /»'2ti  par  i(pu  —  e^)  (pic  —  e^)  (pu  —  ej 
(pu  —  e,)  (pu  —  e„)        ,,  .        1   ,.x      ,        > 


ou 

—   e 


Or 

^2  H-  e.  =  —  e,  ; 

le  numérateur  peut  donc  s'écrire 

e.ipu  — e,)  ^  (e,  —  e,)(e2  —  e^), 

et  la  fraction 

e    _)_  (gj  —  gi)  (^3  —  gi) 

La  formule  (32)  donne  la  valeur    de   cette   expression   et 
l'équation  (38)  devient 

1 

p  (U  +  wj  =  ^  /  (w  -h  coj. 
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Le  signe  fonctionnel  /  se  confond  donc  avec  le  signe  4/»  et 
l'égalité  (37)  peut  s'écrire 

p\u  +  v)^pu-^p.^\{t«^Zf,)'.  (39) 

329.  Il  résulte  du  rapprochement  des  n°s  49,  50  et  327  que 
l'on  peut  toujours,  sous  la  réserve  qu'il  faudra  résoudre  une 
équation  du  troisième  degré,  effectuer  l'inversion  d'une  inté- 
grale elliptique  quelconque  de  première  espèce  au  moyen  de 
la  fonction  pu,  et  même  au  moyen  de  la  fonction  pu  pour 
laquelle  les  racines  e^,  e,>  '?3  sont  réelles.  Dans  ce  cas  le  discri- 
minant A  =  g^^  —  '^'g-i^  de  l'équation 

4^3  „  ^^^  ~  g,  =  0, 

est  positif.  Mais  l'on  rencontre  souvent  des  fonctions  pu  k 
discriminant  négatif;  les  propriétés  de  ces  deux  sortes  de 
fonctions  ne  sont  pas  identiques  ;  il  sera  donc  important  de 
distinguer  avec  soin  les  deux  cas. 


Les  séries 


330.  Létude  des  fonctions  trigonométriques  suggère  une 
dernière  méthode  pour  définir  les  fonctions  elliptiques  ;  nous 
voulons  parler  du  développement  en  séries.  Nous  avons  vu 
que  la  série  du  sinus 


X'' 


1.2.3    '    1.2.3.4.5 

admet  la  période  2-!t,  et  que  l'on  peut  constituer  des  séries 
possédant  une  période  arbitraire  /  en  remplaçant  dans  la  série 

précédente  x  par  ~^ .  Une  fonction  rationnelle  quelconque  du 

sinus  et  du  cosinus,  l'exponentielle  e'"'  qui  est  égale  à  cos  x  -\- 
i  sin  x^  une  série  composée  de  termes  qui  sont  eux-mêmes 
fonctions  du  sinus,  da  cosinus  ou  de  l'exponentielle,  admet- 
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Iront  encore  la  période  2-,  ou  une  période  /  donnée  si  l'on 
effectue  la  substitution  indiquée. 

La  série  qui  a  été  adoptée  est  la  suivante 

Bu  =  2^(—l)nc/"^'-^    sin(2u+n.^;  (40) 

elle  peut  aussi  s'écrire 

%u  =  ^■  2  (-  1)"  î  ^  "''^"^'  (^^  ^'''^ 

puisque  l'on  a 

sin  (2n  -h  i)  --  =  ^-j 


II 

-du 


(71+ s) ,        .      r-("+i)-r:î    — 


331.  La  série  (40)  sera  convergente,  et  même  absolument 
convergente,  si  le  module  du  rapport  d'un  terme  au  précédent 
a  une  limite  inférieure  à  l'unité  ;  ce  rapport  a  pour  valeur 

(«  +  i  +  i)^-(»  +  i)"      (n+l  +  .i)!^ii*-(n+i)^ 


ou 


■VLlti 

g-2(«+    1)     g    ,0j 


Pour  que  la  limite  soit  inférieure  à  Tunité,  quel  que  soit  u, 
il  est  nécessaire  que  le  module  de  q  soit  inférieur  à  l'unité.  Si 
l'on  pose 


q=.er^ ,  (41) 


et 

^"  =  r  -H  SI, 
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le  module  de  q  sera  e— ™;  la  condition  cherchée  sera  donc 

s>0, 
et  nous  la  supposerons  remplie  à  l'avenir. 

333.  En  môme  temps  que  la  série  6;^,  nous  considérerons, 
par  analogie  avec  la  trigonométrie,  les  trois  séries 

OjtiC  =  0  (î^  -f  tOj)  \ 

^^u  =  —  iqï    eJ^wi  6  {ic  H-  w^)    V  (42) 

j^         Tiiu  1 

63^^  =  iq"  e     2ojj  0  (w  -f-  Wg)         j 

en  posant,  pour  la  symétrie  de  l'écriture, 

tOj  -|-  w^  -h  0)3  =  0  (43) 

Un  calcul  facile  montre  que  Ton  a 


0  —0= 

fi^ti  =  1  +  2  2  (-  1)"  ^""^  «os  ~;  =  2  ^~  ^^"  ^"'  ^"  ^'  )  (^^) 
1  — 00 

Q^u  =  i  -^  2  2j  7""  cos  ^^  —  =  2u  ^"   ^"  "^ 


Il  n'entre  pas  dans  le  plan  de  cet  ouvrage  d'établir  toutes 
les  propriétés  de  ces  fonctions  6  ;  nous  renverrons  le  lecteur 
au  Précis  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (*)  de  M.  Lu- 
cien Lévy.  Nous  nous  bornerons  à  donner  les  théorèmes  qui 
nous  seront  utiles  et  qui  suffiront  pour  faire  comprendre  l'es- 
prit et  la  portée  de  la  méthode. 


(')  Avec  tables  numériques  et  applications,  236  pages,  chez  Gauthier 

YiLLARS. 

Calcul  infinitésimal  29 
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333.  La  série  ^u ,  étant  une  série  de  sinus  (form.  40),  est 
impaire,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

e  (_  w)  =  —  Bic 

Les  trois  autres  séries  (form.  44)  sont  paires  ;  elles  ne  chan- 
gent ni  de  signe  ni  de  valeur  lorsque  la  variable  change  de 
signe  sans  changer  de  valeur. 

334.  Les  quatre  fonctions  admettent  la  période  4w^,  en 
vertu  de  leur  mode  de  formation.  Mais,  et  c'est  déjà  là  un  in- 
cident à  noter,  les  deux  dernières  (form.  44)  admettent  même 
la  période  2cOi. 

335.  Voyons  l'effet  produit  par  l'addition  de  2(à^  à  l'argu- 
ment u,  et  considérons  par  exemple  la  série  0  (form.  40).  Le 
terme  général  se  trouve  multiplié  par 

Le  facteur  constant  devient  donc 

et  le  nouveau  terme  général  peut  s'écrire 

on  a  donc 

6  {li  -H  2W2)  =  —  ^- 1  e     —^  Qu.  (45) 

On  verrait  de  même  que 

Oj  (w  H-  20)3)  =  g-i  e-  (0^  ôjîf 

Tziu 
O3  [u  -+-  2W2)  =  q  —  ^  e~  w'i"  G3W 
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sn  u^'k  - 

—  A  ®^* 

en  u\/i  ■■ 

dnu\l\ 

336.  Il  résulte  des  formules  précédentes  que  les  quotients 
deux  à  deux  de  ces  fonctions  auront  deux  périodes  4wj  et  4co2. 
Les  fonctions  de  Jacobi  (323)  sont  données  par  les  formules  (*) 


(47) 


les  constantes  A,  B,  C  sont  choisies  de  manière  que,  pour  u 
infiniment  petit,  les  seconds  membres  aient  respectivement 
pour  valeurs  principales  U\J\,  1  et  1. 

Le  premier  quotient  a  évidemment  pour  périodes  4co^  et  20)^ 

le  deuxième 4to^  et  40)^ 

•et  le  troisième 2wj^  et  4w^ 

En  fait,  les  périodes  indiquées  ici  pour  cnu  ne  sont  pas  pri- 
mitives et  il  conviendrait  de  remplacer  la  deuxième  par 
2wj  -h  2co2.  Mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ces  détails.  Il  nous 
suffit  d'avoir  montré  avec  quelle  facilité  les  fonctions  6  per- 
mettent, par  de  simples  divisions,  de  former  des  fonctions 
doublement  périodiques. 

337.  Ces  séries  6  sont  extrêmement  convergentes,  et  par 
suite  éminemment  propres  au  calcul.  On  peut  même  s'ar- 
ranger (**)  de  manière  à  avoir  toujours  pour  le  module  de 

1 

q  une  valeur  mférieure  à  q.  Il  en  résulte  qu'en  pratique,  dans 

la  plupart  des  cas,  on  pourra  se  borner  au  premier    ou  aux 
4eux  premiers  termes  de  la  série. 

338.  Les  séries  6  sont  holomorphés  dans  tout  le  plan.  Les 


(')  Lucien  Lévy.  Précis,  etc.  page  42. 
(**)  Lucien  Lévy.  Précis,  etc.  page  165. 
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valeurs  qui  annulent  la  première  fonction  G  sont  zéro  et  les 
sommets  des  parallélogrammes  des  périodes 

Que  ces  valeurs  annulent  G,  cela  résulte  immédiatement,  pour 
les  points  2mi  Wj,  de  la  délinition  (formule  40)  et,  pour  les 
points  2m.2  Wg,  des  formules  (46)  ;  mais  nous  allons  montrer 
que  ce  sont  les  seules.  En  effet,  comme  la  fonction  demeure 
finie  dans  tout  le  plan,  le  nombre  des  zéros  compris  à  l'inté- 
rieur d'un  parallélogramme  de  périodes,  dont  le  contour  est 
c,  est  donné  par  la  formule  21  du  n"^  128 


Mais  on  a 


d'où 


m  =  .r  -•    /    D  loo-  Qu  du. 


[u  -r-  2wi)  =  —  Ow  ; 


b'[u  4-  2  coj)  _  e^ 


et  l'intégrale  prise  le  long  des  deux  côtés  du  parallélogramme 
qui  correspondent  à  la  période  2(0j  est  nulle.  Sur  les  deux  au- 
tres côtés,  comme  l'on  a 


T.IU 


6  (m  -4-  2  w^)  =  —  g~^  e~  1^  %u, 
on  aura 

D  log  G  {u  -h  2^2)  =  —  3"!  -^  D  log  Gm, 

la  somme  des  intégrales  correspondantes  prises  de  u^  à  ii^^  -\-  2w^ 
sera  2x2  et  l'on  aura  par  conséquent 

î?^  =  1, 

c'est-à-dire  qu'il  ny    a    qu'un   zéro   dans   chaque  parallélo- 
gramme de  périodes. 
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Les  fondions  de  Weîerstrass 

339.  La  fonction  <y.  Les  séries  9  sont  périodiques  et  de 
plus  dépendent  d'une  seconde  constante  telle  que  l'addition 
de  cette  constante  revienne  à  la  multiplication  de  la  fonction 
par  un  facteur  de  forme  exponentielle  : 

^  f{u  -\-  2  0),)  =  Ae«"/"00- 

Les  fonctions  a  [sigma]  de  Weierstrass,  qui  leur  sont  pro- 
portionnelles à  un  facteur  près,  ont  perdu  la  périodicité  ; 
mais  les  deux  constantes  2wj  et2co2,  quo7i  appelle  encore  les 
périodes f  y  jouent  un  rôle  symétrique.  En  outre,  elles  ont  ac- 
quis de  nouvelles  propriétés  qui  les  rendent  éminemment 
maniables. 


340.  Posons 

au  =  Ae^'^i      62f 

(48) 

(a  =1,2,  3) 

(49) 

Ces  fonctions  sont  évidemment,  comme  les  fonctions  0, 
holomorphes  dans  tout  le  plan. 

La  première  condition  que  nous  imposerons  aux  nouvelles 
fonctions  sera  d'avoir^  pour  u  infiniment  petit,  la  valeur  prin- 
cipale la  plus  simple,  savoir,  puisque  zéro  est  racine  simple  de 
6w  et  par  suite  de  au,  pour  ^ic  la  valeur  u  et  pour  <jxu  la  valeur 
1.  Or,  en  développant  par  la  formule  de  Maclaurin,  on  a 


Gm  =  e(o)  +  uf)'(o)  -H  -^  e"(o)  H-  ^f  e"'(o)  +  ....     (SO) 


La  valeur  principale  de  gu  est  donc 

AhO'(o), 
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et  il  suffit  de  poser 


On  aura  ainsi  les  quatre  fonctions 

V'  =  ^*^"^'êfj-      (—'.2,3) 

La  fonction  eu  est  impaire,  les  trois  autres  sont  paires. 
Pour  achever  leur  détermination,  nous  choisirons  yj^  de  ma- 
nière que,  dans  le  développement  de  (ju  suivant  les  puissance» 
ascendantes  de  n,  le  terme  en  ic^  manque.  Or  on  a 


au  =  A  [n-  2^^-  w^  +  ...  ]  \uQ'{o)  +  ^-^j  6'"(o) 
=  a[uQ'(o)  -f-  (2^  O'(o)  +  ^^)it^  +  ..  ] 
la  valeur  de  tj^  est  donc 


■^i~~  3  6'(o)* 


(53) 


341.  Voyons  maintenant  quel  sera  l'effet  de  l'addition 
d'une  période  sur  ces  fonctions,  et,  pour  nous  borner,  ne 
considérons  que  la  fonction  cm.  On  aura 

donc 

a{u  -h  2  0.1)  =  —  e^''''^^^  +  ^^1)  aw.  (54) 

De  même 

a(w  +  2to.)=Ae^'"i  -    6(7^ -^  2  w,) 

__Ae^"^i  e       '^i  e  "'^  6(1^, 
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d'où 

2t,]Uo  —  Tzi 
q{u  +  2  Wg)  =  —  e         "^1  ai«. 

Nous  poserons,  pour  conserver  la  symétrie  des  formules, 

2rj^tO,   —  TTJ^   2  7], 


d'où 


55) 


et  la  formule  précédente  deviendra 

^(ï^  _^  2  to,)  =  —  e2-n2(«  +  "oV^,^  (56) 

tout  à  fait  analogue  à  la  formule  (34), 

Introduisons  maintenant  la  période  2  w^  et  la  quantité  -r^.^ 
définies  par  les  identités 

Wj  H-  Wg  +  W3  =  0  (57) 

•Il  4-  ^2  +  'lî  =  0  ;  •        (58) 

et  remarquons  d'abord  que  l'élimination  de  r],  et  w^  entre  ces 
deux  identités  et  l'identité  (33)  conduit  à  la  suivante 

En  remplaçant  dans  la  formule  (36)  u  par  v  -h  2co^,  puis  v 
par  tf  -h  2  0)3,  on  voit  sans  peine  que 

a{u  -I-  2  0)3)  =  —  e^-^alM  +  '^3)aM,  .  (60) 

formule  tout  à  fait  analogue  à  celles  qui  portent  les  n°^   54 
€t  (36). 

34!^.  La  fonction  Z,ii.  —  Nous  poserons,  par  définition, 
Çw  =  D  log  ŒM  =  -'-  (61) 
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Puisque  l'on  a,  dans  le  voisinage  de  l'origine, 

eu  =  u  -h  A.-u^  -+-  A.u''  H-  ... 
!j'u  =  l  -\-  5A.^m'-  h-  ..., 


on  aura 


lie  =  (1  -f-  5A,?r'-  H-  ..)  -^ ^; ' — 

=  -  (1  -^  5A.V  Ht  ..)a  —  A,«"  4-...), 

ou  enfin 

Ç„  ^  i  _^  Bm^  -I-  Cu'  -^  ...  (62) 

343.  La  fonction  tu  est  une  fonction  impaire  ;  il  résulte  de 
la  définition  (formule  61)  qu'elle  admet  pour  pôles  l'origine  et 
les  points  périodes  et  que  ces  pôles  sont  simples.  11  n'y  en  a 
pas  d'autres  :  en  effet  les  formules  (6)  dun°  118  montrent  que 
les  dérivées  d'une  fonction  méromorphe  n'ont  pas  d'autres 
pôles  que  ceux  de  cette  fonction,  puisque  les  seconds  membres 
de  ces  formules  sont  évidemment  finis.  La  fonction  a'ii^  est  donc 
holomorphe  dans  tout  le  plan  et  î^w  n'a  comme  pôles  que  les 
zéros  de  au. 

344.  En  prenant  la  dérivée  logarithmique  des  deux 
membres  des  formules  (54),  (65)  et  (60),  on  voit  que 

r(w-t-2co,)  =  ÇuH-2^i       (e  =  1,2,3);  (03) 

c'est  là  une  propriété  bien  curieuse  de  la  fonction  t,t(,  de  s'ac- 
croitre  d'une  quantité  constante  en  même  temps  que  la 
variable  augmente  d'une  période. 

345.  La  fonction  pu.  —  Si  Ton  prend  les  dérivés  des  deux 
membres  de  l'égalité  (63),  on  voit  que  'Ç'u  est  une  fonction 
elliptique.  C'est,  au  signe  près,  la  fonction />«,  dont  la  défini- 
tion exacte  est 

pu  =  —  K'u  =  —  BHog  ne  (64) 
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Nous  aurons  à  établir  l'idenlité  de  cette  fonction  avec 
celle  précédemment  définie  sous  le  même  nom.  Montrons 
auparavant  les  conséquences  immédiates  de  la  définition  nou- 
velle. On  aura  d'abord 

{pu-^2i.,,)=--pu       (^-=1,2,  3);  (6S) 

puis,  à  cause  de  l'égalité  (62), 

pu  =  1  —  (3Bw2  -H  5cw'^  -+-  ..) 

ou,  en  changeant  de  notation, 

pu  =  —,  +  Ciii^  -f-  CgW*  -4-  ...  (66) 

pu  est  une  fonction  paire,  et  admet  comme  pôles  doubles 
l'origine  et  tous  les  points-périodes.  Elle  n'a  pas  d'autres 
pôles  puisqu'on  vertu  des  formules  (6)  du  n°  118  la  dérivée 
d'une  fonction  méromorphe  n'a  pas  d'autres  pôles  que  ceux  de 
cette  fonction.  La  fonction/;?^  est  donc  elliptique  d'ordre  deux. 

346.  On  peut  remarquer  que  la  fonction  pu  est  plus  que 
définie  par  les  propriétés  que  nous  venons  d'établir.  Si  une 
fonction  elliptique  f[u)  d'ordre  deux,  aux  périodes  2  Wj  et  2t02, 
qui  admet  l'origine  pour  pôle  double,  peut  se  mettre,  dans  le 
voisinage  de  l'origine^  sous  la  forme 

1 

dans  laquelle  cp(-M)  désigne  une  fonction  holomorphe,  elle  se 
confond  nécessairement  avec /)m.  En  effet  la  différence /)«  -—  f[ii) 
est  une  fonction  doublement  ])ériodique  qui  ne  devient  pas 
infinie  dans  le  parallélogramme  des  périodes  ;  c'est  donc  une 
constante  (n^  322).  De  plus  cette  différence,  et  par  suite  la 
constante,  est  nulle  pour  t*  =  0.  Donc /(w)  = /)i*ç. 

347.  Montrons  l'identité  de  la  fonction  actuellement  définie 
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avec  celle  que  nous  avons  rencontrée  au  n"  326.  A  cet  effet 
nous  allons  d'abord  établir  qu'elle  satisfait  à  une  équation 
différentielle  de  la  forme 

^'^'        l,z^-g^z-cj,,  (67) 


De  l'égalité  (66),  on  déduit 


d'où 


2 

3  -h  le  {il  -\-  i'C^ii/'  -f-  ...  ;  (68) 


P'-u  =  -6  4-  -a  (2  c,w  +  4  o^u-"  H-  . .)  H-  (2  c,u 


Alors  la  fonction 

p'hi  —  kp^u  4-  20ci/)ii 

est  une  fonction  elliptique  qui  n'a  aucun  pôle  ;  elle  se  réduit 
donc  à  une  constante  et  l'on  peut  poser 

p'^u  —  4/)-H(^ -H  20cijî'W  =  —  ^3. 

Les  deux  fonctions  que  nous  avons  désignées  par  la  nota- 
tion/im  seront  donc  des  solutions  de  la  môme  équation  diffé- 
rentielle si  l'on  pose 

^,  =  20c„      ^3  =  28c,.     . 

On  verra  dans  le  chapitre  suivant  que  cela  suffît  pour  les- 
identifier  à  une  constante  près,  c'est-à-dire  que  l'on  a  déjà, 
en  les  distingant  pour  un  instant  par  un  indice, 

pu  ^=  p^iu  H-  c). 

Pour  assurer  l'identité  complète,  il  suffît  d'astreindre  les  deux 
fonctions  à  prendre  la  même  valeur  pour  une  valeur  donnée 
à  la  variable,  par  exemple  pour  w  =  0. 

348. 11  résulte  de  cette  parfaite  identité  que  les  propriétés 
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établies  aux  n°^  326   et  suivants  s'appliquent  complètement  à 
la  fonction  actuelle.  En  particulier  on  a  la  formule  d'addition 

p^^,^,)^pu-^pv  =  l{^±^)\  (69) 

et 

P'io^  =  0,         (a  :=  1,2,3). 

A  cause  de  l'importance  de  ces  formules,  nous  en  donnerons^ 
une  deuxième  démonstration  fondée  sur  la  nouvelle  définition. 

349.  Commençons  par  la  seconde.  De  l'égalité 

p{it  +  2co^)  =  pu, 

on  tire 

/.'(?«  + 2w^)  =p'u, 

et,  en  faisant  w  =  —  m^, 

/"«  =  /''(-%)• 
Mais  la  dérivée  d'une  fonction  paire  est  impaire,  on  a  donc 

et    en    additionnant   les   deux  dernières   égalités  membre   à 
membre 

ou 

/^«  =  0.  (70) 

Comme  on  a 

p'^Xt  =  ^ht  —  gp^u  —  ^3, 

ou,  en   décomposant  le  second  membre  en  facteurs  du  pre- 
mier degré, 

p'Hi  =  k{àu  —  e,)  (pu  —  e,)  (pu  -  e,),  (71) 
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on  aura 

P"'^'oi  =  0  =  4(^w^  —  Cj)  (/)co    —  e,)  {P^^  —  63)  ; 

poi^,poi^,pM^  sont  donc  égales  chacune  à  une  des  racines  e^,  e^y  e^ 
de  réquation 

i'Z'  —  ff,z  —  ^Tg  =  0. 

350.  Etablissons  maintenant  la  formule   d'addition.   Les 
âeux  fonctions  de  u 


pu  —  pv, 


et 


^[u  -+-  v)  a[ic  —  v) 

sont  elliptiques  aux  périodes  2coj.,  2^2  (^^  ^^^  facile  de  le  vérifier 
pour  la  seconde  en  recourant  aux  formules  54  et  56)  ;  elles 
ont  dans  le  parallélogramme  des  périodes  le  même  pôle  dou- 
ble, w  =  0,  et  les  mêmes  zéros  u  =  v  et  u  =  —  v.  Elles  ne 
peuvent  donc  (n°  323)  différer  que  par  un  facteur  constant. 
Or,  pour  u  infiniment  petit,  la  première  fonction  a  pour  va- 

leur  principale   -2  et  la  seconde  — 2—  î  ^^  facteur  constant  par 

lequel  il  faut  diviser  la  deuxième  est  donc  —  <j^v  et  l'on  a 

pu  —  pv  ^=  ■ ^ 5-^ — \ ' .  (lÀ) 

Prenons  la  dérivée  logarithmique  des   deux   membres  de 
cette  formule  ;  nous  obtenons  l'égalité 

pé^v  =  ^(''  -^  ^)  -^  '<''  -  ^)  -  ^^'''       (^^3) 

-et  en  échangeant  les  lettres  îi  et  v 

-  pr=-pv  =  ^(''  +  ^)  -  ^(^  -  ^)  -  ^^"-      (^^> 
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En  ajoutant  (73)  et  (74)  on  obtient  la  formule  d'addition  des- 
fonctions Ç 

et  il  suffît  de  prendre  la  dérivée  des  deux  membres  pour  avoir 
une  formule  d'addition  des  lonctions  p  : 

p{u  ^v)-pu  =  -,^^^  Vp^r^y        (76) 

Ce  n'est  pas  la  formule  que  nous  avions  en  vue  ;  mais  on 
obtiendrait  aisément  cette  dernière  (form.  39)  en  développant 
les  calculs  indiqués  par  la  formule  (76)  et  en  lemplaçant 

p'^'U      par       ^fp^u  —  ^2  P"^^  —  9% 
p"u       par      Qp^u  —  g  2. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'achever  ce  calcul  qui 
n'offre  aucune  difficulté 

351.  Nous  avons  observé  que  les  fonctions  /l  —  s'm^z-, 
\J\~-^tang^::  étaient  uniformes,  tandis  que  les  fonctions  \/\.—Zy 
\li  —  z^,  etc.,  étaient  multiformes.  Il  existe  un  théorème  ana- 
logue pour  la  fonction /M.  La  fonction  \lpu  —  e^  est  uniforme. 

Cela  résulte  d'abord,  au  moins  pour  a  =  2,  de  la  formule 
(27).  Nous  allons  donner  une  démonstration  qui  ne  suppose 
aucune  hypothèse  sur  la  nature  des  racines  e^. 

Dans  l'égalité  (72),  faisons  v  =  w^,  à'oùpv  =  e^  (*).  Cette 
égalité  devient 

Mais  nous  avons  vu  (n°  341)  que 

a(w  -4-  co,,)  =  a(w  —  co«  +  2w«)  =_e2-^«  (^*  "  "^aH-  "«)  a{u-~  co^).      (77) 

(*)  Nous  désignons  par  e^  la  valeur  de  più^  pour  la  symétrie  des  no- 
tations ;  mais  les  racines  peuvent  évidemment  (n"  349)  être  numérotées 
arbitrairement. 
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On  a  donc 


pu    —    Br^     = 5— ^ ^  (78j 


-et 


^pu  —  e^  = ^ -^  (/8  bis) 


au  aWjj 


Le  second  membre  est  uniforme,  et,  une  fois  fixé  le  signe 
à  prendre  devant  le  radical,  ce  radical  est  parfaitement  dé- 
terminé. On  voit  que,  pour  u  infiniment  petit,  la  valeur  prin- 

1 

cipale  du  second  membre  est  —  -  ;  il  doit  donc  en  être  de 

môme  du  premier,  ce  qui  fixe  son  signe. 

Dans  la  formule  (78),  remplaçons  u  par  u  4-  w»;  elle  devient 


p  {il  -h  Wg)  —  ea  = 


e   ^^         *   (T^  u 

a'Hu  -+-  w^)  a^cOgj 


En  faisant  le  produit  de  cette  égalité  par  l'égalité  (78)  mem- 
bre à  membre,  et  tenant  compte  de  l'identité  (77),  on  voit  que 
le  produit 

iP^''  —  «a)  [P{u  -+-  wj  ~  e^\ 

est  indépendant  de  u.  On  eût  pu  d'ailleurs  le  prévoir  en  re- 
marquant que  les  zéros  du  premier  facteur  sont  pôles  du  second 
et  réciproquement,  et  avec  le  même  degré  de  multiplicité  ;  par 
exemple  w^  est  zéro  double  du  premier  facteur  puisqu'il  l'an- 
nule, ainsi  que  sa  dérivée.  Pour  trouver  la  valeur  de  celte 
constante,  qui  résulterait  au  reste  du  calcul  précédent,  donnons 
à  M  la  valeur  ojp,  et  soit  ep  la  racine  correspondante  (ep  =^  p^i^  ; 
il  vient 

{pu  —  ej  \{pu  -h  cooc)  —  ej  =  (ep  —  ej  (ey  —  O.    0'^) 

en  désignant  par  ey  la  troisième  racine  de  l'équation  4z^  —  g^ 
z  —  ^2  =  0,  c'est-à-dire  la  valeur  de  p  ('op  -H  Wa),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  de/>  (—  w^)  =  ^coy. 


FONCTIONS    ELLIPTIQUES  463 


La  formule  (79)  généralise  la  formule  (31). 
Posons  pour  un  instant 


A  =  slpu  —  ey.  ; 


îious  aurons 


f   __          P'^^  ^  -4-  V/(P^^  —  egtpu  —  e^Xùu  —  e^) 


ou 


1 

Mais  /a  ayant,  quand  n  est  infiniment  petit,  ~  pour  valeur 

1 

principale,  /'a  a  pour  valeur  principale ^  et  iliaut  prendre 

le  signe  — .  Donc 


'o 


/■'«  =-  f?  f(  m 

35!^.  Remarque  sur  la  réalité  des  fonctions  de  Weier- 
STRASS.  Si  Wj  et  iw^  ^^^^  réelles,  il  résulte  des  égalités,  (40) 
et  (41)  que  la  constante  q  est  réelle  et  que  la  fonction  du 
est  réelles  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  u.  Les  égali- 
tés (50)  et  (54)  donnent  alors  pour  (ju  des  valeurs  réelles, 
et  par  suite  pu  est  aussi  réelle.  La  formule  (78),  dans  laquelle 
il  faut  faire  a  =  1,  montre  alors  que  pu  est  toujours  supérieure 
à  p^û^  qui  est  son  minimum.  On  peut  parfaitement  suivre  la 
marche  de  la  fonction'/)w  lorsque  u  varie  de  —  oo  à  -h  oo.  Pour 
w  =  0,  pu  part  de  l'infini  ;  p'u  commence  par  être  négative  et, 
comme  elle  ne  peut  s'annuler  qne  si  u  est  une  demi-période, 
pu  décroît  jusqu'à  ce  que  u  =  Wj.  Puis  p'u  change  de  signe  en 
s'annulanl,  pu  croit  de  nouveau  jusqu'à  -i-  oo  qui  correspond  à 
u  =  2wj  ;  ensuite  la  fonction  repasse  périodiquement  par  les 
mêmes  valeurs.  On  a  aussi 

p  (lOj  —  u)  =  p  (ujj  H-  m)  ; 
car 

t  (w^   idj   z=.  p   (il  tOj) 
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et  les  deux  arguments  u  —  w^   et  u  +  w^  ditîèrent  entre  eux 
d'une  période. 

Dans  la  démonstration  qui  précède,  nous  avons  dit  que  p'u 
avait  pour  zéros  (n°  351)  1rs  demi-périodes  et  ii'en  avait  pas 
d'autres.  Gela  résulte  de  ce  que  t>'u  n'a  pas  d'autres  pôles  que 
pu  et  que  ces  pôles,  doubles  dans  pu,  sont  triples  dans  p'u, 
puisque,  par  exemple  à  l'origine, 


2 

p'u=^ + 

11., 


Or,  dans  un  parallélogramme  de  périodes,  le  nombre  des 
zéros  d'une  fonction  elliptique  est  égal  (n°  326)  à  celui  de  ses 
pôles. 


Dégénérescences 

353.  Dans  deux  cas  particuliers  extrêmes,  les  fonctions 
elliptiques  dégénèrent  dans  des  fonctions  connues. 

\°  Si  le  module  k  tend  vers  zéro,  on  voit  immédiatement 
(formule  8)  que  la  fonction  stiUi.  tend  vers  sin  u^,  cnu^  vers 
cos  Ui_  et  dn  ii^  vers  l'unité.  Deux  racines  e^  et  e^  tendent  à  de- 
venir égales  ;  enfm  pu  tend  vers 

^       sin^  u'\/^  ' 
2°  Si  k  tend  vers  l'unité,  sn  u^  tend  vers  la  fraction 
g^i g — ^1 

qu'on  désigne  souvent  sous  le  nom  de  tangente  hyperbolique 
de  Wi  (*)  ;  en  u^  et  dii  u^  tendent  vers  l'inverse  du  cosinus  hyper- 
bolique. Deux  racines  e^  et  e^  tendent  encore  à  devenir  égales. 

{*)  On  appelle  sinus  Ityperholique  l'expression 

.  ,           e"  —  e-y 
sinh  y  =  ô » 
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Applications 


354.  Les  applications  des  fonctions  elliptiques  sont  extrê- 
mement nombreuses.  La  rectification  de  l'ellipse,  celle  des 
cubiques  circulaires  sans  point  double,  l'aire  de  l'ellipsoide, 
le  mouvement  du  pendule  simple,  celui  du  pendule  sphérique, 
le  mouvement  d'un  corps  fixé  par  un  point,  le  mouvement 
d'un  projectile  dans  un  milieu  où  la  résistance  est  propor- 
tionnelle au  cube  de  la  vitesse,  la  forme  d'une  tige  élastique 
déformée  dans  certaines  conditions,  l'intégration  de  certaines 
équations  différentielles,  etc,  etc.  dépendent  des  fonctions 
elliptiques.  L'étude  complète  des  cubiques  planes,  la  démons- 

cosinus  hyperbolique  l'expression 

cosh  y  =  ^ . 

Le  lecteur  vérifiera  sans  peine  les  relations  suivantes,  dont  la  pre- 
mière exprime  que  les  deux  nouvelles  fonctions  sont  les  deux  coor- 
données d'un  point  d'une  hyperbole, 

co3h.2  y  —  sinh2  y  =  i 
sinh  [x  -\-  y)  =  sinh  x  cosh  y  +  sinh  y  cosh  x 
cosh  {x  -\-  y)  ^  cosh  x  cosh  y  +  sinh  x  sinh  y 

sinh  ( —  2/)  =  —  sinh  y 

cosh  ( —  y)  =  cosh  y 


f 


dx  .    , 

pz =  sinh  X 

vl  +  x' 


f 


ir——r,  =  sect  tang  hyp.  x  etc. 


Il  existe  des  tables  de  ces  fonctions.  D'ailleurs  ce  ne  sont  pas  à  pro- 
prement des  fonctions  nouvelles  ;  car  on  a 

cosh  X  =:  cos  ix 
sinh  X  ^^  i  sin  ix. 

Ces  deux  dernières  formules  permettent  de  déduire  toute  la  trigono- 
métrie relative  aux  fonctions  hyperboliques  de  celle  des  fonctions  cir- 
culaires. 

Calcul  infikitésimal  30 
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tration  de  certains  théorèmes  de  géométrie  tels,  par  exemple, 
que  ceux  relatifs  aux  polj^gones  de  Poncelet,  s'eiïectuent  de  la 
manière  la  plus  simple  à  l'aide  de  ces  fonctions.  Nous  nous 
bornerons  à  deux  exemples, 

355.  Rectification  de  Vellipse.  —  Soit  l'ellipse 

et  soit  2c  la  distance  focale  ;  on  pose 

ce  =^  a  sin  o,         y  =^  ^  cos  «f,         A'  =  -  , 

et  l'on  en  déduit 

ch"^  =  a-(l  —  7i^  singea)  cU^- 
OU 


k'^  sin-  9  dç). 


L'intégrale  du  second  membre  est  précisément  celle  que 
Legendre  a  choisie  comme  lype  des  intégrales  de  deuxième 
espèce,  et  qui  a  donné  son  nom  à  tonte  cette  théorie.  Pour 
l'exprimer  au  moyen  des  fonctions  elliptiques,  posons 


sin  o 


la  fonction ^?^  étant  définie  par  les  trois  racines 


«2   -^    ^2  ^,2   _   2^/2 

e,  =  — K ,         e,  = 


'  ^a  —  3  '  ^  —  3         * 

Un  calcul    simple   montre    que   l'intégrale  précédente    se 
transforme  en 


s  =  a'    I     ^J'- ^  du  =  a'-'         f  1  H-  p-^=^^  )  du. 

pu  —  e.^  I      \         pli  —  e^j 

0  "*  «^0 
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La  formule  [19)  permet  d'écrire 

.  /A 


S 


ou  enfin 

La  formule  d'addition  des  fonctions  l  (n"  330)  permet  encore 
d'écrire 

^  1       p'u 

u  est  un  argument  compris  entre  zéro  et  w^. 

356.  Mouvement  d'un  solide  autour  cTun  point  fixe  dans 
le  cas  particulier  où  les  forces  ont  une  résultante  passant  par 
ce  point. 

Soient  œ,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  du  solide  par 
rapport  à  trois  axes  rectangulaires  entraînés  avec  le  solide  et 
passant  par  le  point  fixe  ;  soient  w  la  vitesse  angulaire  autour 
de  l'axe  instantané  de  rotation,/?,  ^,  r  ses  composantes.  Nous 
supposerons  encore  que  les  axes  de  coordonnées  coïncident 
avec  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  d'inertie  et  nous 
appellerons  A,  B,  G  les  moments  d'inertie  du  solide  par  rap- 
port à  ces  axes.  Dans  ces  conditions,  on  démontre  en  méca- 
nique que  les  équations  du  mouvement  du  solide  seront 

Af +(C-B)4,-  =  0    j 

Bg  +  (A~C)rp  =  0    \  (81) 

C|  +  (B-A)p,  =  0    ] 

Nous  poserons 

p  =  aX,         q  =  &Y,         r  ^=  cl, 
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a,  b,  c  étant  de  nouvelles  constantes.  Les  équations  (81)  pren- 
dront la  forme 

^  ^  ._  ZX     V  (^2) 

"^  YY 

dt    —  —  ^^ï' 

à  condition  de  déterminer  a,  ô,  c  par  les  équations 

Aa  +  (C  —  B)bc  =  0    \ 

B&  +  (A  — G)ca  =  0     [  (83) 

Ce  +  (B  —  A)ab  =  0     ) 

qui  les  déterminent  aux  signes  près  de  deux  d'entrés  elles. 

Mais  les  équations  (82)   ont  précisément  la  forme  (80)  et 
l'on  est  amené  à  poser 


Y  =  \/pt  —  e. 


Z^slpt  —  ^3, 
ou  encore,  en  introduisant  une  arbitraire  X  de  plus, 


X  =  ^p{t  -f-  X)  —  e^  = 


a 


Y  =  s/p{t  +  -k)-e,  =  l    )  .    (84) 


Z  =  \/p(t-+-l)-e,  =  l     ] 

'J  Les  constantes  seront  déterminées  par  les  valeurs  initiales 
supposées  données  de  p,  q,  r,  savoir  ;?o,  Ço,  ^'o  ;  on  a  de  plus 

gj   +  ^2   -h   ^3   =  0 

Alors  faisons  /  =  0  ;  nous  aurons 

r,'  =  cHpl  -  e,). 
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Ces  quatre  dernières  équations  déterminent  e^,  e^»  <^3'  c'est- 
à-dire  la  fonction  ^z^,  et  en  outre  la  valeur  particulière /)X,  d'où 
l'on  déduira  X.  A  vrai  dire  '^  n'est  déterminée  qu'au  signe  près 
puisque 

Mais  de  l'égalité 

p  =  a  \p\t  -4-  X)  —  e^  =  aX 
et  des  égalités  (82)  on  tire 

f^X         dp  P\t  +  ^0  vy 

dt.        dt  2  \/p{t  -^  X)  —  e^ 

ou 

i/) , -'  Po^yp^'o . 

le  signe  du  produit  ahc  étant  connu  sans  ambiguïté,  cette 
égalité  fixe  le  signe  de  X,  En  se  reportant  aux  formules  (84) 
et  en  y  faisant  ^  =  0,  on  aura  les  signes  de  a  et  de  6  sans 
ambiguïté.  Toutes  les  constantes  sont  connues  et  le  mouve- 
ment de  l'ellipsoïde  d'inertie  autour  de  l'axe  instantané  de 
rotation  est  déterminé. 

357.  11  reste  à  étudier  le  déplacement  des  axes  d'inertie  par 
rapport  à  un  système  d'axes  fixes  OXYZ  ayant  la  même 
origine.  Si  l'on  désigne  par  6  l'angle  ZO-,  par  OM  l'intersec- 
tion des  deux  plans  xOy  et  XOY,  par  ^  l'angle  ^OM,  par  J; 
l'angle  XOM,  on  voit  en  Mécanique  que  ces  angles  (angles 
d'Euler)  sont  donnés  par  les  formules 

K  sin  0  sin  o  =  Ap     \ 
K  sin  0  eus  cp  =  Bj     \  (83) 

K  cos  e  =  Gr  ) 

sin  0  -ri  =p  sin  ©  H-  g  cos  es.  (86) 

En  additionnant  membre  à  membre  les  équations  (85)  pré- 
alablement élevées  au  carré,  on  trouve 

K2  =  2f-\^  4-  q'W  4-  ?-C2  ;  (87) 
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mais  en  multipliant  les  équations  (81)  respectivement  par  Ap, 
Bç',  Cr  et  additionnant,  on  trouve 

ou 

K  est  donc  une  constante. 

D'autre  part  en  multipliant  les  équations  (81)  respectivement 
par/?,  q,  r  et  ajoutant  on  voit  que 

Aj32  -+  Bç^  -^  Cr2  =  H,  (88) 

H  étant  une  autre  constante. 

Les  équations  (85)  feront  connaître  0  et  (f  en  fonction  du 
temps  ;  multiplions  l'équatiun  (85)  par  K^  sin  0  et  remplaçons 
K  sin  e  sin  cp,  K  sin  6  cos  cp  et  entin  K^  sin^  0,  c'est-à-dire 
K^  —  K^  cos^  e,  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (85), 
Nous  obtenons,  pour  déterminer  4^_,  l'équation 


(K2  _  C2;.2)  d'}l  ^  K(H  -  0'2)  :  (89) 


dt 
si  l'on  pose  encore 

t  -\-\  =  u, 
d'où 

dt        du'' 
la  troisième  équation  (84)  donne 

r-  =1  c~{pu  —  63), 
et  par  suite  l'équation  (89)  devient 

^'^_  _  K  H  —  Ce- {pu  —  gg) 
du  K"  —  C^c\pu  —  63)' 

c'est-à-dire  qu'on  a  la  forme 

d'h       ,    ,  ^«'  -  M  __  T  _^  L(N-M) 
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L,  M  et  N  étant  des  constantes  faciles  à  calculer  d'après  ce 
qui  précède.  Or  il  existe  des  tables  de  fonctions  elliptiques 
qui  permettront  de  calculer  un  argument  v  tel  que 

N  =  pv, 

et  l'on  pourra  encore  écrire 

£^_L       L(N  —  M) 
du  pu  —  pv 

ou  enfin 


J;  =  Ui  +  L(N  —  M)     /        du 

pu  —  pv 


(90) 


Pour  effectuer  cette  dernière  intégration,  deux  cas  peuvent 
se  présenter. 

1°  V  peut  être  une  demi-période  coa  :  pv  =  e%.  La  formule 
(79)  donne  alors 


1  1 


pu  —  e^       (e|3  —  e^)  {e.^  —  e^) 
et  par  suite 


[/>(«  ^-  ^'^a)  -««] 


^    ^^^      =  -, r^T r  f—  Uu  +  co  ^  —  e  w  -1-  constante!.  (91) 

2°  Ce  cas  exceptionnel  étant  écarté,  on  pourra  employer  la 
formule  (74)  qui  donne 

/        du 

/    JjU  —  p-û 


pv 


t{u  -+-  v)du  —    j    K(u  —  v)du  —  2  wÇu  4-  c'° 

1    [log  ^^±^\  -  2  uLv  +  C-] .  (92) 

p'v  L        ^(w  —  V)  J  ^     "^ 
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Finalement,  en  désignant  par  R,  S,  T  de  nouvelles  cons- 
tantes, ^  se  présentera  sous  la  forme 

(^  =  Rti  -H  S  log  -) {  -h  T. 

358.  Remarquons  que^  d'après  (35),  l'addition  d'une  période 
2to  à  u  augmente  de  2  '/](u  h-  i?  -4-  to)  le  logarithme  de  <j(w  -h  u ) 
et  de  2rj(M  —  ■?;  +  co)  le  logarithme  de  g(ic  —  v).  Donc  ^  se 
trouve  accrue  de  la  constante 


la  différence 


2Rco  -i-4r,uS  =  2G 


'  2  co 


est  donc  périodique.  Ce  résultat  est  susceptible  d'une  inter- 
prétation géométrique,  si  Ton  y  ajoute  ce  fait  que  les  angles  o 
et  6  sont  aussi  fonctions  périodiques  du  temps. 

Si  l'on  rapporte  le  mouvement  du  corps  solide  à  deux  axes 
Ox^,  Oyi  qui  tournent  autour  de  Oz  avec  la  vitesse  constante 

ly- ,  le  mouvement  relatif  par  rapport  à  ces  axes  sera  pério- 
dique. 

359.  Nous  n'étudierons  pas  plus  longuement  ces  mouve- 
ments qu'on  a  appelés  a  mouvements  à  la  Poinsot  ».  Nous 
renverrons  pour  cela  aux  Traités  de  Mécanique  (*).  Nous 
nous  bornerons  à  énoncer  quelques  théorèmes  qui  ne 
sont  que  des  interprétations  géométriques  d'égalités  étabhes 
dans  les  n'^^  précédents. 

Le  mouvement  du  corps  s'effectue  comme  si  l'ellipsoïde 
d'inertie,  dont  le  centre  est  fixe,  restait  tangent  à  un  plan 
fixe  :  l'axe  instantané  de  rotation  est  le  rayon  mené  de  l'ori- 
gine au  point  de  contact,  et  la  vitesse  instantanée  de  rotation 
est  proportionnelle  à  la  longueur  de  ce  rayon. 

(*)  Voir  par  exemple  le  Cours  de  M.  Sarrau  à  l'Ecole  Polytechni- 
que. 
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Le  lieu  des  droites  attachées  au  solide  qui  sont  successive- 
ment axes  de  rotation  est  un  cône  du  second  degré;  l'intersec- 
tion de  ce  cône  avec  l'ellipsoïde  d'inertie  a  été  appelée  par 
'Pomsoi  polhodie,  c'est-à-dire  chemin  des  pôles. 

L'axe  instantané  de  rotation  coïncide  à  chaque  instant  avec 
une  droite  fixe  de  l'espace,  et  le  lieu  de  ces  dernières  droites 
est  un  deuxième  cône.  Le  mouvement  peut  encore  être  repré- 
senté par  le  roulement  du  premier  cône  sur  le  second. 

Enfin  Poinsot  a  désigné  sous  le  nom  àlierpolhodie  le  lieu 
géométrique,  sur  le  plan  fixe,  des  points  de  contact  de  Tellip- 
soïde  d'inertie  avec^ceplan.  L'étude  de  cette  dernière  courbe 
dépend  encore  des  fonctions  elliptiques.  Yoici  comment  : 
soit 

Aa;'^  4- B/- +  0.^2  ^  1 

l'équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie, 

k^x^  +  BV"  4-  ^-z-  =  H  (*), 

l'équation  d'un  ellipsoïde  qui,  par  son  iiitersection  avec  le 
premier  détermine  la  polhodie.  Si,  aux  deux  équations  précé- 
dentes, on  adjoint  la  suivante 

œ"'  ^rf  ^  z^  =  p^ 

on  pourra  calculer  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  M  de  la 
polhodie  en  fonction  de  i-a  distance  p  au  centre  0  de  l'ellip- 
soïde d'inertie.  On  trouve  ainsi 


,       B+C— H  — BCp2 


(A  —  Bj  (G  —  A) 
et  deux  autres  formules,,  analogues  pour  y  et  z,  par  permu- 
tation circulaire  ;  il  est  facile  d'en  déduire  la  valeur  de 

ds-  =  dx~  -+-  dy-  -\-  dz'^. 

(*)  H   est  le  carré  de  l'inverse  de  la  distance  o  du  centre  fixe  de 
l'ellipsoïde  d'inertie  au  plan  tangent  fixe. 
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-  Désignons  la,  pour  abréger,  par  la  notation 

ds^=f{o'>-)df. 

Cela  posé,  nous  rapporterons  l'herpolhodie  à  des  coordon- 
nées polaires,  r,o,  ayant  pour  pôle  la  projection  0'  du  centre  0 
sur  le  plan  fixe.  Au  moment  où  le  point  M  de  la  polhodie  est 
point  de  contact  de  l'ellipsoïde  avec  le  plan,  il  coïncide  avec 
le  point  M'  de  llierpolliodie  et  Ton  a 


en  posant  00' =  8. 

De  plus,  comme  il  y  a  roulement,  les  éléments  d'arc  des 
deux  courbes  coïncident,  c'est-à-dire  qu'en  appelant  ds^  le  se- 
cond, on  a 

ds^  =  ds''-=f[f)df 

D'autre  part_,  on  a 

ds^^  =  r^  c?tf^  -\-  dr^ 

Donc  l'équation  différentielle  de  l'herpolhodie  sera 

Posons  r~  =  v;  on  en  déduit 

uS  rr:  r 

«tp   ^=    '  (T^y 

V\/(y    -+-   02  _   «2)    (^2   _  §2   _  y)    (u   _^    22   _  ^3)  ' 

«2,  p^  Y^  et  r  étant  des  constantes  dont  le  lecteur  trouvera  sans 
peine  la  signification. 
Soit  alors 

V  =  h  —  w; 

si  l'on  détermine  la  constante  h  par  la  condition  que  la  somme 
des  trois  racines  e^,  e^,  e^  du  nouveau  polynôme  sous  le  radical 
soit  nulle,  on  pourra  poser 

IV  =  pu, 
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u  étant  une  nouvelle  variable  ;  on  aura  ainsi 

«?  — /  —  p'udu 

{Il  —  pu)  y  fi!  {pu  —  ej  {pu  —  62)  {P'^''  —  ^3) 

■ou,  en  changeant  le  nom  dès  constantes, 

2  {Pu  —  M)   ,  ^  ,         2  /i  —  M   , 

«C2  =  — V 1 — ^  «^^  =  —  Idu  -\-  -. T —  du. 

Il  — pu  h  —  pu 

On  est  ramené  à  une  intégration  que  nous  avons  déjà  appris 
•à  etTectuer. 


InfégTalîoii.  Décomposilion  en  éléiiieiits  simples 


360.  Nous  avons  vu  (n°  48)  que  les  intégrales  elliptiques 
se  ramènent  toutes,  en  dernière  anal3^se,  aux  intégrales 


dx 

1, 


t/x 


''=  /  7x' 


dx 


{.-c  -  a)  /X 

■dans  lesquelles  on  a  posé 

X  =  4  x^  —  g.;yX  —  g^. 

La  connaissance  des  fonctions  elliptiques  permet  d'achever 
l'intégration.  Soit 

X  =^  pu,       d'où  y/X  ^=zp'u. 
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La  première  devient 

1^  =     /    du  ==  t^  4-  G  ; 
la  deuxième 

Ig  =     /  puclu  =  —  tu  -\-  C; 
enfin  la  troisième  s'écrit 


,   I         du  __ 

^  '    /Jii  — pa 


si  l'on  introduit  l'argument  constant  v  tel  que 

pv  =^  a, 
on  obtient  l'expression 


pu  —  pv 


qui  a  été  intégrée  au  n°  357  et  qui  dépend  en  général,  ainsi 
qu'on  l'a  vu,  des  fonctions  u. 

36 J.  Plus  généralement,  on  sait  intégrer  toute  fonction 
rationnelle  de  pu.  En  effet  traitant  d'abord  pu  comme  une 
variable,  on  peut  décomposer  la  fonction  rationnelle  en  une 
somme  de  fractions  du  type 


{pu-pvf 
et  en  un  polynôme 
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Si  a  =  I,    nous    venons  de   voir    qu'on    sait   intégrer   la 

1 

fraction  i —      ,    ;  on  aura,  par  exemple,  si  v  n'est  pas  une 

demi-période, 


1    ,      iCu  -h  v)       ^  u'(,v 
pv      °  cr(w  —  v)  p'v 


En  différentiant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  rap- 
port à  u  une  fois,  deux  fois,  etc.,  on  obtiendra  l'intégration 
voulue. 

Reste  à  intégrer  les  monômes  tels  que  {puY,  et  que  nous 
écrirons,  pour  simplifier,/)'.  A  cet  effet  remarquons  d'abord 
que  l'identité 

différentiée  donne 

ip'  =  lp"-^\g,.  (94) 

Difîérentions  deux  fois  cette  égalité,  et  du  résultat  élimi- 
nons/:)'"2  et />/>"  à  l'aide  des  identités  précédentes.  Nous  trou- 
verons 

P"  =  '-hé-l9.-^^Qp""  (96) 

En  différentiant  de  nouveau  deux  fois  la  formule  (9o),  on 
obtiendra  p'^  en  fonction  linéaire  de  p  et  de  ses  dérivées,  puis 
/)%  et  ainsi  de  suite. 

36!^.  Une  dernière  question  se  pose.  Est-il  possible  d'ex- 
primer toutes  les  fonctions  elliptiques  à  l'aide  de  celles 
que  nous  avons  fait  connaître  ?  Le  génie  d'Hermite  a  fourni 
la  réponse,  en  donnant  le  moyen  de  décomposer  toute 
fonction   périodique  en   éléments  simples.  Voici   comment. 
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Soit  f{ii)  une  fonction    elliptique,   aux  périodes  2coj   et  2to,, 

ayant  dans  un  parallélogramme  de  périodes  les  pôles  a,  b,  c 

et  telle  de  plus  que  dans  le  voisinage  de  chaque  pôle  le  déve- 
loppement de  la  partie  infinie  soit  connu.  On  aura,  par 
exemple,  aux  environs  du  pôle  a, 

A  A  A 

f(u)  =  ;; -H  -: \7i~r  +  •••  H"  — 2— i-  +  partie  entière, 

{u  —  a)  [u  —  ay  u  —  a 

aux  environs  du  pôle  h, 

/(")  =  ;: 7^  +  -f {:j:iT  +  •••  +  -^'— '    +  partie  entière, 

etc. 

Considérons  la  fonction 

+  (-  1)"-^  (~:\i  ^^^-'-^  (^^  -  a)  +  ...  +  A,_,  X^{u  -  a) 


Elle  est  elliptique  :  en  elïet  comme  les  dérivées  l!,  C"...  ^-^.' 
de  t  sont,  au  signe  près,  égales  kp  et  à  ses  dérivées,  c'est-à- 
dire  sont  doublement  périodiques,  comme  de  plus  on  a,  en 
désignant  par  2to  une  période, 

Uu  —  7i  Hr  2  w)  =  X,{u  —  k)  -+-27., 


on  aura 


^{u  +  2  a))  —  (f(w)  =  2r^(A^_i    -l-Bp_i  -\-  •'■), 
c'est-à-dire  (n-^  323) 

o{il  -H  2  oj)  —  ç(w)  r=  0. 
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En  outre,  dans  le  voisinage  du  pôle  a,  on  a 

] 

t{ti  —  «)  == ■ V-  partie  entière 

r(t, -a,  ^  _______  ^  •••• 

r(-0  (^,_«):,^  (_,,).-.  (ijzi)!^ 

[a  —  a) 

■^et  par  suite 

A  _   A,    _  A   _^ 

^^"^  =  (;r=r^  "^  l^ic  -  a)^  -  +  -  +  û~~a  -^  P^''^^"  '^^^^^'"  ' 

dans  le  voisinage  du  pôle  b, 

,  ,  ^  B,  Bo    ,  .         . 

ïl'^O  ^=  7  r^  "+^  7  ,n3_i    -f-  ...  -f-  — '- — y  -H  partie  entière, 

'  {u  —  oy         [u  —  by  u  —  b       ^ 

et  ainsi  de  suite.  11  en  résulte  que  la  fonction  elliptique 

f[u)  —  '^{u) 

n'a  aucun  pôle  dans  le  parallélogramme  des  périodes,  et  par 
suite  se  réduit  à  une  constante,  et  que  l'on  peut  toujours 
mettre  f(u)  sous  la  forme 

f{u)  =  (-  \f-\  -—-jy^  &-^)  (ic  -  a) 

-^  (-  *)*"'  {^-2y.  ^^''"'^  (^^  -  ^)  +  -  +  ^-^  ^(" -  «) 

B 


H- 


(97) 


constante. 
Telle  est  la  formule  d'Herraite. 
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363.  Considérons,  par  exemple,  la  fonction  elliptique 

_  1  (p'u  —  p'v^'^ 


ly  J       k\pu  —  pv  j   ' 

elle  admet  comme  pôles  doubles  les  pôles  i«  =  0,  et  m  =  —  u  (*) . 
On  aura  donc,  d'après  la  formule  d'Hermite, 

f{u)  =  —  KlSi  +  A,lu  —  BC'(w  H-  v)  -+-  ^it{u  +  u)  +  G. 

Pour  déterminer  ces  cinq  constantes,  il  faut  avoir  le  déve- 
loppement de  f{iî)  dans  le  voisinage  de  chacun  de  ses  pôles. 
Autour  de  w  =  —  v,  on  aura 

pu  =p{—  v-\-u-\-  v)  =p{—  v)+{u  -hv)  (/)'(—  v)  -h  ^-^^^J^/)"(— u) + . . . 


—  1 


pic  —  pV         ,  xf        ,,  %l-\-V  ,„  1 

^        ^        {ii-Vv)\—p'v-\ 2" /y  +  "-- 

—  1  f,  U  -^  V    ,,        ,  1 

1 

fiii)  = r^,  -)-  partie  entière. 

'  ^   '        {il  -h  V)-       ^ 


DoncBi=0,      B  =  l. 

Comme    la    somme   des  résidus    est  nulle,  A^  =  0  :  on  a 
d'ailleurs,  aux  environs  de  ii  =  0, 

1 

pu  —  pV  =  -^  —  pV  -\-  C^K,"'  -f-  ... 

2 

p'u — p'v  = 3  — />î7  +  2  Cjt^ -h  ... 

(P:U-£vy  ^      l  _  ^^,,^   _^   _y   (1    _   ^^,  _^    _^)_, 

\pu  —  pv  J         u^  ^  ^ 

=  -i(4  +  8w>  +  ...) 

f(u)  =  "2  -t-  2/>y  4-  termes  ayant  t«  en  facteur. 

{*)  Le  point  u  =  v  n'est  pas  un  pôle  ;  car  la  vraie  valeur  de  la  frac- 
tion, pour  u  =  V, 

P"(v) 
f\v) 

n'est  pas  infinie. 
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On  aura  donc,  au  voisinage  du  point  zéro, 

On  en  lire 

A  =  l  C=/)y, 

et  fiaalemetit,  en  remplaçant /■(?<)  et  les  constantes  par   leurs 
valeurs, 

C'est  la  formule  d'addition  de  la  ionction/)  déjà  établie  par 
deux  autres  méthodes. 

364. 11  existe  d'autres  modes  de  décomposition  des  fonc- 
tions elliptiques.  Par  exemple,  si  Ton  connaît  dans  un  parallé- 
logramme les  zéros  a^,  a.^,  a^  ....  a„  et  les  pôles  h^,  h^  ...  ft„, 
distincts  ou  non,  de  la  fonction /"(^w),  on  pourra  la  mettre  sous 
la  forme 

.     <t(m  «j)   ct(î^  —   .2«) it(w  ttn) 

'  <y[u  —  b^)  (7(w  —  6J  ....  (J'^u  —  6;,)' 

A  étant  une  constante;  c'est  ainsi  que  nous  avons  établi  la 
formule  (72). 

On  peut  enfm  exprimer  la  fonction /"(t^l  au  moj^en  de^i^  et 
de  ses  dérivées.  La  méthode  est  la  même;  elle  consiste  tou- 
jours à  constituer  une  fonction  elliptique  ayant  les  mêmes 
pôles  et  les  mêmes  zéros  que  la  fonction  proposée  et,  par  con- 
séquent, ne  pouvant  en  dilïérer  que  par  un  facteur  constant. 
Ainsi,  si  f(u)  est  paire,  on  pourra  poser 

_  A  (pu  —  paj)  (pit'  —  pa-^  •••  (/"<  —  pan)  .qQ\ 

rW  —  ^^p^_  p^j  [pu-pb,)  ....  {pii-pb,,)'         ^'-"^^ 

les  zéros  étant  dz  a,,  ±  a,  ...  ±  a„,  et  les  pôles  ±  b^  ±  b,  .... 
±:  &„.  Les  zéros  peuvent  d'ailleurs  être  distincts  ou  confondus; 
il  en  est  de  même  pour  les  pôles.  Mais  les  uns  et  les  autres 
doivent  essentiellement  être  des  points-périodes. 

Calcul  ikfinitésim.vl  31 
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Supposons  que  l'on  ait,  par  exemple,  ai  =  a^  =  .  =  «„  =  pé- 
riode ;  on  posera 

_  .  {pu  —pan+,)  ■-.  (pu  —  pan) 

iw  —  A  i^pufi^pu  —pb,)  {pu  —  pb,} ...  {pu  —  pb^y 

Si  la  fonction  est  impaire,  son  quotient  par^'t^  sera  pair  et 
pourra  être  exprimé  comme  précédemment.  Si  la  fonction 
n'est  ni  paire,  ni  impaire,  on  la  considérera  comme  la  somme 

de  deux  fonctions,  l'une  --^^ — ly^ ^  qui  est  paire,  et  l'autre 

fiu)  —  /■( —  u)        .       ,  .  .  ,  ,  , 

'-^-^ — -^ qui  est  impaire  ;  et,  par  conséquent,  on  pourra 

la  mettre  sous  la  forme 

f{u)  =  *(/)w)  H-  p'u^J^pu), 

les  fonctions  <t?{pu)  et  '^^{pu)  étant  des  expressions  rationnelles 
du  type  (98). 


CHAPITRE  XI 

ÉQUATIOxNS  DIFFÉRENTIELLES 
DU  PREMIER  ORDRE  A  DEUX  VARIABLES 


Définîtîoiis  —  Intéarale  générale 


365.  On  nomme  Equation  différentielle  à  deux  variables 
toute  relation  entre  ces  variables  a?  et  ?/  et  une  ou  plusieurs 
dérivées  de  ij  par  rapport  à  x.  L'ordre  le  plus  élevé  de  ces 
dérivées  est,  par  définition,  l'ordre  de  V équation  différentielle. 

L'équation  du  premier  ordre  a  donc  pour  type  général 

*  (■^'  «'  Si)  =  »•  (') 

On  peut  toutefois,  théoriquement,  la  supposer  résolue  par 
rapport  à  -f-  ,  c'est-à-dire  ramenée  à  la  forme 

g  =  /(.^..'/);  (2) 

nous  admettrons  d'ailleurs  que  le  second  membre  f{x,y)  est 
continu  tant  que  x  Q.i  y  restent  l'un  et  l'autre  compris  entre 
•certaines  limites. 

Cela  posé,  soient  x^  et  y^  des  valeurs  prises  à  volonté  entre 
les  limites  prescrites  :  il  existe  une  fonction  F(^,a7o,?/o)  et  une 
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seule,  se  réduisant  à  y^  pour  œ  =  x^  et,  en  outre,  telle  que 
Véquation  (2)  soit  satisfaite  lorsqu'on  pose 

y  =  ¥{x,  X,,  y,).  (3) 

C'est  Cauchy  qui  a,  le  premier,  démontré  rigoureusement 
cette  proposition  fondamentale.  Après  lui,  plusieurs  géomètres 
(Briot  et  Bouquet,  Picard)  ont  donné,  du  même  théorème,  des 
démonstrations  qui,  quoique  moins  compliquées,  n'offrent 
pas  encore  un  degré  de  simplicité  suffisant  pour  être  repro- 
duites dans  notre  ouvrage. 

L'équation  (3)  est  dite  Vintégrale  générale  de  l'équation 
différentielle  proposée  (1)  ou  (2)  (*). 

366.  Supposons  que,  par  un  procédé  quelconque,  on  ait 
obtenu  entre  les  variables^  et?/  et  une  constante  arbitraire  C, 
une  relation 

o{x,  y,  C)  =  0  (4) 

telle  que  les  expressions  qu'on  en  tire  pour  ij  et  ^^  vérifient 
l'équation  (2).  Cette  équation  (4)  coïncidera  avec  l'intégrale 
générale  (3)  ;  car,  si  l'on  détermine  C  par  la  condition 
o[x^,y^,G)  =  0,  la  valeur  de  g  tirée  de  (4)  se  réduira  à  y^^  pour 

367.  En  différenliant  l'équation  (4)  par  rapport  à  x,  on 
obtient 


^o{x,  y,  C)       5cp(a;,  y,  C)  dy  ^  ^ 
i)X  ô//  dx  ' 


d'où 


ôco 


dy 

dx 

i>x 

i>p 

(S) 


(*)  Sans  entrer  dans  dés  détails  difficiles,  on  peut  se  rendre  compte, 
par  un  simple  aperçu,  de  l'existence  de  l'intégrale.  En  effet,  on  conçoit 
que,  les  valeurs  initiales  .^0,^0  des  variables  étant  fixées,  l'équation  (2) 
fera  correspondre  à  tout  accroissement  dx  un  accroissement  dy  bien 
déterminé,  au  moins  tant  que,  en  cheminant  ainsi  par  accroissements 
successifs,  on  n'aura  pas  atteint  certains  points  singuliers  pour  lesquels 

4'  est  infini  ou  indéterminé. 
ax 
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Eu  général,  cette  expression  de  -^  contient  la  constante  C  ; 

elle  ne  saurait  donc  coïncider  avec  l'expression  (2)  qui,  pro- 
venant immédiatement  de  l'équation  différentielle  proposée  (1), 
ne  renferme  pas  C.  Mais  il  y  aura  évidemment  identilé  entre 
(•1)  et  (2)  si  on  remplace,  dans  (5),  G  par  l'expression 

G  =  e(^,  y)  (6) 

qu'on  déduit  de  (4),  ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on  élimine 
C  entre  (4)  et  (5). 

Ainsi_,  Véqualion  différentielle  résulte  de  F  élimination  de 
C  entre  Vinlégrale  générale  et  sa  dérivée  par  rapport  à  x. 

Intégrales  parliciilières  et  solutions  singulières 

368.  On  nomme  intégrales  particulières  celles  qu'on 
obtient  en  attribuant  des  valeurs  déterminées  quelconques  à 
la  constante  arbitraire  G  qui  figure  dans  l'intégrale  générale. 

369.  L'équation  différentielle  (2)  admet-elle  d'autres  solu- 
tions que  la  fonction  y  définie  par  la  relation  (4)  ? 

Pour  répondre  à  cette  question,  rappelons,  que  l'équation 
différentielle  (2)  résulte  (n°  367)  de  l'élimination  de  G  entre 
(4)  et  (5).  Getle  équation  différentielle  peut  donc  être  rem- 
placée par  les  deux  équations  simultanées 

o{x,  2/,  C)  =  0  (4) 

dlj    Ô^  ,V^ 

dx  ôcp  ^  ^ 

oii  ?/  et  G  sont  deux  fonctions  inconnues  de^. 

Si  l'on  difîérentie,  dans  cette  bypothèse,  l'équation  (4)  par 
rapport  à  :r,  on  a  la  relation 

ô(p        ôca  dy        ùcp  c/G ^ 

^x        iy  dx       i>C  dx  ' 
ou 

dy i)x       &G  dC 

dx  ôcp        L)tf)   dx 
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qui,  à  cause  de  (5),  devient 


^1 
dx  '  "0C3  ^  ^ 


Le  système  formé  par  (4)  et  (3)  équivaut  au  système  formé 
par  (4)  et  (6)  ;  et,  tout  se  réduit  à  trouver  deux  fonctions  y  etC 
de  X  propres  à  vérifier  ce  dernier  système. 

Or,  l'équation  (6)  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

L'équation  (7)  donne  C  =  constante,  ce  qui  reproduit  l'inté- 
grale générale.  Les  autres  solutions  ne  peuvent  donc  être 
fournies  que  par  l'équation  (8)  qui,  jointe  à  (4),  détermine  y 
et  C.  On  obtiendra  la  fonction  y  en  éliminant  C  entre  (4)  et  (8)  ; 
cette  fonction  qui  ne  renferme  pas  de  constante  arbitraire 
reçoit  le  nom  de  solution  singulière,  à  moins  cependant  qu'elle 
ne  soit  une  intégrale  particulière,  c'est-à-dire  à  moins  qu'on 
puisse  la  déduire  de  l'intégrale  générale  en  particularisant  la 
constante. 

370.  Quelle  que  soit  la  forme  sous  laquelle  on  prenne 
l'intégrale  générale,  Tapplication  des  règles  précédentes  doit 
nécessairement  conduire  aux  mêmes  solutions. 

Lorsque  l'équation  (4)  est  résolue  par  rapport  à  y,  la  rela- 
tion (8)  se  réduit  à  r^  =  0  puisqu'on   a  alors  ^^^  =  1 . 

Plus   généralement,  Vélimination  de  C  entre  les  équations 

cp(^,  2/,  Cj  ==  0,     et     1  =  0  (9) 

donnera  toutes  les  solutions  singulières,  si  la  dérivée  partielle 
-p  reste  finie  lorsque  les  quantités  dont  elle  dépend  conservent 
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des  valeurs  finies  ;  c'est  ce  qui  a  lieu  quand  ^(x,  y,  C)  est  une 
fonction  bien  déterminée  et  continue  de  x,  y,  et  C. 

3T1.  Supposons  que  ^  et  ?/  soient  les  coordonnées  recti- 
lignes  d'un  point  quelconque  d'un  plan.  Désignons  par  A  la 
ligne  représentée  par  la  solution  singulière  et  par  B,  B',  B"  ... 
les  lignes  représentées  par  l'intégrale  générale  dans  laquelle 
on  fait  varier  C  d'une  manière  continue.  D'après  une  règle 
connue,  l'enveloppe  des  lignes  B,  B',  B",...  s'obtient  en  élimi- 
nant G  entre  l'intégrale  générale  et  sa  dérivée  par  rapport  àC  ; 
mais  c'est  précisément  le  calcul  qui  fournit  l'équation  de  la 
ligne  A.  Donc,  la  ligne  représentée  par  la  solution  singulière 
est  l'enveloppe  des  lignes  représentées  par  l'intégrale  générale. 

312.  Voici  des  exemples  de  la  détermination  des  solutions 
singulières  ; 

1°  En  éliminant  C  entre  les  relations 


j/_C(.r_C)vg  =  2C(.r-C) 


on  obtient 


(siy+*-;'i+8^''=o      c») 


Cette  équation  différentielle  admet  donc  comme  intégrale 
générale 

ij  =  Q^[x-Cf  (11) 

C  étant  une  constante  arbitraire. 
La  seconde  des  équations  (9)  est  ici 

(^  _  C)  (a;  —  3  C)  =  0 

En  éliminant  C,  d'abord  entre  la  relation  (H)  et  57  =  C,  puis 
entre  (11)  et  ^  =  3  C,  on  obtient  respectivement  les  équations 

!/  =  0  (12) 

y-=^^'  (13) 
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La  première  (12)  est  une  intégrale  particulière  qu'on  déduit 
de  l'intéorrale  «énérale  en  attribuant  à  la  constante  C  la  valeur 
zéro. 

La  seconde  (13)  est  une  solution  singulière,  car  il  est  impos- 
sible d'attribuer  à  C  une  valeur  constante  propre  à  rendre 
identiques  les  seconds  membres  de  (11)  et  de  (13). 

2°  En  éliminant  C  entre  les  relations 

(^  _  C)^+  2/2  =  RS  X  _  C  -+-  1/  ^^  :=  0 


on  obtient 


yimi  +  y'  =  «' 


Cette    équation  différentielle   admet  donc  comme  intégrale 

générale 

{x  -  Cf  H-  2/2  =  R2,  (14) 

C  étant  une  constante  arbitraire  et  R  un  nombre  donné. 
La  seconde  des  équations  (9)  est  ici 

x—C  =  0  (15) 

et  en  éliminant  C  entre  (14)  et  (15),  on  obtient  la  solution 
singulière 

2/2  =  R2  (16) 

L'intégrale  générale  (14)  représente  un  cercle  de  rayon 
dorné  R  et  a5'ant  pour  centre  un  point  arbitraire  sur  l'axe 
du  a:-  ;  la  solution  singulière  (16)  représente  le  système  de  deux 
droites  parallèles  à  Ox,  situées  de  part  et  d'autre  de  cet  axe,  à 
une  distance  égale  à  R.  Or,  ce  système  de  deux  droites  est  évi- 
demment l'enveloppe  des  cercles  définis  ci-dessus. 

373.  Nous  allons  maintenant  abandonner  les  généralités 
sur  les  intégrales  des  équations  différentielles  du  premier 
ordre  à  deux  variables  et  nous  occuper  de  la  recherche  de  ces 
intégrales. 
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Les  types  des  équations  différentielles  de  ce  genre  que  Ton 
sait  intégrer  sont  fort  peu  nombreux.  Nous  allons  les  consi- 
dérer successivement. 

Lorsqu'on  dit  qu'une  équation  est  intégrable,  on  entend  en 
général  par  là  qu'elle  est  réductible  aux  quadratures  ;  c'est 
ainsi  que  nous  l'entendrons,  au  moins  provisoirement.  Nous 
verrons  plus  loin  l'extension  qu'a  prise  de  nos  jours  le  sens 
du  mot  intégrable. 


Équations   aux  variables   séparées 
Equations  liouiogènes 

374.  «  La  séparation  des  variables  »,  ditLagrange,  «  est 
a  regardée  avec  raison  comme  un  des  meilleurs  moyens  que 
«  les  Géomètres  aient  imaginés  pour  intégrer  les  équations 
«  différentielles  du  premier  ordre.  En  effet,  il  est  clair  que 
«  lorsqu'on  a  séparé  les  variables  dans  une  équation,  on  peut 
«  alors  regarder  chacun  de  ses  membres  comme  une  différen- 
ce tielle  particulière  qui  ne  contient  qu'une  variable  ;  de  sorte 
«  qu'il  n'y  a  plus  qu'à  prendre  séparément  l'intégrale  de  l'un 
«  et  de  l'autre  membre,  en  y  ajoutant  une  constante  arbitraire.  » 

Ainsi,  soit  le  tj'^pe 

XX^doc  -h  XjYf^y  =  0,  (17) 

où  X  et  Xj  sont  des  fonctions  de  x  seul  et  Y  et  Yi  des  fonc- 
tions de  y  seul.  En  divisant  par  Xi  Yi  on  obtient  l'équation 

^-  dx  -\-  ^  dy  :=0 

où  les  variables  sont  séparées  ;  on  aura  donc 


Y 

y-  cly  =  constanle  (18) 


pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (17' 
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375.  On  intègre  les  équations  différentielles  homogènes ^ 
c'est-à-dire  les  équations  de  la  forme 

en  posant 

y  =  ux,  (20) 

ce  qui  conduit  à  une  équation  diiïérenlielle  entre  u  et  x  dans 
laquelle  les  variables  se  séparent.  On  a,  en  elîet, 

dij  =  udx  4-  xdii 

et  l'équation  (19)  devient 

'^^-'iP^du  =  ^,  (21) 


cp(z<)  étant  déterminé  par  la  relation 


(22) 


En  intégrant  l'équation  (21)  dans  laquelle  les  variables  sont 
séparées,  on  obtient,  G  étant  une  constante  arbitraire, 

log  X  log  Cf(î^)  =  log  G 

et  par  suite 

X  =  Co(it) 

Donc  enfin,  l'équation  différentielle  (19)  a  pour  intégrale  gé- 
nérale 


\x. 


'^  =  Cy(^    ;  (23) 


et  l'on  voit  que    cette    intégrale  représente  une   famille   de 
courbes  homothétiques  entre  elles  par  rapport  à  l'origine. 

Inversement,  toute  famille  de  courbes  homothétiques,  par 
rapport  à  V origine^  satisfait  à  une  équation  différentielle  homo- 
gène du  premier  ordre.  En  effet,  les  tangentes  à  ces  courbée- 
homothétiques,  aux  points  situés  sur  un  même  rayon  vecteur, 
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sont  parallèles.  Donc,  pour  les  courbes  en  question,  le  coeffi- 
cient angulaire  y'  ne  dépend  que  de  ^  et  par  suite  l'équation 
différentielle  à  laquelle  elles  satisfont  est  de  la  forme 

^  =  fi'i 
dx  \x 

3T6.  Un  changement  de  variable  permet  de  ramener  aux 
types  préce'dents,  et  par  suite,  d'intégrer  l'équation 

dy  ^  /  ax  -H  hy  h-  c  \  /^^n 

do:;        '^\(i!x  -h  b'y  -i-  c'y  ^"^ 

Si  le  déterminant  A  =  ah'  —  ha'  est  différent  de  zéro,  on 
posera 

a^  •+  &2/  -I-  c  =  V,  a'x  -+-  h'y  +  c'  =  ii,         (25) 

d'où 

adx  +  hdy  =  dv  a' do;  -\-  h'dy  =  du, 

et,  par  suite, 

dx  ^=  -jr  {h'dv  —  hdu),         <^'J  =  T  {adu  —  a' do).     (26) 

En  vertu  des  relations  (25)  et  (26),  l'équation  (24)  devient 
la  suivante 

[«  +  i,  (;-;)]  du  -  [<,'  + 1',  (?)]  dv  =  0, 

qiri  rentre  dans  le  type  (19)  des  équations  homogènes  et  que 
l'on  sait  par  suite  intégrer. 

Si  A  est  nul  et  si  l'un  au  moins  des  éléments  de  ce  détermi- 
nant, a  par  exemple,  est  différent  de  zéro,  on  posera 

ax  -h  hy  -h  c  ^=  V,  (27) 

d'où  résulte,  puisque  a  n'est  pas  nul, 

{ 

dx  =  ■■  (dv  —  hdy),  (28) 
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D'ailleurs,  en  remplaçant  h'  par  sa  valeur 


h'  =  ^  b, 
a 


tirée  de  A  =  0,  on  a 


a'co  +  b'y  +  c'  =  -  (u  —  c)  +  c'.  (29) 

Dès  lors,  en  vertu  des  relations  (27),  (28),  (29),  l'équation 
différentielle  (24)  devient 

dy  =  'h  {v)  ^-  {dv  —  bdij),  (30) 

où  l'on  désigne  par  -i  [v)  l'expression 

av 


a'(v  —  c)  H-  (7c7' 


et  dans  laquelle  les  variables  se  séparent  sans  difficulté  comme 
dans  toutes  les  équations  difîérentielles  où  l'une  des  variables 
ne  figure  que  par  sa  différentielle. 

Enfin,  si  tous  les  éléments  «,  a' ,  h,  h'  du  déterminant  A  sont 
nuls,  le  second  membre  de  l'équation  ditTérenlielle  proposée 
(24)  devient  une  constante  donnée  k,  et  l'on  a  immédiatement 

y  ■:=hx  -\-  c 

où  c  est  une  constante  arbitraire. 


Equîiiîon  linéaire 
Équations  de  Bernoiillî  et  de  Jacobî 


377.  Une  équation  différentielle  du  premier  ordre  est  dite 
linéaire  lorsqu'elle  est  du  premier  degré  par  rapport  à  ?/  et  à 


$-  ;  elle  est  donc  de  la  forme 
dx 


g  +  Pj/  =  0.  (31) 
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OÙ  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  la  variable  indépendante  x. 
Pour  intégrer  cette  équation,  on  pose 

y  =  uv,  (32) 

u  et  V  étant  deux  fonctions  auxiliaires  de  x  ;  puis,  on  spécifie 
l'une  de  ces  fondions,  v  par  exemple,  de  manière  à  simplifier 
l'équation  diiïérentielle. 

Eu  égard  à  la  valeur  (32),  l'équation  (31)  devient 

dv  du        ,-,  r\ 

u  -,  -  -H  V  -y \-  Vuv  =  u, 

dx  dx 

ou 

Si  l'on  détermine  alors  v  par  la  condition  d'annuler  la  pa- 
renthèse, c'est-à-dire  de  satisfaire  à  la  relation 

*  +  P„  =  0.  (34) 


l'équation  (33)  deviendra 

dx 


V  ~  =  Q.  (35) 


Or,  dans  (34),  les  variables  se  séparent  immédiatement  :  on 
a,  en  eiîet, 


d'où,  en  intégrant, 


^-  -h  Pdx  =  0, 

V 


log  V  =  —    /    Pdx, 


et,  par  suite 


y  :=  e"^'''^"'.  (36) 
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On  n'ajoute  pas  de  constante  parce  qu'il  suffit  pour  notre 
objet  de  connaître  une  valeur  particulière  de  v  satisfaisant  à 
la  relation  (34). 

Pour  cette  valeur  de  t\  l'équation  (33)  donne 


d'oîi 


1 

dic  =  -  Qdx, 

V 


u^    I    ^  Qdœ  -H  c,  (37) 


c  étant  une  constante  arbitraire. 

On  a  donc  enfin,  pour  l'intégrale   générale   de  l'équation 
proposée  (31), 

y^j    f'^-^X  (38) 


OÙ  V  désigne  l'expression  (36). 

On  voit  d'ailleurs  que  l'intégration  dépend  de  deux  quadra- 
tures. 

378.  Exemples  : 

1°  Soit  à  intégrer  l'équation 


On 


^^--^.— O^'  +  ir 

dx       œ  -h  l        ^  ' 


u=   I    (x  -^  l)  dx  =  ^  [x  -h  1)^  +  c, 
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et  enfin 

ij  =  {x+  \y     ,5  (.r  4-  1)-  -+-  cl. 
2°  Soit  encore 

On  a 

P  =  1  (}  =  —  x 

Pdx  =  00  V  =  e~^ 

r» 

u  =  —    /    e''  .  xdx  =  (1  —  X)  e"  +  c 

2/  =  1  —  a;  4-  ce  ■^ 


3"  Soit  enfin 


On  a 


(1  +  ^^)  ^1  —  xy  =  a. 


p  ^  r\ ^ 


p^^^  =  /  r^jf^-^  =  '°o  ^^  "^  ^'' 


/, r,-  /       ndx  ax 

V  =  \/l  +  x%         u  =    j    :,  H-  c  = —  -+-  c, 

J     (1  +  a^f  ^^  +  ^' 

et,  par  suite 


t/  =  aa;  +  c  v/l  -+-  00''. 
319.  On  nomme  Equation  de  Bernoullli,  Téquation 

^  -h  Pf/  =  Qr,  (39) 
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dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  de  x  et  n  une 
constante. 

Pour  l'intégrer,  on  divise  d'abord  par?/",  ce  qui  donne 


2/-"^+P!/^-"  =  Q 


puis,  l'on  pose 


d'où 


1  —n 


y-ndy  =  dz 


L'équation  différentielle  proposée  se  trouve  ramenée   ainsi 
à  la  suivante 

que  l'on  sait  intégrer  puisqu'elle  est  linéaire  (n°  377). 

380.  On  peut  rattacher  au  type  39  les  équations  différen- 
tielles de  la  forme 

Pj  dx  4-  Pg  (i?/  +  Q  [xdy  —  ydo:)  =  0  (40) 

où  Pj  et  Pj  sont  des  fonctions  homogènes  de  degré  p  et  où  Q 
est  une  fonction  homogène  de  degré  q. 
Comme  on  a 


P,  =  j:i^ci)  '^ 


P.  =  ^"+(l)'    Q  =  ^'»(l)' 

si  l'on  pose 


V 

X 


d'où 

dij  =  xdv  -i-  vdœ,  xdy  —  ydx  =  x^dv, 
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l'équalion  proposée  devient 

x'^'^  (u)  clx  H-  x'^'^^  {p)  {pcdv  -\-  vdx)  -+■  x^  +  ^  ^  (v)  dv  =^  0. 
On  peut  d'ailleurs  l'écrire  de  la  manière  suivante 

ti£    ,    ÏM x  =  —         ^(^)         xi-p  +  ' 

do       ï  (u)  +  v'\>  (v)  o  {v)  -\-  V'\i  (u)  ' 

et,  sous  cette  forjne,  on  reconnaît   une   équation    de    Ber- 
nouilli  (39). 


381.  Citons  encore  l'équation 

(4i: 


[a  -+-  a'x  +  a" y)  [xdy  —  ydx) 

—  (&  +  h"x  -h  h"ii)  dij  +  (c  4-  c'x  +  c"y)  dij  =  0 


étudiée  par  Jacobi  et  dans  laquelle  a,  a',  a",  b,  h',  h",  c,  c',  c" 
sont  des  constantes  données. 
La  substitution 

a;  =  XH-a,         y  =  Y-hP 

où  X  et  Y  sont  de  nouvelles  variables  et  a  et  p  des  constantes 
indétermiuées,  permet  défaire  rentrer  ceiie  équation  de  Jacobi 
dans  le  type  (40),  à  condition  de  déterminer  a  et  p  de  manière 
à  satisfaire  aux  relations 

a  +  «'a  +  a"j3         b  -hb'a-^  &"p         c  +  c'a  +  c"S 
ï = ^ = P -•      (^2) 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'effectuer  ce  calcul,  qui, 
quoique  un  peu  long,  ne  présente  pas  de  difficulté.  Nous 
ferons  seulement  observer  que  pour  la  résolution  du  sys- 
tème (42j,  il  est  commode  d'introduire  une  troisième 
inconnue  X,  valeur  commune  des  rapports  (42).  Alors,  en  élimi- 
nant a  el  j3  entre  les  trois  équations  qu'on  obtient  en  égalant 
kl  chacun  des  rapports  (42),  on  tombe,  pour  déterminer  X, 
sur  l'équation  du  troisième  degré 

a — 1  a'       a" 

b  b'—K    b"        =  0 

c  c'    c"— X 

Calcul  infinitésimal  32 
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OU,  en  développant  ce  déterminant, 

X3  _  (a  4-  &'  +  c")  X2  —l  {ah'  —  ha'  h-  ad'  —  ca"  +  h'd'  —  c'h") 
la  (h'd'  —  dh")  +  h  (da"  —  a'd')  +  c  [da"  —  a'd')]  =  0  ; 

">  étant  connu,  on  aura  a  et  pà  l'aide  de  deux  des  trois   équa- 
tions dont  nous  venons  de  parler. 

Équation  de  Rîccalî 

38S.  On   nomme  équation   de  Riccati  l'équation  dont  le 
type  général  est 


P^^^[x)^^{x)y-^^[x)if-,  (43) 


dx 

quoique  le  savant  italien  n'en  ait  traité  qu'un  cas  parti- 
culier. Elle  possède  d'intéressantes  propriétés  qui  ont  été  l'ob- 
jet des  recherches  de  plusieurs  géomètres  et  notamment  de 
M.  Darboux  dans  ses  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  sur- 
faces. 

Cette  équation  (43)  ne  change  pas  de  forme  quand  on  fait 
subir  à  y  une  transformation  linéaire,  c'est-à-dire  lorsqu'on 
substitue  à  y  la  variable  z  définie  par  la  relation 

iViiQ 

OÙ  P,  Q,  R,  S  sont  des  fonctions  de  œ  telles  que  PS  —  RQ 
soit  différent  de  zéro. 

En  effet,  si  l'on  remplace  dans  (43)  y  par  sa  valeur 

__  Q  —  S.- 
^  ~  lU  —  P 

tirée  de  la  relation  précédente,  on  tombe  sur  l'équation 

dz_  cgj  {x)  H-  ^1  (a?)  ^  H-  6j  {x)  z"- 

dx  —  '  PS  —  RQ 

qui  est  encore  une  équation  de  Riccati. 
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383.  L'équation  de  Riccati  se  ramène  à  une  équation  li- 
néaire, dès  qu'on  en  connaît  une  solution  particulière  y^. 
En  effet,  si  l'on  pose  alors 


(44) 


d'où 


dif  \   du  g 

dx  iC-  dx        dx  ' 

l'équation  (43)  devient 

■"'  [dx  -  ?  (^)  -  ^0  '^  (^)  -!/o^  e  (^)] 

=  ^?  +  w  [J>  [œ]  -+-  2.^0  0  [x)\  -+-  6  (a;) 

Le  premier  membre  est  nul  puisque  ij^  est  une  solution  et 
la  transformée  de  (43)  se  réduit  à 

^1  +  u  [^^  (x)  4-  2y„  6  (^)]  +  e  (^)  =  0.  (45) 

C'est  une  équation  différentielle  linéaire  et  du  premier  ordre 
dont  l'intégration  (n°  377)  dépend  de  deux  quadratures. 

384.  Si  Ton  connaît  une  seconde  intégrale  particulière 
ij  =  y^  de  l'équation  (43)  et  si  l'on  dé.-igne  par  u^  la  valeur 
correspondante  de  u,  cette  valeur  u^  sera  une  solution  parti- 
culière de  l'équation  (44).  On  aura  donc 

et,  par  suite,  en  retranchant  cette  relation  de  (44), 
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On  en  déduit  en  intégrant 


_  î^^  =  C  e-=,     ^  =    /    C']^  i/v)  4-  2ij,  0  (a?)]  dœ  ; 


mais  la  formule  de  substitution  (44)  donne 


1  1 


y  —  Vo  Ui  —  yo 

et,  par  suite,  l'équation  de  Riccati  a  pour  intégrale  générale 

•^^=C(^o-2/i)^-^  (46) 

où  C  est  une  constante  arbitraire,  et  où  z  désigne  l'expression 

z=    l  [\  {x)  +  2t/o  0  {x)]  dx.  (47) 

On  voit  que,  dans  ce  cas,  l'intégration  n'exige  qu'une  seule 
quadrature. 

385.  Enfin,  supposons  qu'on  connaisse  trois  solutions  par- 
ticulières î/o,  î/j,  2/2 .  On  a  alors,  comme  dans  le  cas  précédent, 

il  Jo 

et,  en  divisant  membre  à  membre  cette  relation  et  la  relation 
(46),  on  obtient,  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  de 
Riccate,  l'expression 

y^ZLlh  .  V_2j^yo  .^  constante 
y  —  Ui     Ui  —  2/0 

qui  ne  contient  aucune  quadrature. 
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386.    Abandonnons   maintenant  le    type    général  (43)    et 
considérons  l'équation  différentielle 

du       ,    „  .,„^ 

-j^  -+  bu^  =  ccc»,  (48) 

traitée  par  Riccati  et  où  è  et  c  sont  des  constantes  données. 
En  posant 


on  obtient,  au  lieu  de  (48),  Téquation 

dy  7  ,  1  , 

ce   r V  -+-  0'/   =  ex''  +  ^ 

ax       ^         -^ 

à  laquelle  nous  substitaerons  l'équation  un  peu  plus  générale 

^  rff  ~"  ^^  "^  ^y'  ^  ^^'"  ^^^^ 

a  désignant  une  nouvelle  constante. 

Nous  allons  étudier  particulièrement  ce  type,  qu'on  déduit 
de  (43)  en  y  faisant 

o(x)  =  ex- -  s  ^{x)  =  ~ ,  %x)  =  --, 

38T.  Supposons  d'abord  n  =  2a. 

L'équation  (49)  s'intègre  alors,  car  la  substitution  ij  =  zx" 
permet  de  séparer  les  variables. 

388.  Supposons  maintenant  ?î  différent  de  2  a,  et  faisons 
la  substitution 

.       a;" 
w  =  X  -1 

^  Vi 

où  ?/i  est  la  nouvelle  variable  et  X  une  constante  à  déterminer. 
L'équation  (49)  devient 

(X^è  -  la)  +  {n-a  +  2  6X)  ^.  +  6  ^,  _  ^  ^  =  c^", 

Vi  î/i  u\      "'^ 


§02  CHAPITRE    XI 

et  l'on  est  conduit,  pour   annuler  la   première  parenthèse,  à 
prendre  X  ^  t  ou  X  =  0.  Tl  y  a  donc  deux  cas  à  distinguer  : 

i°  Soit  X  =  T  .  L'équation  précédente  se  réduit  à 


x^-{a  +  n)iu  +  cy^  =  bx'\  (50) 


Elle  a  la  même  forme  que  (49)  dont  elle  difîère  seulement  par 
l'échange  de  6  et  c  et  par  le  changement  de  «  en  «  +  n  ;  celte 
transformation  peut  d'ailleurs  être  effectuée  par  la  substitution 

De  même,  la  substitution 

n  -i-  n        x'^ 


ramènera  l'équation  (50)  à  la  forme 


X  -s-  —  (an-  2n)î/.^  -h  hyl  =  c:c" 


qui  ne  diffère  de  (oO)  que  par  l'échange  de  b  et  de  c  et  par  le 
changement  de  a  h-  7i  en  o  +  2n. 

En  continuant  de  la  sorte,  on  parviendra,  par  i  transforma- 
tions successives  du  même  genre,  à  l'équation 

diii       ,         .  .  -,       7 

X  y-  —  (a  -h  in  yi  +  cyc  =  ox^^ 

si  le  nombre  ent'er  /  est  impair,  et  à  l'équation 

•'^  ^^"-^  ~  («  +  in)yi  +  byc  =  ex'' 
si  i  est  pair. 
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Or,  d'après  le  n»  387,  ces  équations  sont  intégrables  si  l'on  a 
n  =  2{a  -\-  in) 
c'est-à-dire  si 

w  —  2  a 

est  un  nombre  entier  positif. 

2°  Soit  X  =  0.  La  formule  de  substitution  devient 

a?" 
et  l'équation  (49)  se  réduit  à 

^'È  ~  ^'*  ""  "^^-^^  "^  ^^'  ^  ^"^"'  ^^^ 

à  laquelle  on  pourra  appliquer  la  méthode  précédente  de  ma- 
nière à  parvenir,  par  i  substitutions  successives,  à  une 
équation  intégrable  quand 

n  -h  ^a /. 

2,71 

est  un  nombre  entier  positif. 

En  réunissant   les  résultats  des  deux   cas,   on  arrive  à  la 
conclusion  suivante  :  V équation 

X  --—-  —  ail  -H  &i/^  =  ca;" 

est  intégrable  toutes  les  fois  que 

n±2a 

2n 

est  un  nombre  entier  positif. 

Nous  reviendrons  sur  l'équation  de  Riccati  après  l'étude  des 
équations  linéaires  d'ordre  quelconque. 
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Cas  où  l'on  ne  peut  résoudre 

cl  y 
Féquatlon  différeiilielle  par  rapport  à  ■^- 


389.  Les  seules  équations  différentielles  du  premier  ordre 

que  nous  aj^ons  étudiées  jusqu'ici  étaient  résolues  (ou  réso- 

dv 
lubies)  par  rapport  à  la  dérivée  ^^.  Quand  cette  circonstance 

n'a  pas  lieu,  il  y  a  iDien  peu  de  chance  pour  que  l'équation 
différentielle  proposée  U  x,  y,  ^j  =  0  puisse  être  intégrée. 

Les  cas  où  l'intégration  est  possible  sont  alors  en  nombre 
très  restreint  et  il  importe  de  les  signaler  sans  omission. 

390.  Le  premier  type  de  ce  genre  est 

f(§)=0,  (33) 

les  variables  ^  et  y  ne  figurant  pas  alors  dans  l'équation. 

Soit  a  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation  F  (s)  =  0  ; 
on  satisfera  à  l'équation  (53)  en  posant 

dy 

dx 

d'où,  par  intégration, 

y  =  (xx  -V-  Q>, 
C  désignant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 

a  =  ^-—         ■ 

X 

et  l'on  a,  par  suite, 

\      X 

pour  l'intégrale  cherchée. 
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Exemple  :  soit 


l'inlégrale  sera 


\dx)  -^''  (^^) 


I    =  câ       ou       II  =  zh  a.5ç  -h  C 

X     )  •' 

Ici,  comme  l'équation  (34)  est  résoluble  par  rapport  à  £  ,  on 

aurait  pu  procéder  autrement.  L'équation  (54)  se  décompose 
en  deux 

dy dy 

dx  '        dx  ' 

d'où^  en  intégrant, 

y  —  ax  —  C  =  0,       et      y  ~\~  ax  —  C  =  0 

C  et  G'  étant  des  constantes  arbitraires.  Ces  deux  solutions  de 
l'équation  différentielle  proposée  (34)  sont  renfermées  dans 
l'équation  unique 

{y  —  ax  -^-  C)  (y  -h  aj;  H-  C)  =:  0 

Mais,  comme  les  deux  facteurs  de  ce  produit  doivent  être 
égalés  séparément  à  zéro,  on  peut  représenter  les  deux  cons- 
tantes par  une  même  lettre  en  sorte  que  l'intégrale  sera 

[y  —  ax  -\-  c)  [y  -^  a  -h  c)  =  0, 
ou 


391.  Nous  allons  considérer  maintenant  les  équations  diffé- 
ntielles  qui  ne  contiennent,  ou 
seule  des  deux  variables  x  et  y. 


clii 
rentielles  qui  ne  contiennent,  outre  la  dérivée  -^-=:p,  qu'une 
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1°  Soit  le  type 


F  (^,  fjl)  =  0.  (55) 


doj 


Si   l'on  sait  exprimer   x  et  -^{  en  fonction  d'une  variable 


dx 
auxiliaire  u^  par  deux  équations 


x=-o  {u),         ^1  =  ^  (w),  (36) 

formant  un  système  équivalent  à  l'équation  proposée  (55),  on 
aura 

dy  =  '^  [il)  dx  =  '^  [u)  .  c^cp  [u) , 
et  par  suite 

y  =     /     <];  (m)  c/(f  {u)  -\-  c,  (57) 

ou  encore,  si  l'on  veut, 

y  =  J;  (il)  cf  [u]  —If  (u)  d'I  {u)  H-  c,  (58) 


c  désignant  une  constante  arbitraire.  L'élimination  de  it  entre 
(37)  ou  (58)  ei  œ  =  f  {ic)  donnera  l'intégrale  générale. 

Nous  signalerons  deux  cas  principaux  où  x  et  ^^  s'expriment 

en  fonction  d'une    variable    auxiliaire  ii.   Dans  le  premier, 

clv 
l'équation  (55),  dans  laquelle  x  et  -/-  sont  considérées  comme 

les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point,  représente  une  courbe 
unicursale  ;  nous  dirons,  pour  abréger,  que  la  relation  (55) 

est  du  genre  zéro.  On  sait  alors  (tomel^^  n"  383)  que  x  et  ^^ 

s'expriment  en  fonctions  rationnelles  d'une  môme  variable.  La 
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formule  (57)  ne  conduit  par   suite   qu'à  Tintégration    d'une 

fonction  rationnelle. 

Dans  le  deuxième  cas,  l'équation  (55)  est  du  genre  un.   On 

clv 
a  vu  que,  dans  ce  cas,  ■s^  et  ^  s'expriment    rationnellement 

par  des  fonctions  elliptiques  d'un  même  paramètre.  L'intégra- 
tion   (57)    peut    donc    encore  être   effectuée  jusqu'au    bout. 
Dans  le  cas  où  l'e'quation  (55)  peut  être  résolue  par  rapport 
à  X,  c'est-à-dire  est  de  la  forme 

le  système  (56)  devient,  en  prenant  p  pour  variable  auxiliaire 

et  l'on  obtiendra  l'intégrale  cherchée  en  éliminant   p  entre 
X  =  /  (p)  et 


I/  =  Pf(p)—    /   f{p)dp-hc. 
2°Soit  le  type 

f  (i/.  S)  =  0-  -  (60) 

Si  l'on  sait   exprimer  y  et -i'^  en  fonction  d'une  variable 
auxiliaire  u,  par  deux  équations 

î/  =  ?(^0         ^|  =  M^0  (61) 

formant  un  système  équivalent  à  l'équation  proposée  (60),  on 
aura 


,  dii  vj'  hi) 

doc  =  -p/-  =  '  ^{  du, 
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d'où 


x  =    I   ■',  }  J  du  -h  C  ; 

<]>  (m) 


Puis,  l'élimination  de  ti  entre  cette  équation  et  y  =  o  (u) 
donnera  l'intégrale  générale. 

Nous  devons  encore,  comme  ci-dessus,  signaler  les  deux 
cas  remarquables  où  la  relation  (60)  serait  du  genre  zéro  ou 
du  genre  un.  Dans  le  premier  cas  l'intégration  s'eflectue  à  l'aide 
des  seules  fonctions  élémentaires,  dans  le  deuxième  cas  à 
l'aide  des  fonctions  elliptiques. 

Dans  le  cas  où  Téquation  (60)  peut  être  résolue  par  rapport 
à  y,  c'est-à-dire  est  de  la  forme 

y  =  r(j^,  (62) 

le  système  (61)  devient,  en  prenant  p  pour  variable  auxiliaire, 

L'intégrale  générale  résultera  de  l'élimination  de  p  entre 
y  =  f{p)ei 


f'M  dp  -h  c. 

p    -^ 


Les  deux  types  (55)  et  (60)  étudiés  dans  le  numéro  précé- 
dent peuvent  être  ramenés  l'un  à  l'autre  en  prenant  la  fonction 
pour  variable  indépendante  et  inversement.  Il  eût  donc  suffi 
de  se  borner  à  traiter  l'un  des  deux  cas. 

Cette  remarque  ne  s'applique  pas  seulement  au  numéro 
391.  En  général,  suivant  que  l'on  prend  a:  ou  2/  pour  variable 
indépendante,  l'équation  différentielle  change  de  forme  et  se 
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prête  avec  plus  ou  moins  de  facilité  à  l'iiitégration.  Par  exem-, 
pie,  l'équation 

devient,  lorsqu'on  considère  x  comme  la  fonction  et  y  comme 
la  variable  indépendante, 

et  sous  cette  forme  on  voit  qu'elle  s'intègre  aisément  puis- 
qu'elle est  linéaire  (n°  377). 


Procédé  par  clifféreiitialion. 
Équations  de  Lagrange  et  de  Clair aiit 


392.  Il  existe  des  équations  différentielles  du  premier  ordre 
que  Ton  parvient  à  intégrer  à  l'aide  d'une  différentiation 
préalable. 

Telle  est  Véquation  de  Lagrange 

y  =  X  oip)  -Y-  ^  (p)  (63) 

où 

dy 

^        dx' 

En  différentiant  (63),  on  obtient 

'pdx  =  o  [p]  dx  -f-  [_xo'  [p)  H-  'V  [p)'\  dp  =  0, 
ou 

dX  0'{  p)  <ll'     (p)  r.  ,r,,. 

-j-  H f-^ —  X  H 1   ,  ^^      =  0.  (64) 

dp        o  [p)  —  P     .       ^  [P)  —  P 

Cette  équation  est  linéaire  quand  on  y  considère  x  comme 
la  fonction  et  p  comme  la  variable  indépendante.  On  pourra 
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donc  l'intégrer  (n°  577)^  ce  qui  donnera  une  relation  entre  x 
et  jj,  et,  en  éliminant  jo  entre  cette  relation  et  l'équation  (03), 
on  aura  l'intégrale  de  cette  équation  (63). 

393.  L'équation 

y  =  f{x,p),  (65) 

plus  générale  que  celle  de  Lagrange,  ne  peut  que  rarement  s'in- 
tégrer en  suivant  la  marche  précédente. 

En  effet,  en  dérivant  par  rapport  à  x\  on  a 

^        èx       i>p  dx'' 

mais  celte  équation  différentielle  du  premier  ordre  en  ^  et  /> 
n'est  plus  en  général  linéaire  et  on  ne  saura  l'intégrer  que 
dans  des  cas  fort  rares. 

Toutefois,  si  on  sait  l'intégrer  par  un  procédé  quelconque, 
on  aura  une  relation 

6  {x,  p,  c)  =  0, 

où  c  désigne  une  constante  arbitraire,  et  il  suffira  d'éliminer 
p  entre  cette  relation  et  l'équation  proposée  (63)  pour  avoir 
l'intégrale  de  cette  équation  (63). 

394.  Le  procédé  par   différent iation    peut    être   présenté 
d'une  manière  un  peu  différente  : 

Soit  l'équation  différentielle 


F  {^,  y,  P)  =  0,  (66) 


où  p  désigne  -^ 


^       dx' 
En  dérivant  l'équation  (66)  par  rapport  h  x,  on  a 


ôF       ôP  dii       ^Y  dp       „  ,r.„. 

1 T^  H /-  =  0.  (07) 

iix       i)y  dx       f'p  dx  ^     ' 
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Supposons  que  cette  équation  dérivée  (67)  soit  de  la  forme 

ax 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x,  ?/,  etja  ;  ou  bien,  qu'on  puisse 
la  mettre  sous  celte  forme  en  combinant  convenablement  les 
relations  (66)  et  (67).  On  aura  l'intégrale  générale  de  la  proposée 
en  éliminant  p  entre  cette  équation  différentielle  et  la  relation 
Q  =  constante  ;  puis  l'élimination  de  p  entre  (67)  et  P  =  0 
donnera  la  solution  singulière. 

Ce  procédé  permet  d'intégrer  immédiatement  Véquation  de 
Clair  aut 

y  :=  px -\- '^  {p).  (68) 

On  a  ici 

Q=^         et         ^  =  x  +  ^'{p).  (69) 

Par  suite,  l'intégrale  générale  est 

y  =  Cx-  +  <];  (C)  (70) 

C  étant  la  constante  arbitraire,  et  la  solution  singulière  résul- 
tera de  l'élimination  de/»  entre  (68)  et  a?  4-  <I;'(p)  =:  0. 

L'équation  de   Clairaut  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particu- 
lier, mais  très  usuel,  de  l'équation  de  Lagrange. 

Equation  d'Eiiler 

305.  Soit  l'équation  dilïérentielle 

^ -h  4^  =  0,  (71) 

V'X       \/Y  ^ 

dans  laquelle  X  et  Y  désignent  les  polynômes  du  quatrième 
degré 

X  =  a  -h  jSj;  -h  yj;^  H-  oz'  +  sa;*    }_  /y.^ 

Y  ==  a  -+-  pj/  +  Y_?y-   -h  hf  -\-  tif    ) 
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Euler  a  montré  le  premier,  en  1761,  dans  les  Nouveaux 
commentaires  de  Pètershourg^  que  l'équation  (71)  avait  une 
intégrale  algébrique  exprimée  par  une  équation  de  la  forme 

\.-v\\{x-^y)^^{x'^xf)-\-'^xij-\-^xxj{X'V]j)^V.x''-\f-  =  ^.      (73) 

Six  ans  plus  tard,  dans  les  Mémoires  de  V Académie  de 
Turin,  Lagrange  disait  à  propos  de  cette  découverte  :  «  Cette 
«  intégration  est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  n'est  due 
«  qu'à  une  espèce  de  hasard  heureux.  J'ai  donc  cru  faire  un 
«  travail  avantageux  au  progrès  de  l'analyse  que  de  chercher 
((  une  méthode  directe  pour  intégrer  l'équation  (71). 

Voici  la  méthode  de  Lagrange  : 

Posons 

-— -  =  dt,         el  par  suite,  -!=  =  —  dt.         (74) 

i  étant  une  variable  indépendante  dont  x  et  y  seront  des  fonc- 
tions-. 

En  élevant  au  carré,  on  a 

dœy Y  ('^UY 

dï)    "^'  [dt 

d'où  l'on  déduit,  en  différentiant  par  rapport  à  /, 

fj  dx  d^x dX  dx 

dï  df-        dx  dt 

„  dy  d^y dX  dy 

"^  dt  dî^        dy  dt 

d  T*    du 
ou,  suppression  faite  des  facteurs  communs  ^^^    -^^- 


2  -  T-ô  =  -7—  =  3  +  2  Y  .2^  4-  û  0  js-  -H-  4  £  a;-* 
dt^        dx        '  ' 


(70) 


Si  donc  on  pose 

u  =  X  ^  ij  V  =  X  —  y,  (77) 


EQUATIONS    DIFFERENTIELLES    DU    TRIMIER    ORDRE  513 

on  aura 


d^ti       (Px       d^ij 
W'  ~  IC"  "^  'dit} 

3  1  l 

=:  p  +  Yt^  -{-  ^  0  {iC-  -h  v"-)  -\-  ^zii  {it}  -+-  3  v^)     y 

et 

du    dv        Idx       di/\  (dx       di/\        fd-vY-       /di/ 
dJ.  Ht  ~  \dt  "^  di)  \cU  ~  "dij  ~  \di)  ~  \di 

In  1 

=  X  —  Y  =  ^v  -H  ^{uv  +  r  OU  (3?i-  +  V')  4-  V  £w?;  (ti^  +  v"^ 


(78) 


(79) 


On  déduit  de  là,  en  retranchant  la  relation  (79)  de  l'équa- 
tion (78)  préalablement  multipliée  par  v 


dHi       du  dv        1  ^  ,  n 

'dT^-^t  dt  =--  2  ''   -^  '''' 


d'où,  en  multipliant  par  -^^  -^ 


2   r     (lu  dhi        /duV  dv']        ,.        ^ 
û^l''    dtdÏÏ-  [dt)    dt]  =  ^'  +  ^' 


.  du 

^')  dt 


Mais  les  deux  membres  de  cette  équation  sont  respective- 

1   /dicV 
ment  les  dérivées  par  rapport  à  ^  de  — ,  (-^  j   et  de  ou  -+-  s.u^. 

On  a  donc,  en  désignant  par  C  une  constante  arbitraire, 
1    /du' 


■)  \    ;w    —  C  ^  OU  4-  zir, 
V  \  dt/ 

dit 
etenfm,  en  substituant  à  u,  v,  -,-  leurs  valeurs  en  x  et  y, 

VX— V/'Y'1''_ 


1   =  G  -h  8  (a?  +  y)  -h  s  (07  H-  ?/)2  ;         (80) 


c'est  l'intégrale  de  l'équation  (71). 

Cette  intégrale  n'est  pas  rationnelle,  toutefois  il  est  aisé  de 
la  rendre  telle. 

Le  calcul  est  un  peu  long,  mais  il  ne  présente  aucune  diffi- 

Galcïïl  infinitésimal  33 
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(81) 


culte.  La  marche  consiste  à  effectuer  le  premier  membre,  à 
isoler  le  seul  radical  \/XY  qui  reste  alors,  puis  à  élever  au 
carré.  On  trouve  ainsi,  pour  l'intégrale  rendue  rationnelle, 
l'équation  (73)  dans  laquelle  les  coefficients  L,  M,  N,  P,  Q,  R 
ont  pour  valeurs 

L  =  -  C  a  -h  i  P^ 

M  =  —  -2  G  P  —  ocS  +  I  Py 

1  1  1 

N  =  ^^  G^  -  ^  Gy  -  as  -h  ^  f 

P  =  —  5  C^  —  2  as  —  .5  po  +  ^  Y^ 

Q  -  -  ^  C5  -  ps  +  ^  yS 
R  :=  _  Ce  M-  ^  Ô2 

Il  importe  de  remarquer  que  si,  dans  l'équation  proposée 
(71),  on  remplaçait  le  signe  -+-  par  le  signe  — ,  tout  ce  que 
nous  avons  dit  subsisterait,  et  l'intégrale  serait  la  relation  (80) 
où  l'on  changerait  le  signe  du  radical  \/Y.  Quant  à  l'intégrale 
rendue  rationnelle  (73),  elle  ne  changerait  pas. 

396.  Nous  devons  signaler  spécialement  deux   cas  partie 
culiers  usuels  : 
1«  Soient 


X  =  —  ^3  —  ^2  ^  +  4d?-^    ) 

^  =  —  9z  —  92y  -i- V  j' 


l'intégrale  de  (71)  sera 


2«  Soient 


X  =  (1  —  x^)  (1  —  k^  x^)   ) 

Y  ==  (1  —  1/)  (1  —  li^  1/)  y 


(82) 


(83) 


(84) 
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/i;2  étant  une  quantité  positive  et  moindre  que  l  ;  l'intégrale  de 
(71)  deviendra 

//X  —  \/Y\    ^C-hkUx-^yY  (85) 

V  ^—y  J 

397.  L'intégrale  précédente  (85)  peut  se  mettre  sous  une 
autre  forme  que  nous  allons  établir  directement. 

L'équation  différentielle  (71),  où  X  et  Y  ont  les  valeurs  (84), 
peut  s'écrire 

^     ,/Ydcc      _    I'     ^Xdy      _^,  ^gg^ 


1  —  /i^  «7^  y^        j    \  —  k'^  x^  y^ 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

En  intégrant  par  parties  la  première  intégrale,  on  a 


\/Y   dx      _        Xs/Y__         /P_«^_         OJYdx 

v-ie-x^f  ~~  r=^^  ^'  y'  ~~J    \/Y       /      ^ 

P  et  Q  étant  symétriques  par  rapport  h.  x  eiy. 

D'ailleurs  la  seconde  intégrale  de  l'équation  (86)  doit  se  dé- 
duire de  la  première  en  échangeant  les  variables  x  eiy,  on  a 
donc 

C    y/X  dy     _     yy/x  f^dx  _   Tq  ,^  . 

En  ajoutant  les  deux  relations  précédentes,  on  obtient  l'é- 
quation 

^T&lf-/(^-Q^-)(i-7l)  =  c' 

qui,  en  vertu  de  l'équation  différentielle  proposée,  se  réduit  à 
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C'est  la  forme  de  l'intégrale  que  nous  voulions  faire  con- 
naître. 

La  constante  C'  est  la  valeur  que  prend  y  pour  ^  =  0. 
Posons  actuellement 


dx 

=  u. 


\/{l  —  x'-)  (1  —  k^  a/) 

0 

d'où 

ce  =  SOI  u,   \J\  —  x^  =  en  u,   s/\  ~~  k^  x^  =  dn  u, 
et  de  même 

dy  

0 

d'où 

y  =  S7Z  V,  \/]  —  if  =  en  V,   v/r  —  k^^-  =  dnv. 

Nous  aurons,  en  vertu  de  l'équation  différentielle  proposée, 

dic  -+-  dv  =  0 
d'où 

Y  étant  une  constante.  Mais_,  pour  u  =  o,  on  a  x  ■■=  o,  u  =  y, 
y  =  sn^;lai  constante  G'  de  l'intégrale  (87)  est  donc  sn^{,  et 
cette  équation  (87)  devient 

,  .        smi.  cnv  dîi  v  +  snv.  cnu  dn  u     ,qo\ 

sn^l  ou  s«  {u  +  u)  =  ■ — f— — pTT T^TT v; \p°) 

'  ^  ^  1  — k^  [snu)- {snvy 

C'est  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  de  Jacobi. 
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On  obtient  d'ailleurs  facilement,  à  l'aide  des  relations  pré- 
cédentes, les  deux  autres  formules  d'addition 

,  .        cnu  en  V  —  sn  u  sn  v  dn  u  dtiv  /„,,. 

en  {u  +  V)  —  -. T-rpT TT-7 x2 •  (89) 

^  ■'  1  —  k-  [sn  uy  {sn  vy  ^     ' 

,    ,  .       dmi  dn  v  —  k"-  sn  u  sn  v  en  u  en  v        ,^^, 

dn  (u  -I-  v)  = -. Tir-, vw \^ (yU) 

^  ^  l  —  k'  {snuY  {snv)-  ^     ^ 

398.  Si,  dans  les  valeurs  (84)  de  X  et  de  Y,  on  pose 
00  =  sin  o,         y  =r.  sin  w 
l'équation  différentielle 

dx       dy        ^ 


deviendra 


\/l  —  F  sin^  cp        v^l  —  A;2  sin^ 


=  0.  (91) 


On  peut  l'intégrer  en  la  ramenant  à  la  forme  de  l'équa- 
tion de  Clairaut. 

A  cet  effet,  on  commence  par  rendre  l'équation  rationnelle 
ce  qui  donne 

c^c!>2  —  c/a)2  1=  k^  (sin^w  c?cp2  —  sin^tf  o^co^j. 

Puis,  on  fait  le  changement  de  variables 

I  =  cos  o:>  cos  cf  7)  :=  sin  co  sin  cp,  (92) 

à  l'aide  duquel  on  peut  exprimer 

dl^  —  dr^^  et  {^dri  —  r^dif  —  dq^ 

en  fonction  de  œ  et  de  cp  ;  on  constate  ainsi  que  le  rapport  de 
ces  deux  expressions  est  égal  à  k^.  De  là  résulte  l'équation 
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OU,  en  posant  1  —  A;^  =  k'-,  et  désignant  -—  par  p, 


d\ 


.       1 


r,  =  23^  _  ^  /l  —  /e'^  i3' 


C'est,  comme  nous  l'avions  annoncé,  une  équation  de  Clai- 
raut.  On  sait  (n°  394)  que  son  intégrale  générale  s'obtient  en 
remplaçant^  par  une  constante.  En  désignant  celte  constante 
par 

1 


v/1  —  ii-  sinV 

et  remplaçant  \  et  •/)  par  leurs  valeurs  (92),  on  obtient  pour 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (91)  la  relation 

cos  ]x  r=  cos  0)  cos  cf  —  siiî  w  sin  cp  y'i  —  /e-  sin-iJt.        (93) 

où  [j.  est  la  constante  arbitraire. 

Il  serait  facile  de  déduire  de  là  les  formules  (88),  (89),  (90) 
relatives  à  l'addition  des  fonctions  elliptiques  sn,  en,  dn. 


Théorie  du  facteur  intégrant 


399.  Soient  M  et  N  deux  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes X  Qiy 

Pour  que  l'expression 

M.dx  -\-  Ndij  (94) 

soit  une  différentielle  exacte,  il  faut  et  il  suffit  (n°  103)  que 
l'on  ait 

ôM       ôN  .Q„. 
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et,  si  cette  condition  est  satisfaite,  la  fonction  u,  dont  l'expres- 
sion (94)  est  la  différentielle  totale,  est  donnée  par  la  formule 

r 

^\dx  -t-     /       ^^dij  -+-  G 
2/0  *^2/o 

dans  laquelle  C  est  la  constante  arbitraire,  ^o,  ?/„  les  valeurs 
initiales  de  x  et  y,  et  enfin  Nq  la  valeur  que  prend  N  quand 
on  y  remplace  x  par  x^. 

Ordinairement,  la  condition  (94)  n'est  pas  remplie,  et  l'on 
est  alors  conduit  à  chercher,  avec  Euler,  s'il  existe  un  facteur 
V,  fonction  de  x  et  de  y,  propre  à  rendre  v  {}\dx  h-  ^dij)  diffé- 
rentielle exacte.  Telle  est  la  question  dont  nous  allons  nous 
occuper. 

400.  Théorème.  —  1°  //  existe  toujours  un  facteur  v,  fonc- 
tion d'x  et  d'y,  'propre  à  rendre  différentielle  exacte  le  premier 
membre  de  toute  équation  du  premier  ordre  Mc/a'  -f-  ^dy  =  0. 

2°  //  en  existe  même  une  infinité,  et  tous  sont  de  la  forme 
v'f(;u),  u  étant  la  fonction  dont  v{M.dx  -h  ^dy)  est  la  différen- 
tielle exacte. 

En  effet  : 

1"  Imaginons  que  l'intégrale  générale  de  Téquation  diffé- 
rentielle 

Mdcc  -j-  NWî/  =  0  (94) 

soit  résolue  par  rapport  à  la  constante  c,  c'est-à-dire  soit  mise 
sous  la  forme 

u  —  c  (96) 

u  étant  une  fonction  iïx  et  à'y  où  n'entre  plus  c.  Cette  résolu- 
tion est  toujours  possible  théoriquement .  Alors  c  se  trouve 
éliminé  ^diV  la  différentiation  de  (96)  et  la  relation 

'du   ,  ôM    ,  „  du  'dX 

—  dx  -\ rty  r=  0         ou  ~r-  =  —  r- 

hx  ôa?    -^  dx  hit 

hy 
est  identique  avec  l'équation  différentielle  proposée  ^  =  —  p^. 
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On  a  donc  identiquement 

Mt         Me 

M  =  N" 

Soit  V  la  fonction  dx  et  d'y  qui  exprime  la  valeur  commune 
de  ces  rapports  ;  on  aura 

—  =  Mu,       —  =  Nu      d  ou      V  (mdx  -\-  Ndii)  r=  —  dx  -\ du, 

bec  by  ^  •"       ^x  b\j     •^' 

=  du 

ce  qui  démontre  la  première  partie  du  théorème. 

2°  Si  V  est  un  facteur  tel  que  v  (Mcte  +  Nc?î/)  =  du,  on  aura, 
cp  iu)  désignant  une  fonction  quelconque  de  u, 

r 

vo  [u)  [Mdx  -v-  Ndy)  =  o  (w)  du  =  d.     j    o  {ii)  du 

donc  i^'f  (m)  est  encore  un  facteur  d'intégrabilité,  ce  qui  montre 
qu'il  en  existe  une  infinité. 

Il  reste  à  prouver  qu'il  n'en  existe  pas  d'une  autre  forme. 
Or,  soit  Y  un  facteur  quelconque  d'inlégrabilite'  autre  que  v, 
on  aura 

V  (M (te  +  ^dij)  =  du,         V  [Mdx  +  'Ndy)  ==  d\J 

d'où 

dU  =  ~du  (97) 

Celte  équation  montre  que,  si  l'on  fait  varier  x  et  y  de  telle 
sorte  que  u  reste  constant,  c'est-à-dire  qu'on  ait  du  =  0,  on 
aura  en  même  temps  dU  =  0  et  par  suite  U  restera  constant.  Il 
résulte  de  là  que  U  est  une  fonction  de  u  ;  car,  soit 

u  =  f[œ,])),         \]^^{x,ij)'. 

en  portant  dans  la  seconde  y  tiré  de  la  première,  on  aura 

U  =  F  {u,  x).    . 

Or,  si  X  restait  aussi  explicitement  dans  l'expression  de  U,  en 
faisant  varier  ^  et  y  de  façon  que  u  reste  constant,  U  ne  reste- 
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rait  pas  constant.  Donc  x  n'entre  pas  explicitement  dans  F, 
et  l'on  a  U  =  F  {li).  Par  suite,  en  vertu  de  (97),  on  a 

-  =  ^-  =  F'  [il)         d'où         V  =  vF'  (w)         ou         V  =  V©  {u) 

401.  Corollaires. 

1°  Si  Von  sait  trouver  d une  manière  quelconque  un  facteur 

V  d'intégrabilité,  on  obtiendra  l'intégrale  générale  de  r  équation 

différentielle  v  {Mdx  +  ^dy)  =  0  par  le  procédé  du  n°  399. 

De  plus,  en  égalant  à  zéro  l'inverse  -  du  facteur,  on  aura  Vin- 
tégrale  singulière. 
En  effet,  l'équation 

V  Qildx  4-  Ne??/)  r=  du 

mise  sous  la  forme 

1 

lAdx  -+-  ^dy  =  - .  du, 

montre  que,  pour  que  l'équation  différentielle  soit  satisfaite, 
c'est-à-dire  pour  qu'on  ait  Udx  h-  N<i//  =  0,  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  ait 

soit  du  =  0       d'où  u  =:^  c      ce  qui  donne  l'intégrale  générale, 

1 

soit  ~  =  0,       ce  qui  donne  donc  l'intégrale  singulière. 

Ce  dernier  résultat  peut  d'ailleurs  être  déduit  de  la  théorie 
des  solutions  singulières  (n°  369).  En  effet,  u  —  C  =  0  étant 
ici  l'intégrale  générale,  toutes  les  solutions  singulières  seront 
données  par  l'équation 

dx 
dy 

à  laquelle  se  réduit  alors  l'équation  (8),  Mais  -r-  n'est  autre 

que  le  facteur  v  qui  rend  l'équation  dy  —  f{x,  y)  différentielle 

{ 
exacte  (n°  400).  Donc  l'équation  ^  =  0  contient  toutes  les  solu- 
tions sino:ulières. 
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2°  Si  Von  a  trouvé  par  un  moyen  quelconque  deux  facteurs 
V  et  N  (Tinté grabilité,  on  aura  immédiatement  V intégrale  gé~ 
nérale  en  égalant  leur  rapport  à  une  constante. 

Car,   on  a  vu  que,  si  w  =  c  est  l'intégrale  générale^  on  a 

-  =  C3  (u)  ;       et  de       C5  (ti)  =  c,       on  tire      u  =  G. 

403.  La  détermination  du  facteur  v  dépend  de  f  intégration 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles. 
En  effet,  on  doit  avoir 

ô.  vM. ô.  uN 

dy        '    dx 

d'où,  en  développant 

N^iL-M^-^-.f^^-'-^Wo,  (98) 

'd.x  ôz/  \^y        i>œ  J  ^     ^ 

ce  qui  est  bien  une  équation  entre  une  fonction  v  inconnue 

des  deux  variables  x  et  y,  et  les  dérivées  partielles  —,  —,  de 

cette  fonction. 

On  verra  (dans  l'étude  des  équations  aux  dérivées  partielles) 
que  son  intégration  générale  dépend  précisément  de  V intégra- 
tion de  Vèquation  proposée.  Il  y  aurait  donc  là  un  cercle 
vicieux.  Mais  il  faut  observer  qu'il  n'est  pas  besoin  de  trouver 
la  solution  générale  de  cette  équation  ;  toute  solution  particu- 
lière de  l'équation  (98)  est  un  facteur  d'intégrabilité  de  la 
proposée.  Malgré  celte  remarque,  la  théorie  du  facteur  v  n'a 
guère  qu'une  importance  théorique. 

Nous  allons  maintenant  chercher  la  condition  que  doit 
remplir  une  équation  du  premier  ordre  pour  admettre  un 
facteur  d'intégrabilité  de  forme  spéciale. 

403.  Cherchons  la  condition  pour  que  Véciuation  du  pre- 
mier ordre 

dy  —  f  [x,  y)  dx  =  0 

admette  un  facteur  d'intégrabilité  qui  ne  dépende  que  de  x- 
seul. 
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Ici  on  a  N  =  i,  M  =  —  f{x,  y),  ^  =  0  ;  l'équation  (98)   se 
réduit  donc  à 


\-  V   '  ^      •'   =0         d 

ô^  cl?/ 


OU 


1  OU i^fi^'",  y) 

V  ôiT  ^y 


et  comme  le  premier  membre  est  fonction  d'^  seul,  il  faut 
qu'il  en  soit  de  même  du  second,  c'est-à-dire  qu'on  ait,  en 
désignant  par  P  une  fonction  d'x, 


^f  (^.  ?y)  ^  p 


d'où 


-r{^,y)=   /   ^dy=Pij-Q 


Q  étant   aussi  une  fonction  d'.:^:  seul.   L'équation  proposée 
devient  donc 


dy 
dx 


P2/  =  Q- 


(99) 


Quant  au  facteur,  on  a 


1  dv 

V  dx 


et  enfin 


d'où  loff  V  =r 


JPdcc 


Pdx, 


Amsi,  pow  qu'une  équation  du  premier  ordre  admette  tin 
facteur  dHntègrabilitè  fonction  d'x  seul,  il  faut  que  cette 
équation  soit  linéaire;  et  cela  suffit,  car  il  est  aisé  de  cons- 
tater que 

est  une  différentielle  exacte  ;  on  peut,  en  effet,  l'écrire 


e/P^^  cirj  -I-  y?  ef^^""  dx  -  /^^^ 


Q,dx 


d[yef^'-]  -  ef'''- Qdo 


et  enfin 


JP^^_     /   ^/^«^ 


Qdx 
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De  là  résulte  un  nouveau  moyen  d'intégrer  l'équation 
linéaire  du  premier  ordre  ;  en  effet,  l'équation  étant  mise 
sous  la  forme 


7/e 


on  a  immédiatement 


fPdx /      fPdx 


Qdx 


ye- 


/P^^_     /    p/P^^ 


(^dx  -■=  G, 


d'où  résulte  la  formule  connue  (n°  377) 


?/  =  ^' 


.fPdx 


Qe-^    '  ^  dx 


] 


404.  Cherchons  quel  est  le  fadeur  cT mtégrabilité pour  les 

équations  Udx  h-  Ne??/  =  0  homogènes. 

Si  l'on  pose  ^  =  t,  l'équation  proposée 

devient 

\:\  (0  +  i^i  (01  ^^^  +  ^^i  (0  ^^  =  0' 
et,  l'on  voit  que,  pour  séparer  les  variables,  il  faut  diviser  par 

X  i^  (t)  +  ^'^j  (01      ou      x'i^  {t)  -H  i/<Li  (t),       ou      Ma?  -h  Ny. 

Le  facteur  est  donc 


M^  -\-Ny 


On  peut  d'ailleurs  vérifier  que  si  M  et  N  sont  des  fonctions 
homogènes  de  même  degré  m,  l'expression 

~Mx  H-  Nî/"" 
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est  une  différentielle  exacte. 
En  effet,  la  condition 

M        \         /       N 


développée,  se  réduit  à 

\      ^X  ^y  j  \      'dX         "^  mj  J^ 

ce  qui  a  lieu,  puisque,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homo- 
gènes, la  première  parenthèse  est  égale  à  mM,  et  la  deuxième 

à  mi\. 

405.  Voici  encore  un  exemple  très  intéressant    de   la  re- 
cherche du  facteur  intégrant. 
Soit  l'équation 

{aydx  H-  hxdy)  -h  x''y  [a'ydx  4-  h'xdy)  =  0       (100) 

1 

Le  facteur  —  rend  intégrable  la  première  partie  qui  devient 

la  différentielle  de  log  (x^y'').  Les  facteurs  intégrants  de  la  pre- 
mière parenthèse  sont  donc  compris  dans  la  formule 

1 

—  o(x"ii'') 
xy  '^    •'  ' 

\ 

De  mème_,   le    facteur       ^  ,    „  ^  i  rend  intégrable  la  partie 
X  y 

x'^Hf  {a'ydx  -t-  h'xdy)  qui  devient  la  différentielle  de  log  [x^'y^')  ; 

les  facteurs    intégrants   de    cette    seconde   partie    sont  donc 

compris  dans  la  formule 

~~ — -.-,  Mx"'  y''') 

S'il  existe  un  facteur  intégrant  commun  aux  deux  parties, 
ce  sera  un  facteur  intégrant  de  leur  somme,  c'est-à-dire  du 
premier  membre  de  l'équation  proposée  (100),  Or,  prenons 
respectivement 

{x'^y^)^,        [oC^'i/Y 


526  CHAPITRE    XI 

au  lieu  de  ç»  et  de  tj;  ;  les  deux  facteurs  intégrants 

2^~  - (^"^'')  et  ^m+  l  yn  +  ï  (^""y'^y 

seront  identiques  à  condition  de  choisir  X  et  [x  tels  qu'on  ait 
les  relations 

«X  =  a'fj.  —  m,         bl  =  b'y.  —  n. 

Nous  aurons  donc  de  la  sorte  un  facteur  intégrant  du  premier 
membre  de  l'équation  (100). 

Les  deux  dernières  relations,  en  X  et  ix,  sont  incompatibles 
si  le  déterminant  ab'  —  ba'  est  nul  ;  mais  alors  l'équation  pro- 
posée devient  une  équation  à  variables  séparées  et^  par  suite, 
s'intègre  immédiatement. 

406.  La  considération  du  facteur  intégrant  intervient  utile- 
ment dans  la  théorie  des  cartes  géographiques. 

Nous  avons  dit  (tome  l*"",  n°  540)  qu'il  était  toujours  pos- 
sible de  représenter  une  surface  donnée  sur  un  plan  en  conser- 
vant les  angles. 

Pour  démontrer  cette  proposition  fondamentale,  il  s'agit 
de  faire  voir  qu'il  est  toujours  possible  de  résoudre  l'équa- 
tion (tome  I^  n°  537) 

Edu^'  +  2  Ydudv  +  Grfu^  =  X^  {dX.^  -h  dX^) 

dans  laquelle  E,  F,  G  sont  des  fonctions  connues  de  u  et  de  v, 
tandis  que  X,  X,  Y  sont  des  fonctions  inconnues  des  mêmes 
variables. 

L'équation  précédente  peut  s'écrire 

1    V^du  +  ¥dv  4-  idv  /eG  —  F^         ¥.du  +  ¥dv  —  idv  /eG  —  FM 

=  IdX  -^  idX]  [dy.  —  idX] 
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Désignons  par  m  -h  ni  un  facteur  intégrant  de  la  première 
parenthèse,  m  et  n  étant  réels.  Nous  aurons 


,  /Eclu  4-  Vdv  +  idv  ^EG  —  F^ 
(?n  -h  ni)  I  T= )  =  c?X  +  2riY, 

[m  —  7ii)  (  -=z — \  =  dX  —  idY, 

«t  enfin,  en  multipliant  les  deux  relations  précédentes  membre 
à  membre 

dX'  +  d\^  =  (m^  -h  n^)  [Edic''  -+-  2  Fdudv  4-  Gc^u^)^ 
Les  fonctions  X  et  Y  sont  donc  trouvées  ainsi  que  la  fonction 

1 

y  m-  H-  71- 

La  possibilité  de  la  réduction  considérée  est  ainsi  établie. 

407.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  quelques  applica- 
tions géométriques;  nous  supposerons  d'ailleurs  que  les  axes 
de  coordonnées  sont  rectangulaires  et  que  dans  les  n°^  408 
à  418,  les  courbes  considérées  sont  planes. 


Problèmes  relalîfs  aux  tangentes  et  aux  normales 

408.  Trouver  une  courbe  telle^  que  la  distance  de  l'origine 
à  ses  tangentes  ait  une  valeur  constante  a. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée  est  évidem- 
ment 

dy 


ij  —  x 


dx 


\/'  \d. 


dyV' 


En  la  résolvant  par  rapport  k  g,  on  a 


dij 


0  (^r; 
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c'est  une  équation  de  Clairaut  (n°  394). 
L'intégrale  générale  est 

r/  =  Cx  -t-  a  v^l  -h  (?'  ; 

C  étant  une  constante  arbitraire  ;  elle  représente  une  infinité 
de  droites,  et  la  solution  singulière 

■^^  ~t-  2/^  =  a 

représente  une  circonférence  à  laquelle  toutes  ces  droites  sont 
tangentes. 

409.  Trouver  une  courbe  telle  que  le  produit  des  distances 
de  deux  points  fixes  F  et  F'  à  la  tangente  ait  une  valeur 
donnée  b^. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  FF'  et  pour  axe  des  ?/ 
la  perpendiculaire  à  FF'  menée  par  son  milieu  0  ;  désignons 

en  outre  OF  par  c,  et  -f-,  par  p,  nous  aurons  pour  équation 
différentielle  de  la  courbe 

y  —  px  +  pc  yjziJELir  V^  _  j2 

y/l  H--  p^         *         \/\  ^p^      ~" 

d'où  l'on  tire,  en  posant  h^  h-  c^  =  a^, 

y  =  px  -+-  \la^  p^  -h  h- 

c'est  encore  une  équation  de  Clairaut. 
L'intégrale  générale  est  donc 


y  T=  mx  +  ^a^  tnr  -\-  b^ 

m  étant  une  constante  arbitraire  ;  elle  représente  une  infinité 
de  droites,  et  la  solution  singulière  représente  une  ellipse 

a-        b- 
à  laquelle  toutes  ces  droites  sont  tangentes. 
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410.  On  est  aussi  amené  à  une  équation  de  Clairaut  par 
la  question  suivante  :  trouver  une  courbe  telle  que  la  portion 
de  tangente  comprise  dans  V angle  XOY  ait  une  longueur 
donnée  a.  En  désignant  toujours  par  p  le  coefficient  angu- 
laire -j- ,  on  a,  pour  l'équalion  différentielle  de  la  courbe, 


/  0/  TJ'TjX^ 


d'où  l'on  déduit 

ap 


y  ■=  px  -H 


L'intégrale  générale 

aC 


y  r=z  Cas  ^ 


Vi  -^c^ 


représente  une  infinité  de  droites,  et  la  solution  singulière 
représente  une  courbe 

2  2  2 

x^  -{-  y^  :=  a'^ 

à  laquelle  toutes  ces  droites  sont  tangentes.  Cette  courbe  (voir 
les  Traités  dé  Géométrie  Analytique)  est  une  épicycloïde  dé- 
crite par  un  point  d'une  circonférence  roulant  dans  un  cercle 
de  rayon  quadruple. 

411.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'ordonnée  à  V origine  de 
la  tangente  soit  égale  à  K,z;™z/". 
On  a  immédiatement 


dx 
ou 

dx      X  ^ 

C'est  une  équation  de  Bernouilli  (n"  379J. 

Calcul  infinitésimal  34 


530  CHAPITRE    XI 

En  posant  i/—'^  =  ^,  on  ramène  cette  équation  à  la  forme 
linéaire 

~  —  ^-^^^  ^  -+-  K  (1  —  n)  X-'-'  =  0, 
dx  X  ^  ' 

d'où,  en  intégrant  (n°  377), 


z  =^  x"- 


C  —  K  (1   —  n)        /     X^n-rn-1   ^l^    \ 


Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  m,  -\-  n  —  1  est  nul  où 
différent  de  zéro. 

Lorsque  m  h-  n  —  1  est  nul,  l'intégrale  qui  figure  dans  le 
crochet  estlog^',  et  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée 
est 

lyi  -  »  =  a;'  -"  [G  —  K  (l  —  n)  log  »•]. 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 

Si  m  -H  n  —  1  est  différent  de  zéro,  l'intégrale  entre  crochets 
a  pour  valeur 

'in-\-n  —  1 
et,  par  suite,  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  est 

•^  tn  -i-  71  —  1 

Signalons  deux  cas  particuliers  intéressants  :  Pour  m  =  0  et 
n  =:  2,  on  a  des  hyperboles  ;  et,  pour  m  =  0  et  w  =  —  1  on  a 
des  ellipses  ou  des  hyperboles. 

41!S.  Trouver  une  courbe  pour  laquelle  la  longueur  de  la 
normale  est  une  fonction  donnée  de  la  distance  de  l'origine 
au  point  où  la  normale  rencontre  Taxe  ox. 
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L'équation  différentielle  est 


o31 


Elle  s'intègre  par  différentiation  (n°  393). 

En  effet,  en  différentiant  on  a,  après  quelques  réductions, 


dx 


vj 


dx] 


-/M--.i 


dx 


^  dx] 


De  là  deux  solutions 


d    f  dy 

dx  \  -^  dx 


dy 

dx 


\/'-(ir 


r{^^y%)='- 


(102) 
(103) 


La  première  donne 


dii 


:io4) 


a  désignant  une  constante  arbitraire,  et  on  obtient  l'intégrale 

clu 
générale  de  l'équation  proposée  (101),  en  éliminant  -r-  entre 

(101)  et  (104);  on  trouve  de  la  sorte 

qui  représente  une  suite  de  cercles  ayant  leurs  centres  sur  l'axe 
ox. 

La  solution  singulière  résultera  de  l'élimination  de  a  entre 
l'équation  précédente   et  sa    dérivée  par  rapport   à  a  ;  par 

exemple,  pour  f{x)  =  \/2mx,  on  aura  y^=z^2mx  -+-  m'^  qui 
représente  une  parabole. 
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Problème  des  irajectoires 

418.  En  géométrie  pure,  on  nomme  trajectoire  la  courbe 
(L)  qui  coupe  sous  un  angle  constant  V  toutes  les  lignes  (C), 
(C),  (C"),  ....  que  représente  l'équation 

Y(^x,ij,a)  =  0  (105) 

lorsqu'on  fait  varier  le  paramètre  a  d'une  manière  continue. 

La  recherche  de  la  courbe  (L)  a  beaucoup  occupé  les  géomè- 
tres et  notamment  les  Bernoulli,  dès  l'origine  du  Calcul  Inté- 
gral. 

Soit  M  {x,y)  le  point  où  la  trajectoire  (L)  coupe  l'une  quel- 
conque (G)  des  lignes  (C),  (C),  (G"),  Désignons  tgVpar  K 

et  appelons  respectivement  X  et  y  les  coefficients  angulaires  au 
point  M  des  tangentes  à  (L)  et  à  (C).  Nous  aurons 

Mais  >^  est  la  valeur  de  ^  pour  la  courbe  (L)  tandis  que  y  est  la 

valeur  de  cette  dérivée  pour  la  courbe  (G)  c'est-à-dire  est 
égal  à 

La  relation  (106)  devient  donc 

d^       /^  _  ôF\ 

dx  \^x  '  ^y  j 


ou 


/ôF       ,.  ôF\  dij       /ôF  ôF\ 


\by  àxj  dx        \ùx  î)y J  '  ^       ^ 

et  l'on  aura  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire  en  élimi- 
nant le  paramètre  a  entre  (103)  et  (107)  ou  (108). 
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414.  La  solution  se  simplifie  lorsque  l'angle  V  est  droit;  la 
trajectoire  est  alors  dite  orthogonale,  et  son  équation  différen- 
tielle s'obtient  en  éliminant  le  paramètre  a  entre  la  relation 
(iOo)  et  l'équation 

^^-1  =  0-  W 

415.  Gomme  application,  cherchons  la  trajectoire  des  lignes 
représentées  par  V équation 

En  suivant  la  marche  indiquée  au  n°  113,  on  obtient  pour 
l'équation  différentielle  de  la  trajectoire  une  équation  homo- 
gène qu'on  traitera  par  le  procédé  du  n°  373. 

Ce  calcul  et  le  résultat  auquel  il  amène  n'offrent  aucun  in- 
térêt, sauf  dans  le  cas  où  ?2  =/?  =  1.  11  s'agit  alors  de  trouver 
la  trajectoire  du  système  des  droites  z/  =  «5:  passant  par  l'origine. 

L'équation  (108)  est  ici 

\  ax]        dx 

et,  en  éliminant  a  entre  les  deux  dernières  équations,  on  a 

K  {xdœ  -t-  ydy)  =  [xdy  —  ydx). 

Cette  équation  différentielle,  s'intègre  immédiatement  ;  car 
on  reconnaît,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  x^  +y'^ , 
que  les  parenthèses  sont  respectivement  les  différentielles  de 

log  y  x^  -f-  y-  et  de         arc  tang  ~ 


X 


L'intéi2rrale  est  donc 


K  log  \l x'^  -j-  y2  _-  a,.g  lang  M  +  C, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

En  passant  aux  coordonnées  polaires,  on  a 

K  loff  r  =  w  H-  G 
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OU 

(o_-f_C  u 

C  étant  une  nouvelle  constante.  Les  trajectoires  sont  donc  des 
spirales  logarithmiques  ayant  l'origine  pour  point  asympto tique. 

416.  Si  on  voulait  les  trajectoires  orthogonales  des  lignes 

les  équations  (109)  seraient 

tjn  =  aoc^',         a'pxv-  ^  dy  -h  wî/"~  »  <iy  r=  0, 

d'où  résulterait^  par  l'élimination  de  «,  l'équation  différentielle 

nxdx  -H  'pydy  =  0 

dont  l'intégrale  générale 

nx^  +  'py'^  ■=-  G 

représente  des  ellipses  ou  des  hyperboles  semblables  et  concen- 
triques suivant  que  n  etp  sont  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires. 

41  T.  Comme  second  exemple,  cherchons  les  trajectoires 
orthogonales  des  tangentes  à  une  courbe,  c'est-à-dire  (n°  349, 
tome  1)  les  développantes  de  cette  courbe 

Soit 

y  =  ma:  h-  f{m)  (110) 

l'équation  générale  des  tangentes  à  la  courbe  considérée;  m 
est  le  coefficient  angulaire  et  /(m)  est  une  fonction  qui  dépend 
de  la  nature  de  la  courbe. 

Pour  obtenir  l'équation  différentielle  des  trajectoires  ortho- 
gonales de  la  série  de  droites  que  représente  l'équation  (110) 
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lorsqu'on  fait  varier  le  paramètre  m,  il  faut  éliminer  ce  pa- 
ramètre entre  la  relation  (110)  et  l'équation  (109)  qui  est  ici 

TO  —  4-  1  =  0. 
dx 

Mais  il  est  plus  commode,  pour  ce  qui  suit,  de  prendre  pour 
paramètre  variable  l'inverse  K  de  m  changé  de  signe,  c'est-à- 
dire  de  poser 

K  =  -i. 

m 

L'équation  générale  des  tangentes  (110)  prend  alors  la  forme 

^  =  _  Ky -H  cp  (K).  (111) 

et  l'équation  (109)  devient 

dx  ' 

K  s'élimine  immédiatement  entre  les  deux  dernières  équations, 
et  l'on  a  pour  l'équation  différentielle  des  trajectoires 

C'est  une  équation  de  Lagrange.  On  sait  (n"  392)  comment  on 
l'intègre  en  la  ramenant  à  la  forme  linéaire.  Nous  ne  déve- 
lopperons pas  ce  calcul  qui  n'estnidifflcileni  élégant,  et  nous 
nous  bornerons  à  donner  le  résultat  de  cette  intégration. 
En  posant 

î|)  =  np)       e,       y^.,  =  e(,) 

On  obtient  les  coordonnées 

X  =  --^ —  e  (p)  4-  c 

y  =  <V(p)~-7=L=r6(p)  +  c] 

d'un  point  quelconque  de  la  trajectoire  exprimées  en  fonction 
d'un  paramètre  p. 
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418.  Considérons  en  particulier  le  cas  de  la  développante 
de  cercle 

L'équation  de  la  tangente  au  cercle 

en  fonction  du  coefficient  angulaire  est 

y  =  mx  +  R  V  1  +  in-, 

et  il  faudra  éliminer  le  paramètre  m  entre  cette  équation  et  la 
relation  (109)  qui  se  réduit  ici  à 

fn^  -1-1=0. 
dx 

L'équation  différentielle  de  la  développante  est  donc 

{xdx  +  ydijf  -f-  R^  {dx^  +  dtf)  =  0 

ou,  en  passant  aux  coordonnées  polaires  p  et  œ, 

p2.  dp-  -f-  R2  [df  -H  p2c^a)2j  =  0  ; 
on  lire  de  là 

riw  =  — jr dp 


et,  en  intégrant, 


-i-  G  =  —  n  v/p"  —  R^  -\-  arc  sin  - 
R  p 


Lignes  de  courbure 

419.  Les  projections,  sur  le  plan  desa^y,  des  lignes  de  cour- 
bure d'une  surface  ont  pour  équation  différentielle  (tome  1, 
n"  488) 

[(i+.V-..^]@)V[(l  +  .^)^'-(l-^.^)^]|^^^^3^ 


pqr 


(1  4-p^)s]=0 
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OÙ  p,  q,  r,  S,  t  désignent  respectivement,  suivant  l'usage,  les 
dérivées  partielles 

&5-         ô^         &^  ô^^  h'^Z 

qui  sont  des  fonctions  données  de  x  et  de  y. 

On  ne  sait  intégrer  cette  équation  que  dans  des  cas  particu- 
liers. Nous  ne  considérerons  ici  que  les  lignes  de  courbure  du 
paraboloïde  elliptique  et  de  l'ellipsoïde;  nous  avons  d'ailleurs 
obtenu  par  une  autre  voie  (tome  1,  n°  495)  celles  de  l'ellipsoïde. 

420.  Soit 

l'équation  du  paraboloïde  elliptique.  On  a 

p  T=  -      ç  '-=  i^     '>'  =  -,     s  =  0,     t  --=  -  -, 

^        a^       ^        b  a  0 

et  l'équation  (113)  devient 

en  posant 

|=A       et       a{a  —  h)  =  B.  (116) 

En  faisant 

x^  =  X,        if=  Y, 
puis  résolvant  par  rapport  à  Y,  on  donne  à  l'équation  la  forme 


C'est  une  équation  de  Clairaut.  On  obtient  l'intégrale  générale 

(n°  394)  ei 
qui  donne 


n°  394)  en  remplaçant  -ry-  par  une  constante  arbitraire  G,  ce 


^  =  CX-j4^g  (118) 
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OU,  en  revenant  aux  anciennes  variables, 

Tir 

et  enfin,  en  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs  (U6), 

^  6  H-  aC  ^       ^ 

Les  projections  des  lignes  de  courbure  sont  donc  des  ellipses 
ou  des  hyperboles  suivant  que  la  constante  arbitraire  C  est  né- 
gative ou  positive. 

4^1.  Soit  maintenant 

f:  +  |-:+?;=l         a>S>o  (121) 

l'équation  de  l'ellipsoïde.  On  a  ■       . 


¥z 


a^  P  z-    ^        ^  /'  a-h~z-    -^  a~  b^  z- 

et  l'équation  (113)  devient  la  même  équation  (115)  que  pour 
le  paraboloïde  ;  la  seule  différence  est  relative  aux  valeurs  de 
A  et  de  B  qui  sont  ici 

__  g^-  [h^  —  c"-)  R  _  «L(«_Lzi^  (\o<)\ 

En  portant  ces  valeurs  dans  (119)  on  aura  l'équation  des  pro- 
jections des  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  des  xy. 

On  voit  aisément  que  ces  projections  sont  :  1°  pour  l'un 
des  systèmes,  des  ellipses 

--2  -H  ^  =  1 

u  et  V  désignant  les   coordonnées  d'un  point  de  l'hyperbole 

ai  62  —  c2 


—   ?)    —  n'' 
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2°  pour  l'autre  système,,  des  hyperboles 
^  _  2/J  —  1 
u  et  V  désignant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse 


b'  R^  — 


c^  a~  —  c^ 


Ajoutons  encore  qu'en  projection  sur  le  plan  du  grand  axe 
et  du  petit  axe  les  lignes  de  courbure  des  deux  systèmes  sont 
des  ellipses. 


Lignes  asymi^to tiques 

432.  Les  projections  sur  le  plan  des  xy  des  lignes  asymp- 
totiques  d'une  surface  :;  =  f{x,  ij)  ont  pour  équation  diffé- 
rentielle (tome  T,  n°  309) 

rdx''  +  2sdxdy  -+-  tdif  =  0.  (123) 

Cette  équation  ne  peut  être  intégrée  que  dans  des  cas  parti- 
culiers dont  nous  allons  donner  des  exemples. 

423.  Considérons  d'abord  les  Cono'ides.  Leur  e'qualion  est 

z  =  yf{x)-  (124) 

on  en  tire, 

V  =  yf  {x)        q  =  f{x) 
r  =  yf'{x),         s  =  r{x),         ^  =  0; 

l'équation  différentielle  (123)  devient  alors 

L    /  (^)  VA 
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c'est  le  produit  de  deux  facteurs  qui  s'intègrent  immédiate- 
ment. Le  premier  donne 

X  =  constante, 

qui  répond  aux  génératrices  rectilignes.  Le  second  donne 

log  f  {x)  +  log  if  =  log  C] 
d'où 

y^f'{x)  =  C  (125) 

qui  représente  les  projections  sur  le  plan  des  xy  des  lignes 
asymptotiques  du  deuxième  système. 

Dans  le  cas  particulier  du  paraboloïde  hyperbolique,  on  a 
f{x)  =r  ic  et  l'équation  (125)  devient  y  =  c;  c'est  le  second 
système  de  génératrices  rectilignes. 

Un  autre  cas  particulier  intéressant  est  celui  de  Vhèlicoïde 
à  plan  directeur  c'est-à-dire  de  X^surfacede  la  visa  filet  carré. 
L'équation  de  cette  surface  est 

^=.ytang|; 


on  a  donc  ici 


d'où 


f(x)  =  tang  ~ 


'  ^  ''  X  ail' 

a  cos^  -  ^ 


et  l'équation  (123)  devient 

X'  -\-  y-  =  a  C. 

Les  lignes  asymptotiques  du  second  système  se  projettent 
donc  sur  le  plan  des  œ  y  suivant  des  cercles  ayant  tous  pour 
centre  l'origine. 
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424.  Comme  second  exemple,  lious  allons  chercher  les 
lignes  asymploliques  de  la  surface  du  quatrième  degré  (*) 

a^-  ^    h^-  +  c^  —  ^    ■    a^b^  ^^■'^^ 

qui  est  une  variété  de  \ Arrière  voussure  de  Marseille. 

Lorsque  on  attribue  aux  quantités  a'  et  b"-  les  valeurs  par- 
ticulières 

cos^ô'  sin^Ô' 

la  surface  devient  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  distan- 
ces à  deux  droites  se  coupant  sous  l'angle  2  6  est  constante. 

Les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  (126)  s'obtiennent 
aisément  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 

En  calculant  r,  s,  t  et  portant  ces  valeurs  dans  (123),  on 
obtient,  pour  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques 

(V"  —  h-)  dx"^        2xij  dxdy       [x-  —  a~)  dy^ „ 

ce  qui  peut  s'écrire 

adx  bdy  

adoc bdy  ~  y    xij  —  ab  '  ^^^ 


00^  —  a^       y^  —  b^ 

Posons  actuellement 

adx  bdy  ,/',       , 

x^  —  a^       y-  —  b^         ^ 
adx  bdx  i —    , 

les  racines  e^,  e^,  e^,  qui  définissent  j^w  étant  telles  que 

e^  =  —  6-2,         63  =  0. 

*)  Eugène  Rouché,  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  S  mars 
1877. 
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Nous  aurons,  en  Intégrant, 

(x  —  a)  {y  —  h) 


/  {X  -  a)  [^y -_oi         /      _  /  - 

Y   {X  -h  a)  (y  +  ô)        ^^''       ^^  ^  ^^' 


(a:  —  g)  {y  h-  &) 
(.x^  +  «)(//—  b) 

et,  par  suite, 


V/'u  —  ^i  -1-  V /'ï 


(128) 


xii  -\-  ah  ,  a^v  —  aô 

pu  =  e,  ,  pv  =  e,  ■' 

s/(po^  _-  «2)  (^2  _  ^2)  v/(^'  —  a')  (2/'  —  &') 

L'équation  (127)  devient  ainsi 

du  zh  c?(;  =  0 

et  les  lignes  asymptotiques  sont 

w  -h  u  =  const  et  u  —  v  =  const 

Revenons  maintenant  aux  relations  (126).  En  les  multipliant 
et  les  divisant  tour  à  tour  membre  à  membre,  puis  en  ré- 
solvantparrapportàa7et?/les  équations  ainsi  obtenues,  on  trou- 
vera facilement  les  coordonnées  j: et?/ d'un  point  quelconque  de 
la  surface  en  fonction  de  u  et  de  v  ;  l'équation  (126)  donnera 
ensuite  z. 

41^5,  On  peut  remarquer  que  les  lignes  asymptotiques  sont 
algébriques(*).  En  effet,  l'équation  w  -i-  y  =  constante  peut 
s'écrire 

p{u-^v)=.\  (^^^y  -/,t.  -pv  =  const.    (129) 

Les  équations  difîérentielles  qui  définissent  u  et  v  en  fonction 
de  X  et  de  y,  jointes  aux  équations  (128),  donneront  pour  jow, 
pv,  p'ii,  p'v,  des  fonctions  algébriques  de  .r  et  de  ?/  ;  l'équa- 
tion précédente  (129)  est  donc  algébrique  en  œ  et  y. 

(*)  Cette  remarque  est  due  à  M.  Lucien  Lévy. 


CHAPITRE  XII 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

D'ORDRE  QUELCONQUE  A  DEUX  VARIABLES. 

CAS  D'ABAISSEMENT 


Intégrale  générale 

456.  Nous  avons  étudié  dans  le  chapitre  précédent  l'inté- 
gration des  équations  ditrérentielles  du  premier  ordre  à  deux 
variables 


K-'^'iO=°- 


Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  l'intégration  des 
Equations  différentielles  à  deux  variables  d'ordre  quelconque  n 
supérieur  au  premier 


Admettons  que  lafonctionFsoitcontinuelorsquela  variable .37 
reste  comprise  entre  certaines  limites,  et  désignons  par 
^0'  2/o)  à''o'  •••  yo*-""^^  ^^^  quantités  arbitraires.  Il  existe  alors 
une  fonction 

y  =  o(x,  œ„  y„  y\,...  y,(»-  '))  (2) 

et  une  seule^  jouissant  de  la  double  propriété  de  satisfaire  à 
V équation  (1)  et  de  prendre  ainsi  que  ses  dérivées  les  valeurs 

^0.  y\->  y\,  ■■'  Vû^"-'^  pour  x=^x^. 
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C'est  à  Cauchy  qu'est  due  la  première  démonstration  rigou- 
reuse de  ce  théorème  fondamental.  Mais,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit  (ti°  365)  à  propos  des  équations  difîérenlielles  du 
premier  ordre,  cette  démonstration  malgré  les  simplifications 
qu'elle  a  reçues  depuis,  est  encore  trop  compliquée  pour  être 
rapportée  ici  ;  nous  renverrons  sur  ce  sujet  au  Cours  d'Ana- 
lyse de  M.  Jordan  ou  au  Traité  d'Anahjse  de  M.  Picard. 

On  donne  à  l'équation  (2)  le  nom  (ïintégrale  générale  de 
l'équation  différentielle  (1). 

4S7.  Supposons  que,  par  un  procédé  quelconque,  on  ail 
obtenu  une  équation 

^'(^,  y,  C,,C,...,  C„)  =  0  (3) 

renfermant  n  constantes  arbitraires  Cj,  C.j,  ...  Cn  et  d'où  l'on 
peut  tirer  une  valeur  de  y  satisfaisant  à  l'équation  différen- 
tielle (1)  d'ordre  n.  L'intégrale  générale  de  (1)  étant  unique, 
l'équation  (3)  coïncidera  avec  celte  intégrale  générale  pourvu 
qu'on  puisse  attribuer  aux  constantes  des  valeurs  telles  que 
y  et  ses  n  —  1  dérivées  prennent  des  valeurs  arbitraires  quand 
on  donne  à  x  une  valeur  choisie  à  volonté. 

Cette  dernière  condition  sera  remplie,  si  du  système  formé 
par  l'équation  (3)  et  ses  n  —  1  dérivées,  on  peut  tirer  pour 
Cl,  Ca,  ...  Cn  des  valeurs  bien  déterminées  en  fonction  de 

dy        d" ~^y  . 
'°'y'dx""lb6^^' 

car  alors,  on  pourra  faire  correspondre,  à  une  valeur  quel- 
conque de  X,  des  valeurs  arbitrairement  choisies  pour  y  et  ses 
n  —  1  dérivées. 

438.  Considérons  deux  exemples  simples  : 
l''  Admettons  qu'on  ait  trouvé 

y  =  Ce«'^  -^  C'e«'^  (4) 

pour  une  solution  d'une  équation  différentielle  du  second 
ordre  E  ;  C  et  C  sont  des  constantes  arbitraires,  et  les  nombres 
a  et  a'  sont  supposés  différents  l'un  de  l'autre. 
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En  différentiant  (4)  on  aura 


^  =  Cae"''  4-  C'a'e^'-  ;  (5) 


et,  si  l'on  résout  (3)  et  (5)  par  rapport  à  C  et  à  G',  on  voit  que 
le  dénominateur  commun 

(a  —  a^i"  +  "')=" 

est  différent  de  zéro.  Par  suite,  quelque  valeur  finie  qu'on 
assigne  à  x,  les  équations  (4)  et  (3)  donnent  pour  C  et  G'  des 
valeurs  finies.  L'équation  (4)  est  donc  l'intégrale  générale  de 
l'équation  différentielle  E. 

Si  l'on  avait  a'  =  «,  il  n'en  serait  plus  de  même.  Aussi 
bien,  dans  ce  cas  particulier,  l'équation  (4)  devient 

2/  =  (C  -+-  C')e^\ 

Il  n'y  a  donc  qu'une  seule  constante  arbitraire  G  -4-  G'. 
2°  Supposons  qu'on  ait  trouvé 

y  =  Csin(.r  --h  a)  4-  Csin(cc  -+-  a')  4-  G"sin(a;  -+-  a")     (6) 

pour  une  solution  d'une  équation  différentielle  du  3*^  ordre  F. 
En  différentiant  deux  fois,  on  aura 

-J-  z=  G  cos  [oc  -i~  a)  —  C  cos  {00  -+-  a')  —  C"  cos  {x  -\-  a")    (7) 
^^  =  _  C  sin  (x  -i-  a)  —  G  sin  {œ  -1-  a')  —  C'sin  (x  -h  a")  ;  (8) 
or  les  équations  (6)  et  (8)  donnent 


dx'^ 


y 


en  sorte  que,  dès  qu'on  a  fixé  ij,  -i^{  ne  peut   pas    recevoir 

une  valeur   arbitraire.    Donc,   l'équation  (6)  ne  saurait  être 
l'intégrale  générale  de  F. 

Calcul  infinitésimal  35 
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On  voit  d'ailleurs  que  la  relation  (6)  développée  se  réduit  à 
la  forme 

y  =  A  sin  X  -\~  B  cos  oc  ; 
elle  ne  renferme  que  deux  constantes  arbitraires. 

Iiitéarrales  des  tlivei's  ordres 


4S9.  Puisque  l'équation  différentielle  (1)  ne  renferme  plus 
les  constantes  Ci,  Cj,  ...  C„  de  l'intégrale  générale  (3),  c'est 
qu'on  n'a  pu  déduire  (1)  de  (3)  qu'en  difîérentiant  n  fois  <j/  =  0 
et  éliminant  les  n  constantes  entre  la  relation  (];  =  0  et  ses  n 
dérivées. 

Si  l'on  veut  faire  disparaître  de  (3)  seulement  i  constantes 
Cj,  (j2,  ••.  G;  il  faudra  exécuter  n  —  i  difTérentiations.  Ainsi, 
pour  fixer  les  idées,  prenons  i  =  2.  On  ditïérentiera  deux 
fois  l'équation  4^  =  0  !  puis  on  éliminera  Ci  et  C^  entre  les 
équations 

^F  =  0   —  =  0,  -—  =  0. 

'  dx  .  dx^ 

Mais  on  pourra  aussi  éliminer  d'abord  C^  entre  <\i  =  0  et  -t^,  =  0, 

puis  éliminer  Cg  entre  l'équation  ainsi  obtenue  et  sa  dérivée. 
De  quelque  manière  que  l'on  procède,  on  parviendra  tou- 
jours à  la  même  équation  différentielle  du  second  ordre.  En 
efîet,  si  par  deux  marches  dilTérentes  on  arrivait  à  deux  équa- 
tions distinctes  du  second  ordre,  l'élimination  de  j-^  entre  ces 

deux  équations  conduirait  à  une  équation  du  premier  ordre 
de  la  forme 


^r'^'  Jp  ^^'  ^^•'•••^")  =  ^- 


Alors  en  joignant  à  cette  équation  celle  qu'on  en  déduit  par 
?i  —  2  ditîérentiations,  on  aurait  un  système  de  n  —  1  équa- 
tion an —  2  inconnues  C3,  C,,  ...  C».   On  ne  pourrait  donc 
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du  d^)i 

pas    attribuer    à   z/,  ^^  ,   ...^-^des  valeurs   arbitraires  pour 

430.  Etant  donnée  une  équation  différentielle  (1)  d'ordre  n, 
on  nomme  intégrale  première  ou  du  premier  ordre  de  cette 
équation  la  relation  que  l'on  obtient  en  faisant  disparaître  de 
l'intégrale  n  —  1  des  constantes  Cj,  C^,  ...  d.  D'après  cela,  on 
voit  qu'il  y  a  n  intégrales  premières  et  que  chacune  d'elles 
est  une  équation  ditïérentielle  d'ordre  n  —  1  renfermant  une 
constante  arbitraire. 

De  même,  on  nomme  intégrale  du  second  ordre  de  l'équa- 
tion (1)  la  relation  que  l'on  obtient  en  faisant  disparaître  de 
l'intégrale  générale  n  —  2  des  constantes  C^,  C^,  ...  C,j.  Il  y  a 

évidemment  —^9 relations  de  ce  genre,  c'est-à-dire  autant 

qu'il  existe  de  combinaisons  de  n  objets  2  à  2.  Chacune  de  ces 
intégrales  du  second  ordre  est  une  équation  différentielle 
d'ordre  n  —  2  renfermant  deux  constantes  arbitraires. 

D'une  manière  générale^  on  nomme  intégrales  d'ordre  i  de 
l'équation  (1)  la  relation  que  l'on  obtient  en  chassant  de  l'inté- 
grale   générale  n  —  i  des  constantes  Cp  C^,  ...  C„.  Il  y   a 

évidemment  — ^ \9    — '■ intégrales  d  ordre  i  c  est- 

à-dire  autant  que  de  combinaisons  de  n  objets  i  à  i.  Chacune 
de  ces  intégrales  d'ordre  i  est  une  équation  différentielle 
d'ordre  n  —  i  renfermant  i  constantes  arbitraires. 

Enfin,  il  n'y  a  qu'une  intégrale  d'ordre  n  de  l'équation  (1). 
C'est  l'intégrale  générale  (3). 

431.  Les  cas  d'intégration  des  équations  différentielles  d'un 
ordre  supérieur  au  premier  sont  fort  rares.  Sauf  la  théorie  des 
équations  linéaires,  que  nous  exposerons  dans  le  chapitre 
suivant,  il  n'existe  aucune  méthode  générale,  mais  seulement 
des  procédés  particuliers  et  quelques  transformations  propres 
à  abaisser  l'ordre  des  équations  différentielles  considérées. 

Nous  allons  d'abord  faire  connaître  ces  cas  de  réductibilité 
qui,  malgré  leur  petit  nombre,  permettent  de  résoudre  beau- 
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coup  de  problèmes  intéressants  ;  c'est  par  ces  applications  que 
nous  terminerons  ce  chapitre. 


Intégration  de  l'équation  -r-^^  =  «f  [x) 


43S.  L'intégrale  de  l'équation 

S  =  .(-)  -     (9) 

s'obtient  immédiatement  par  n  quadratures  successives.  En 
effet,  en  écrivant,  pour  simplifier,  /(*),  f^^^,  /('')  ...  au  lieu  de 
//'  ///'  ////  ••••  on  a  successivement 


et,  enfin, 


y=     I        c?(a:;)c?j;"  H- Ci^?"— '  4- c^a?"— * -+-...H- c„       (10) 


433.  A  l'intégrale  multiple  qui  figure  au  second  membre, 
on  peut  substituer  une  seule  intégrale  simple. 
Considérons,  en  effet,  l'expression 


\.2...l7l~  1) 


^{u){x  —  uy—'du     (11) 
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et  différentions  sous   le  signe  /  par  rapport  au  paramètre  x 
(n*'  87),  nous  aurons  successivement 


g  =  1.2...(L2)     /     ?{")(--»)■'-'*' 

"  'o 

u 


d-X         ,  . 

ce  qui  prouve  que  l'expression  Y  est  une  solution  de  l'équa- 
tion (9).  Par  suite,  si  l'on  pose  dans  cette  équation 

y  =  Y  +  2-, 

on  aura 

d'où 

c,  Ca Cn  désignant  des  constantes  arbitraires.  Donc  enfin, 

l'intégrale  générale  de  l'équation  (9)  a  pour  expression 


y  =1,2.. .(1-1)    /      T(^)(«^-^)"-'f^^^  +  P"-i    (*2) 
0 

Pn_,  désignant  un  polynôme   entier  et  de  degré  n  —  1  en  x. 
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Equations  où  n'entrent  ni  x  ni  y,  mais  seulement 
fleux  tlérîvées  consécutives 


434.  L'équation  la  plus  simple  de  ce  type  est 

que  l'on  peut  écrire 
en  posant 


rf.-p-  (*^) 


dy 

Il  y  a  trois  cas  à  distinguer  : 

1°  On  peut  résoudre  l'équation  (14)  par  rapport  à  -y  . 

On  a  alors 


%=m       d'où       d.=j^-^ 


et,  par  suite, 


-=    /    ^-^C  (.6) 


Si  Ton  peut  tirer  de  cette  équation  p  en  fonction  de  x^  on  aura 

p  =  cp  (jy)  d'où  dy  =  (Sj  [x]  dx 

et,  par  suite, 

y  =     I    ^{x)dx  -\-  G'. 
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Cette  équation  est  l'intégrale  générale  puisqu'elle  renferme 
deux  constantes  arbitraires  C  et  C. 

Si  l'on  ne  peut  pas  tirer  de  (16)  p  en  fonction  de  ^.  on  aura 


d'où 


dij  =  pdx  =  p  ^ 


y=   /f|;-c'  (.7) 


C  étant  une  constante  arbitraire,  et  l'on  obtiendra  l'intégrale 
générale  en  éliminant /?  entre  (16)  et  (17). 

2°  On  ne  peut  pas  résoudre  l'équation  (14)  par  rapport  à  ^ 
mais  on  peut  la  résoudre  par  rapport  à  p. 
On  aura 

c'est-à-dire 


^  =  ^  l  ^ 


en  posant 

dp 

dx       -'' 

En  différentiant  alors  la  relation  précédente^  on  aura 

dp  =  cp'  (q)  dq 


Mais 


par  suite, 


dx^f,        cl,  =  Pf;  (18) 


rf^  =  tW)  dq,        dy  =  liMM  dq 


et,  par  intégration, 


a,^     I    t^dq-^C,  y=         "f-^'MiÛ  dq  -|-  C 
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C  et  G'  étant  deux  constantes  arbitraires.  L'intégrale  générale 
résultera  donc  de  l'élimination  de  q  entre  les  deux  équations 
qui  précèdent. 

3°  On  ne  sait  résoudre  l'équation  (14)  ni  par  rapport  à  /?, 
ni  par  rapport  à  q  ;  mais  on  sait  exprimer  /?  et  ^  en  fonction 
d'une  nouvelle  variable  u,  en  sorte  qu'on  a 

^J  =  cp  [il)  ^  =  4*  (m)  , 

Les  relations  (18)  deviennent  alors 
d'où,  par  intégration, 

/«>'  (w)    ,  n  /    ?  (^)  ^'  (w)  ^       ,    ni 

(^  (m)  j  '^  (^0 

C  et  G'  étant  deux  constantes  arbitraires.  L'intégrale  générale 
résultera  de  l'élimination  de  u  entre  les  deux  équations  précé- 
dentes. 

435.  Considérons  maintenant  l'équation  plus  générale 
que  l'on  peut  écrire 


en  posant 


On  tirera  de  (20) 


^  =  F(p)  (20) 


^^'~¥{p) 
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et  par  suite 


l^  +  C.  (22) 


G  était  une  constante. 

Cela  posé  : 

1°  Si  l'équation  (22)  peut  être  résolue  par  rapport  à  p,  on 
aura 

p=^f[ûo)       c'est-à-dire        ^-^^=f{x); 

on  sera  donc  ramené  au  type  (9). 

2°  Si  l'équation  (22)  ne  peut  être  résolue  par  rapporta;?, 
on  écrira  (21)  sous  la  forme 

d'où 

d"-~^ij /  pdp 


A 


dï) 
Cl   étant  une  constante  arbitraire.  En  multipliant  par  pr-r 

et  intégrant,  on  aura 


/     F(]D)      /     ï 


dx"^'-    /    F(]D)    /    F(^)-^^i^-^^2- 


Et,  en  continuant  de  la  sorte,  on  obtiendra  la  valeur  de  ij  en 
fonction  d'^  par  des  quadratures. 

Voici  un  exemple  : 
Soit  l'équation  différentielle 


dhi  d^ 

Ci  — ^  — 

dx^  doc 
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quand  on  pose 


dhj 


elle  devient 

dœ 


«i^È^v/i 


d'où 


dx  =  a 


V  1  H-  j3^ 

et,  en  intégrant, 

x  =  C-^a  v/r+ p^^  (22) 

On  peut  résoudre  par  rapport  à  p,  ce  qui  donne 


p      ou        ^,  =  ./(eiI^CV       , 

qui  rentre  dans  le  type  (9),  en  sorte  que  l'on  a  finalement  pour 
l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée 


y  =z      I    dx    I    \/( )    — i.  dx -\-  C^X  -\-  C^', 


C,  Cl,  Cj  sont  des  constantes  arbitraires. 

Au  lieu  de  résoudre  (22')  par  rapport  à  p,  on  aurait  pu 
suivre  la  seconde  marche  indiquée  ci-dessus  ;  mais  le  calcul, 
sans  être,  difficile^  est  moins  simple. 


Equations  de  la  forme  F  (y,  ^--2)  =  0 


436.  Il  y  a  deux  casa  distinguer  suivant  que  cette  équation 
est  résoluble  par  rapport  à  t-^  ou  par  rapport  à  y. 
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1°  Soit  l'équation 

g  =  îO/).  (23) 

En  multipliant  par  2  dy  et  intégrant  on  obtient 

On  tire  de  là 

dy 


dx  = 


y/c-^2fo{y)dy 
et  enfin,  en  désignant  le  radical  par  R, 


.  +  c'=  ;  f 


c'est  l'intégrale  générale  puisqu'elle  renferme  deux  constantes 
arbitraires  C  et  G'. 
2°  Supposons  qu'on  ne  puissepasrésoudrel'équationproposée 

par  rapport  à  ^-^,  mais  que  l'on  sache  résoudre  cette  équation 
par  rapport  à  y.  On  aura  alors 


^=KS>  ('*> 


ou 

y  =  m  (25) 


en  posant 


£=..     1=..  w 
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Mais  la  différentiation  de  (25)  d'une  part  et  les  relations  (26) 
d'autre  part  donnent  respectivement 

dy  =  f'{q)dq     et     dij  =  ^^. 

En  égalant  ces  deux  expressions  de  dy,  on  obtient  une  équa- 
tion différentielle  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées  et 
qui  donne,  par  intégration, 


P'==    /    2qf'{q)dq-^C. 


Mais  on  a 


et,  par  suite, 


en  posant 


dx  =  ^  =  ^  ^^^  ^^ 
P  P 


da^=.nû±9 


0  =  v/  ^qr{q)dq  +  G 


Enfin  en  intégrant  de  nouveau  on  obtient 


^  +  C'=    /  f^p2.  (27) 


C  et  G'  sont  deux  constantes  arbitraires  et  l'intégrale  générale 
résultera  de  l'élimination  de  q  entre  (25)  et  (27). 
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Equations  où  n'entrent  ni  x,  ni  y, 

mais  seulement  deux  dérivées  dont  les  ortlres 

diffèrent  de  deux  unités 


437.  Tl  s'agit  ici  du  type 

d-y  _ 

dx''       ^  \dx" 


^^  =  ,(ia)  (28) 


En  posant 
ce  qui  donne 


'ë^=P-  (29) 


g  =  ?W.  (30) 


on  rentre  dans  le  cas  précédent  (n''  436,  1°),  et,  par  suite,  on  a 
On  déduit  de  là,  en  désignant  le  radical  par  6(p), 


/    dp 


,f)  +  C,.  (31) 


Cela  posé, 

1°  Si  l'on  peut  résoudre  (31)  par  rapport  à  p,  on  aura 


d"-h./         .  .   . 
19         ou  -^~ei  =  >|;(x) 


dx' 

qui  a  la  forme  (9)  et  dont  l'intégration  fournira  (n°  432)  les 
n  —  2  autres  constantes  arbitraires. 

2°  Si  on  ne  peut  résoudre  (31)  par  rapport  à  /?,  on  procédera 
comme  au  n"  433,  2°. 
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De  (29)  on  déduira 


et,  par  suite, 


7  c?"    ^ti  7  pdp 


d'^~  ^y  /  pdp        p 


On  obtiendra  pareillement 


(^"  ~  '*y  _     /  pdp     I    dp^     ,n       I   _^[p     ,    p 


et  ainsi  de  suite.  On  parviendra  de  la  sorte  à  une  équation 
telle  que 

2/=Fj(p,  CjC^,   ...  Cn),  (32) 

et  l'élimination  de/?  entre  les  équations  (31)  et  (32)   donnera 
l'intégrale  générale. 

438.  Il  n'est  peut-être  pas  inutile  d'observer  que  l'équation 
différentielle 

g(  =  <?  0/)  (33) 

que  nous  avons  intégrée  au  n°  436  (1°)  pour  n  =  2,  n'est  pas 
généralement  intégrable  lorsque  n  est  supérieur  à  2. 


Deux  cas  d'abaîsseiiient 
439.  Lorsqu'une  équation  différentielle  d ordre  n 

ne  contient  pas  la  fonction  inconnue  y,  on  peut  abaisser  son 
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ordre  de  k  unités,  k  désignant  l'ordre  de  la  dérivée  la  moins 
élevée  parmi  celles  qui  figurent  dans  l'équation  proposée. 
En  effet,  si  Ton  pose 


d''  y 

-7-7.  =  p 
dx''- 


l'équation  (34)  devient 


Si  l'on  sait  intégrer  cette  équation  et  la  résoudre  par  rapport 
à  ,2?  ou  à  p,  on   achèvera  le  calcul  comme  au  cas  précédent 

(n°  437). 

440.  Lorsqu'une  équation  différentielle 


Hy-ri' 


ili,f'i....iX]  =  0  (36) 


dx-  '  '  "  cfe" 


ne  renferme  pas  la  variable  indépendante  x,  on  peut  abaisser 
son  ordre  d'une  unité. 

En  effet,  prenons  ?/pour  variable  indépendante  et 

dy  

dx       ^ 

pour  la  fonction  inconnue  ;  puis,  cherchons  à  exprimer,  en 
fonction  de  p  et  de  ses  dérivées  par  rapport  hy,  les  dérivées 
successives  qui  figurent  dans  l'équation  (36).  Nous  aurons 

d-y dp  dp    dp 

dx^        dx        ldy\  dy 


P 

df: 

dx^       dx^  \dy 


i/-il.^*^_,|^(,|)=,.||-,,(|V 


On  voit  ainsi  que,  en  général,  -7-^^  s'exprimera  en  fonction  de  p 
et  de  ses  n  —  1  dérivées  par  rapport  à  y.  Donc,  si  l'on  porte 
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ces  valeurs   dans  (36),  on  aura  une  équation  d'ordre  n  —  1 
en  p  ;  et,  par  suite,  l'ordre  sera  bien  abaissé  d'une  unité. 
Si  l'on  sait  intégrer  cette  nouvelle  équation,  on  aura 

P  =  ?  (i/'  c,,  C2,  ...  Cn  _  i)  =  <];  (2/); 
mais 

^^_c?y_   dy   ; 

on  aura  donc  pour  l'équation  générale  de  (3) 

dy 

•J       _4_   n     ' 

Ci,  C2,  •••  Cn  sont  des  constantes  arbitraires. 

Equations  homogènes 

441.  On  peut  abaisser  d'une  unité  V ordre  n  d'une  équation 
différentielle  lorsqu'elle  est  homogène  par  rapport  à  y  et  à  ses 
dérivées. 

En  effet,  en  vertu  de  l'hypothèse,  l'équation  pourra  s'écrire 

/  dy        d'^xf  d'Uj 

if'Y  1  07,      &,      dx\  ...      S^2  j  ^0  (.37) 

\        y'      "y  y 


Mais,  en  posant 


fudx 

aura 

dy         fudx 

d'y         fudx  (du           \ 

dx^  —  ^       \dx  ^  ^^  ; 

d^y          fudx  Id'u       ^     du         A 

(38) 
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Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  (37),  l'exponentielle  dispa- 
raîtra, et  Fon  tombera  sur  une  équation  ditlérentielle  d'ordre 
n  —  1.  En  supposant  qu'on  sache  intégrer  cette  équation,  ti 
sera  connue  et  y  s'obtiendra  par  une  quadrature  (38). 

44'S.  Considérons  enfin  une  équation  différentielle 

■'(-.^.  %  S  •■•■)=«        (3«) 

homogène  par  rapport  à 

X,  y,  dx,  dy,  d'^ij 

c'est-à-dire  qui    ne  change  pas   quand   on  multiplie  par  un 
même  facteur  chacune  de  ces  quantités. 
On  posera 

x  =  e^,         y  =  e^2,  (40) 

0  étant  la    nouvelle  variable  indépendante  et  u  la  nouvelle 
fonction.  On  aura  alors 

dii  _dz_^  \ 

dx  ~~  dO  '^  ^  I 

dx^  Uo-         d^j   \ 


En  substituant  dans  (39)  les  expressions  (40)  et  (41),  on 
parviendra,  vu  riiomogénéité  suppose'e,  à  une  équation  de  la 
forme 

S-àF.-)  =  0  («) 

d'où  e^  aura  disparu,   et  qui  rentrera  dans  le  type  (3()).  On 
abaissera  donc  son  ordre  A' une  unité  en  posant 


ds 
dQ 


P 


et  opérant  comme  nous  l'avons  dit  au  n°  440. 

Calcul  infinitésimal  36 
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443.  Soit,  par  exemple, 

..3  d^y  _  A,  _  ..  ^\ 


dx^^^f-'^Ti  ^^^> 


L'équation  (42)  sera  ici 


et,  en  posant 


d^z        dz  __  /dzV 
d%-^  "^  f/6"  ~  \d% 


a  =  P  :■      («) 


JJ=p- 


on  aura  la  relation 

dp 
P-dz 

ou 

qui  se  déconipose  en  deux 


g  +  1  =  2^        et        p  =  0.  (45) 


La  première  donne 

-^  =  dz        d'où        log  (p  —  1)  =  z  -h  log  C, 

et,  par  suite, 

^  =  1  +  Ce- 

qui,  à  cause  de  (44),  devient 

d^  ^^ 


1  4-  Ce^ 
et,  donne  par  intégration 

^  0  =  —  log  (e-^  -h  C)  4-  C. 
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Revenant  enfin  aux  variables  primitives  (40)  c'est-à-dire  rem- 

plaçantjô  par  log  x  qï  z  par  ^  on  obtient  pour  l'intégrale  gé- 
nérale 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Quant  à  la  seconde  des  équations  (45)  c'est-à-dire  /?  =  0 

ri  - 

OU  -T^  ==  0,  elle  donne  j&  =  C  ou  enfin  y  =  {^x\  c'est  une  solu- 
tion particulière. 

Equation  de  Lîoiivîlle 

444.  On  donne  ce  nom  à  l'équation  différentielle 

S+/(^)^|  +  .(y)(i)'  =  0  (46) 

qui  ne  rentre  dans  aucun  des  types  précédents  mais  qui  a  sa 
place  marquée  à  côté  d'eux. 

En  divisant  par  ^|,  on  obtient  l'équation 

dx 
qu'on  peut  encore  écrire 

d% 

^  =  —  f[x)  dx  —  o  {y)  dy, 


dy 

dx 


d'où,  en  intégrant, 


c[v_  _  Jfix)  dx      _/?  (2/)  dij 

dx  —  ^^  '  ^ 
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On  tire  de  là 

et,  comme  les  variables  sont  séparées,  on  peut  intégrer  immé- 
diatement, ce  qui  donne 


e^'''^''dy  =  C,^C  e-^^^^^'^da^        (47) 


où  C  et  C^  sont  des  constantes  arbitraires, 

445.  Voici  un  problème  qui  conduit  à  une  équation  de  la 

forme  (46). 

Soit  BM  un  arc  de  courbe  plane.  Désignons  par  ii  l'aire 
A  BMP  comprise  entre  l'arc  B  M,  sa  projection  AP  sur  Oœ, 
l'ordonnée  fixe  A  B  et  Tordonnée  variable  PM  =  y.  Appelons  h 
la  moyenne  harmonique  entre  l'abscisse  OP^r^a?  et  la  sous- 
tangente  ï  P  =  /,  c'est-à-dire  le  segment  rectiligne  déterminé 
par  la  relation 

î*       1        1  2œt 

d  ou  h  = 


h        X         t  X  -)r  t 

On  demande  de  trouver  la  courbe  par  la  condition  que 
Faire  u  soit  constamment  égale  à  la  moitié  du  rectangle  qui 
a  pour  dimensions  y  et  h. 

On  a  d'abord 

u  =  Ujh  =  -^^^  (48) 

Mais,  en  vertu  des  relations  biens  connues 

tjdœ  du  dij  d}u  ,.ç^ 

^~'~cW'       ^  ~  ^'        dx  ~^  dx' '  .  ^  ""^ 

on  peut  mettre  l'équation  (48)  sous  la  forme 

IduV 
u=      ^  \dx) 


dht        du 

Ciî^y  CtOG 
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OU, 

dhi       1  du       1  fcluV' .  ,„^s 

dx'^       X  dx       u  \  dxj  ^     ' 

Cette  équation  rentre  dans  le  type  (46)  et  par  conséquent, 
d'après  la  formule  (47),  elle  a  pour  intégrale  générale 

e    '        •  o?t«  r=:  C,  +  C     le'         dx 


ou  bien 
c'est-à-dire 


log  w  =  Cj  H-  G  log  X 


u  =  Ax'^. 


On  aura  enfin  la  courbe  demandée  en  remplaçant  îc  par  cette 
expression  dans  la  seconde  des  relations  (49).  On  trouve  ainsi 
les  courbes  du  genre  parabolique 

y  =  Bx?, 
B  et  p  étant  des  constantes  arbitraires. 

Problèmes  relatifs  à  la  courbure  des  lignes  planes 

446.  Avant  de  traiter  ces  problèmes,  nous  devons  signaler 
une  expression  remarquable  du  rayon  de  courbure  p  en  fonction 
du  rayon  vecteur  r  et  de  la  distance  P  de  l'origine  à  la  tan- 
gente. 

On  obtient  cette  formule 

9  =  '$  (M) 

en  éliminant  ds  et  d^  entré  les  relations  bien  connues 
ds  fj        dr  .    ^j       rdQ 


566  CHAPITRE   Xll 

puis  en  remplaçant  r  sin  V  par  P  ;  6  désigne  l'argument  et  V 
l'inclinaison  de  la  tangente  sur  le  rayon  vecteur. 

447.  Trouve!'  la  courbe  plane  dont  le  rayon  de  courbure  est 
une  fonction  donnée  de  V abscisse. 

L'équation  différentielle  du  problème  est 

Elle  ne  contient  pas  y  ;  on  pourra  donc  (n°  439)  abaisser  son 
ordre  d'une  unité,  c'est-à-dire  la  ramener  au  premier  ordre. 
A  cet  effet,  on  pose 

dy  ,,  ,  d^v       dp 

— ^    'T)  d.  OU —  —!— 

doo       ■^'  dx^       dx^ 

ce  qui  permet  de  mettre  Téquation  sous  la  lorme 

dp       dx 

Les  variables  étant  séparées^  l'intégration  est  possible  et  donne 

--^-~  =  X  +  C, 
/l  4-  p'' 

X   désignant  l'intégrale   \  jf-y  On  sait  d'ailleurs   résoudre 
cette  équation  par  rapport  à  /?  ;  on  trouve  ainsi 

dy  X  -t-  G 

\/r— (x-hC)^' 

et  par  suite 


^    ™     s 


,= .  -.^^=.. 


V^l  -  (X  +  C)^ 
Il  y  a  deux  cas  intéressants. 
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Le  premier  cas  est  celui  où  l'on  a 

fi^x)  =  constante  =  R  ; 
Il  en  résulte  d'abord 

puis,  en  remplaçant  la  constante  C  par k-  , 

[x  —  Cj)  dx  p 

v/r^  -  [x  -  0,f 
et  enfin 

{y  -  c,)^  +  (^^  -  c,)^  =  R'- 

qui  représente  des  cercles  de  rayon  R. 
Le  second  cas  est  celui  où  l'on  a 

/w  =  £ 

a  était  une  constante  donnée. 
Il  en  résulte  d'abord 


puis,  en  lemplaçant  la  constante  C  par  ~^, 


y  = 


\Ja'  —  {x'^  +  C,Y 


dx  -H  C, 


Cette  équation  s'intègre  au  moj'^en  des  fonctions  elliptiques. 
Elle  est  susceptible  de  diverses  interprétations  :  ainsi,  on  peut 
d'abord  la  considérer  comme  représentant  la  courhe  élastique, 
c'est-à-dire  la  courbe  formée  par  une  lame  de  ressort  fixée  à  un 
bout  et  portant  un  poids  à  l'autre.  C'est  aussi  l'équation  de  la 


568  CHAPITRE    XII 

courbe  que  décrit  le  foyer  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole 
dont  le  grand  axe  est  donné  en  longueur  et  qui  roule  sans 
glisser  sur  l'axe  des  x. 

448.  Trouver  la  courbe  plane  dont  le  rayon  de  courbure 
est  une  fonction  donnée  du  rayon  vecteur. 

En  coordonnées  reclilignes  l'équation  différentielle  du 
problème  est 


['  -m 


dx'^ 


=  cf  [\Jx''  +  2/2)  ; 


c'est  une  équation  de  second  ordre  assez  compliquée  ;  et,  il 
est  assurément  préférable  d'employer  les  coordonnées  polaires 
et  de  recourir  à  la  formule 

rdr 
^=d¥ 

<du  n°  446.  On  a  ainsi  pour  l'équation  différentielle 

rdr  f  s 

et  une  première  intégration  donne 

P:^/-(ry  +  C,  (53) 

en  posant,  pour  plus  de  simplicité, 


?  (r) 
Mais 


'^^^''        /(r).  (54) 


P  :=  r  sin  V  = 


^^         ^dr''  +  r^c^e's 
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et,  en  portant  cette  valeur  de  P  dans  (53),  puis  résolvant  par 
rapport  à  d^,  on  obtient 


c^e  = 


f{r)  -\-  G  dr 


/'•^-[(A''0  +  c,f 


..  ' 


d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  Ôq  la  seconde  constante 
arbitraire, 

J    t/r' -[(/(,-) +C)]=   '        , 

On  est  de  la  sorte  ramené  aux  quadratures. 
Voici  deux  exemples  : 
1°  Soit 

l'équation  (33)  devient  alors,  si  l'on  désigne  la  constante  C 
par  —  «, 


i  r  —  a 

J    \/r^-(r-a) 


dr 
r 


if 
Mais  l'expression  sous  le  signe  /  peut  s'écrire 


dr  r 


v/2 


ar  —  a- 


y/* -(?:-')' 


On  a  donc  pour  l'équation  de  la  courbe  cherchée 

0  =  Gq  +  -  v/2  ar  —  a-  M-  arc  sin  (  -  —  1  j. 

Cette  ligne  est  une  sorte  de  spirale. 
2°  Soit 


^  =  â' 
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On  a  ici 


f{r)  =  a~    I    ^  =  -~ 


et  l'équation  (55)  devient 

dr 


=  0,  + 


\/' 


c-v 


c'eat  une  intégrale  elliptique. 

Dans  le  cas  où  l'on  attribue  à  la  constante  C  la  valeur  zéroy 
l'intégrale  s'obtient  immédiatement  et  l'i'quation  de  la  courbe- 
devient 


0  =^  Ûg  H-  2  arc  cos  ^ 


ou  bien 


cos  2  (6  —  Oq)  ' 


Sous  cette  dernière  forme  on  reconnaît  une  hyperbole  équi- 
latère. 

449.  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est 
proportionnel  à  la  longueur  de  la  normale  (limitée  à  l'axe 
des  x). 

L'équation  différentielle  du  problème  est 

où  K  est  un  nombre  donné,  positif  ou  négatif  suivant  que  la 
courbe  est  convexe  on  concave  vers  l'axe  des  x. 

Cette  équation  différentielle  du   second  ordre  ne  renferme 
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pas  X.  On  peut  donc  la  ramener  au  premier  ordre  (n°  440). 
A  cet  effet,  on  pose 

dy ,,   ,         d^y dp  ^ 

dx     ^  dx^         '^y^ 

et,  après  la  substitution   de  ces   valeurs,  on  tombe  sur  une 
équation 

pdio     dy 

1  H-  p-        \iy 

qui  est  du  premier  ordre. 

Les  variables  étant  séparées,  on  intègre  immédiatement  ;  et, 
l'on  a,  en  désignant  par  c  une  constante  arbitraire 


log  (1  +  f)  =  g  log 
d'où 


On  a  ensuite 


P  =  v/(f)"-l-  (S7) 


"" = f = \!Sf  -  'V  ""       <''' 

et,  enfin, 


"-^fW-^V 


x  =  a-\-    1    \iyY—i       "  dy  (59) 


a  étant  la  seconde  constante  arbitraire.  Nous  avons  pris  le 
radical  (57)  avec  le  signe  -t-  ;  le  signe  —  donnerait  le  même 
résultat. 

Le  second  membre  de  la  relation  (58)  est  une  différentielle 
binôme  ;  d'après  le  n°  36,  on  peut  l'intégrer  lorsque  K  est  un 
nombre  entier  d'ailleurs  pair  ou  impair.  Nous  allons  traiter 
les  cas  qui  correspondent  à  K  =:  ±  1  et  à  K  ==  ±  2. 

lo  Soit  K  =  —  1.  L'intégrale  (59)  devient 

x=a  —  ^ç-i  _  yi 
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OU 

(x  —  af  H-  2/-  =  c"^  ; 

elle  représente  un  co^cle  de  rayon  arbitraire  et  dont  le  centre 
est  sur  l'axe  Ox. 

2°  Soit  K  =  1.  L'intégrale  (59)  devient 


oc  =  a 


éi /y       '       />    \r\tr  -L \-^ 


sUf  —  c^ 


—  =z  a  -\-  c  lo 


On  peut  lui  donner  une  autre  forme.  Pour  cela,  on  tire    de 
l'équation  précédente 


puis,  en  renversant, 


y  —  \^y^  —  c-       _'^T_^ 
_         ^g      ^  . 

et  enfin,  en  ajoutant  membre  à  membre,  on  obtient 

c  \      ^  —  ^  a?  —  a"1 

y  =  2  ^  ~~ë~  -4-  C  T"    , 

c'est  l'équation  d'une  chaînette.  On  démontre,  en  Mécanique, 
que  cette  courbe  est  celle  que  prend  un  fil  pesant,  homogène, 
et  suspendu  à  ses  extrémités.  Galilée,  qui  l'a  considérée  le 
premier,  l'avaii  d'abord  confondue  avec  un  arc  de  parabole 
qui  efTectivement  a  une  allure  analogue. 
3°  Soit  K  =  —  2.  L'équation  (58)  devient 


d(^=\/      -^Zl-y     <^\h 


OU,  en  remplaçant  la  constante  c  par  2  h, 

dx  =  y  du,        u  =  arc  cos  11  —  ^j, 
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on  déduit  de  là 

cos  w  =  1  —  f  , 

0 

d'où 

y  =  h  {i  —  COS  w);  (60) 

on  a  ensuite 

dx  =  &  (1  —  cos  u)  du 

d'où,  en  intégrant, 

X  ^=  h  [li  —  sin  u)  (61) 

Les  équations  (60)  et  (61)  de'finissent  (n°  286)  une  cycloïde 
ayant  Taxe  des  x  pour  base  et  b  pour  rayon  du  cercle 
générateur. 

4°  Soit  K  =  2.  La  formule  (39)  devient  ici 


x-a  =  \/c     I   -~^^  =  2\/ciy-c), 


d'où 


(x  —  aY 


c'est  l'équation  d'une;?araèo/e  dont  la  directrice  est  l'axe  desx. 


Equations  où  fig-iire  l'arc  de  courbe  s 

450.  Certains  problèmes  conduisent  à  une  équation  dans 
laquelle  figure  l'arc  s  de  la  courbe  en  question.  Voici  la 
marche  à  suivre  pour  passer  de  cette  forme  d'équation  à  la 
forme  ordinaire  en  coordonnées  rectilignes. 

On  ditTérentiera  l'équation  donnée;  puis,  on  remplacera  ds 
par  \/dx^  -+-  dif,  et  enfin  on  éliminera  s  entre  l'équation  ainsi 
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obtenue  et  la  proposée.  On  aura  de  la  sorte  une  équation 
différentielle  entre  .r  et  ij  seulement. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'équation  donnée  peut  être 
résolue  par  rapport  à  s,  il  n'y  aura  pas  d'élimination  à  faire 
après  la  différentiation. 

Voici  quelques  applications  : 

1°  Soit 

s  ^=  oc  cos  OL  -i-  y  sin  a  ; 
la  différentiation  donne 

ds  ^=  cos  a.  dx  H-  sin  a.  di/ 
c'est-à-dire 


\/dci 

'2  -H  dy'^  =  cos  a  dx  +  sin  a  dy, 

ou  encore 

V 

'+(ïy  =  ™'' =■  +  "'"  "s 

On  tire  de  là 

i  =  '8; 

et  enfin 

?/  =r  07  tg  a  4-  C 

2°  Soit 

s2  =  a?j. 

On  a 

s  =  \/ny. 

d'où 

ds 

l~ 

ou       \/dx^  -^  dy-  =  t  /  j~  dy, 

et  enfin 

dx  =  K/  ~-\dy; 

c'est  l'équation  différentielle  de  la  cycloïde  (n°  449,  3°). 
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3°  Considérons  encore  l'équation 

ou  p  désigne  ^ . 

On  a,  par  différentiation, 

ds  =  \/i  +  p^-  dx  =  o'  (p)  dp, 
d'où  l'on  lire 

dx  =     !'i^_L  dp, 

et  par  suite 


On  déduit  de  là 


2odx      ou       dij  =  |^:|  dp. 


x-.C=     j    -iM=  dp  (62) 

^^^'  ^C  dp  (63) 


v/i 


G  et  C  étant  deux  constantes  arbitraires.  En  éliminant  p  entre 
les  deux  dernières  relations,  on  obtiendra  l'équation  entre 
œ  et  y. 

Si  l'on  peut  résoudre  par  rapport  à  p  l'une  des  deux  rela- 
tions (62)  et  (63),  cette  relation  suffira  et  il  sera  inutile  de 
faire  intervenir  l'autre.  En  efîet,  supposons  que  l'on  sache 
résoudre  (62)  par  rapport  à  p,  on  aura 

P       ou       ^|  =  F(a7) 
d'où  l'on  déduira 

y  —  Cl  =     I    F{œ)dx 
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pour  l'équation  en  x  ei  y  de  la  courbe  considérée.  De  meme^ 
si  l'on  sait  résoudre  (63)  par  rapport  à  p,  on  aura 

d'où  l'on  déduira 


^-c,-    /  ^^ 


pour  l'équation  cherchée. 
Comme  exemple,  prenons 

5  =  a  arc  tg  (p). 

Ici  l'équation  (63)  donne 


On  en  déduit 


y- 

\/a- 

a 

\/î 

+  P' 

{y- 

C'f 

c  = 

y 

-  c 

-c 

— —  ( 

\/a^-  -(y-  C'r- 
et  enfin,  en  intégrant, 

(x-  —  cy  -h  (y  —  C')^  =  a^ 

G'  est  un  cercle  de  rayon  donné  a,  et  de  centre  arbitraire. 

Courbe  de  poursuite 

451.  Considérons  un  mobile  décrivant  d'un  mouvement 
uniforme  une  ligne  donnée  C.  On  nomme  Courbe  de  poursuite 
la  courbe  c  que  décrit  d'un  mouvement  uniforme  un  second 
mobile  se  dirigeant  sans  cesse  vers  le  premier. 
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Soient  M(X^  Y)  et  m{x,  y)  des  positions  contemporaines 
du  premier  et  du  second  mobiles  et 

/(X,  Y)  =  0  (64) 

l'équation  de  la  ligne  C. 

En  un  point  quelconque  m  de  c  la  tangente  doit  passer  par 
le  point  correspondant  M  de  C  ;  cette  condition  s'exprime  par 
la  relation 

Y-y  =  g(X-a;)  (63) 

Les  deux  mouvements  étant  l'un  et  l'autre  uniformes,  on 
aura,  en  appelant  n  le  rapport  des  vitesses^ 

nd'è  =  cls 

ou,  en  prenant  x  pour  la  variable  indépendante, 


Les  relations   (04)  et  (63)  déterminent  X  et  Y  en  fonction 
de  X,  î/  et  II 

X  =  ,(.,,,!),      Y=,(..,,|). 

On  en  déduit,  en  dilîérenliant, 

d\  1  du    d^y\       dX        ,    /  dy    dHi\ 

c^-i  =  ^^(^'  2/.  â't  rf^O'     dx  =  ^K^'  2/'  dx'  dâl' 

et  la  substitution  de  ces  deux  dernières  valeurs  dans  (66)  con- 
duit, pour  déterminer  la  courbe  inconnue  c,  à  une  équation 
différentielle  du  second  ordre  qu'on  ne  sait  intégrer  que  dans 
des  cas  particuliers. 

452.  Le  cas  particulier  le  plus  intéressant  est  celui  où  la 

Calcul  ikfihitésimal  37 
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ligne  G  est  une  ligne  droite.  La  courbe  de  poursuite  corres- 
pondante c  reçoit  alors  le  nom  de  courbe  du  chien  qui  cherche 
à.  rejoindre  son  maître. 

Le  chien  part  de  l'origine  0  des -coordonnées  tandis  que  le 
maître  part  au  même  instant  d'un  point  A  (oA  =  a)  de  l'axe 
des  X  et  décrit  la  parallèle  menée  par  A  à  Taxe  des  y. 

Les  équations  (64)  et  (65)  sont  alors 

X  =  a,         Y  =  2/  H-  ^-  (a  —  x) 
an  obtient,  par  différentiation, 

—  —  0         —  =  (a  —  c€)^- 

dx  '        dx        ^  '  dx^  ' 

puis,  en  portant  ces  valeurs  dans  (66),  on  trouve  l'équation 
différentielle  du  second  ordre 

d^y 

dx^  1  ^g^^ 


n  (a  —  x) 


Elle  est  de  celles  où  tj  n'entre  pas  (n°  439).  On  pourra  donc  la 
ramener  au  premier  ordre. 
A  cet  effet,  on  pose 

dij  1,   ,         d'^y  dp 

dx       ^'  dx^       dx  ' 

ce  qui  permet  de  mettre  l'équation  (67)  sous  la  forme 

_dp^ dx 

\/l  -^  ^^  "  n  {a  —  x)' 

lies  variables  étant  séparées,  on  a,  en  intégrant, 

{_ 

n 


log  (|3  H-  V 1  H-p^)  = log  («  —  J^)  H-  log  Cj 
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OU 

p  H-  /l  +  p-  =  Cl  (a  —  A')  ■  » 

€i  étant  une  constante  arbitraire.  En  re'solvant  par  rapport 
à  ^ ,  on  a 

puis,  en  intégrant, 


y  = 


2       i.-,     ^c;     .^i 


C, 


si  n  diffère  de  1,  et 

X 


y  =  -    /.n       —  ^-  log  (^  ~  a)  +  G2 


si  ?z  est  égal  à  1. 


Lignes  géodésiqiies 


453.  Nous  avons  vu  au  n°  S25  du  tome  I  que  l'équation 
•différentielle  des  lignes  géodésiques  est  une  équation  du  second 
ordre  qu'on  ne  sait  intégrer  que  rarement. 

Nous  avons  en  outre  donné  aun°  S33  du  même  tome  l'équa- 
tion différentielle  des  lignes  géodésiques  des  surfaces  de 
révolution,  et  nous  avons  annoncé  que  cette  équation 

'^dû^-^^''dïc-^'^-'{:dïù  =^'        (69) 

€Ù  r'  désigne  la  dérivée  de  r  par  rapport  à  u,  avait  pour  inté- 
grale générale 

a  du 

=  +  6,  (70) 


/ 


rvv 


a  ei  b  désignant  deux  constantes  arbitraires. 


580 


CHAPITRE    XII 


C'est  ici   le   lieu   de    montrer  comment    on   trouve  cette 

tégrale. 

On  pose 

(71) 


dv  J_ 

du  \fy 


d'où 


diù^ 


dy 

du 

-j 

22/ V/^ 


et,  en  portant  ces  valeurs   dans   (69),  on  obtient    l'équation 
linéaire  du  premier  ordre 


^-4^2/  =  2rr' 
d^i  r  "^ 


que  l'on  intègre  par  le  procédé  connu  (n°  377).  On  a  ainsi 

puis,  la  relation  (71)  donne  la  formule  (70). 

454.    Comme  second  exemple,  nous  allons  chercher  les 
lignes  géodésiques  de  Vhèlicoide  à  plan  directeur. 
Nous  partirons  de  l'équation  différentielle 


P,  9',  —  1 
dx  dy  dz 
d-x     d-y     d^z 


(72) 


qui  exprime  qu'en  tout  point  de  la  ligne  géodésique  le  plan 
osculateur  est  normal  à  la  surface.  On  a  d'ailleurs,  pour  l'héli- 
coïde, 


a?  =  r  cos  G,         y  =  '>'  sin  G,         z  =  ad 


(73) 
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d'où  l'on  déduit 

a  sln  9  a  cos  6 

ainsi  que  les  valeurs  des  différentielles  dx,  dy,  dz  d-x,  d^y,  d-z 
calculées  (n°  104,  tomel)  dans  l'iiypollièse  où  0  est  la  variable 
indépendante. 

La  substitution  de  ces  expressions  dans  le  déterminant  (72) 
donne,  par  un  calcul  un  peu  long  mais  facile,  l'équation  diffé- 
rentielle du  second  ordre 


qui  ne  contient  pas  9. 

On  ramènerait  cette  équation  à  une  équation  linéaire  du 
premier  ordre  en  posant 

mais  il  est  plus  simple  de  poser 

r  =  a  tg  V.  (75) 

L'équation  (74)  devient  alors 

-rrrr    =  Slll   V  COS   V 

«9- 


ou 


rf/f)"  =  <ism>V. 


On  en  déduit  par  deux  intégrations  successives 

dV 

G', 


\/sin2  V  H-  G 
G  et  C  étant  deux  constantes  arbitraires. 
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En  revenant  à  l'ancienne  variable  r  d'après  la  relation  (75), 
on  a  définitivement 


c'est  une  intégrale  elliptique. 

La  question  se  prête  à  une  discussion  intéressante,  pour 
laquelle  nous  renvoyons  le  lecteur  au  Mémoire  de  M.  Catalan 
sur  les  surfaces  réglées  à  plan  directeur  {Journal  de  V Ecole 
Polytechnique  1843). 


CHAPITRE  XIÏI 
ÉQUATIONS  LINÉAIRES  D'ORDRE  QUELCONQUE 


Définitions 


455.  On  nomme  Equations  linéaires  d'ordre  n  les  équations 
différentielles  dans  lesquelles  la  fonction  inconnue  ij  et  ses 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement  n'entrent  qu'au  pre- 
mier degré  et  ne  se  multiplient  pas  entre  elles. 

Leur  forme  générale  est 

(^)         'cé  -r  P.   -i-^{  + +  Pn-X  5^  +  Pn?/  =  Q, 

Pj,  Pj,...  Pn,  Q  étant  des  fonctions  données  quelconques  de 
la  variable  indépendante  x. 

Ces  équations  jouissent  de  propriétés  remarquables  dont 
l'ensemble  constitue  un  des  chapitres  les  plus  intéressants  du 
Calcul  intégral.  Mais  ce  n'est  pas  uniquement  au  point  de  vue 
Analytique  que  cette  théorie  offre  une  grande  importance; 
elle  intervient  en  outre  fréquemment  dans  l'étude  des  Lois 
phj^siques.  Considérons  en  effet  une  équation  différentielle 
quelconque 

et  supposons  que  cette  équation  soit  l'expression  rigoureuse 
de  la  Loi  d'un  phénomène  naturel.  Il  arrive  le  plus  sou- 
vent, d'après  la  nature  de  ce  phénomène,  que  ij  et  ses  dérivées 
sont  astreints  à  rester  très  petites.  En  négligeant  alors  leur* 
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produils  et  leurs  puissances  supérieures,  on  est  conduit  à  une 
équation  linéaire,  et  l'on  peut  prévoir  par  ce  simple  aperçu  le 
rôle  important  des  équations  de  ce  genre. 

Nous  distinguerons  deux  cas  suivant  que  l'équation  linéaire 
proposée  renferme  un  second  membre  ou  en  est  dépourvue. 
Dans  la  suite  de  cette  étude  nous  désignerons  par  {A)  l'équation 
complète  et  par  (B)  l'équation 


(B) 


P. 


d"~y 


■•  +  ^"- j|-^P«^  =  ^ 


privée  de  second  membre. 

Nous  emploierons  d'ailleurs  souvent  la  notation  z/"'),  au  lieu 

de  ^,  pour  représenter  la  A'^'"^  dérivée  de  ij  par  rapport  à  x. 

Enfin,  si  y^,  y^,.--  ijk  désignent  des  solutions  de  l'équation 
(B),  nous  dirons  que  ces  solutions  sont  distinctes  lorsque  le 
déterminant 


A, 


!/f-^)!/f-') 2/^-^^ 


formé  avec  ces  k  fonctions  et  leurs  k  —  1   premières  dérivées 
ne  sera  pas  identiquement  nul. 


Forme  de  Fîntégrale  générale  de  l'équalion  (B) 


456.  Théorème  I.  —  Si  ij^.ij^^...  yu  sont  des  solutions  de 
rèquation  (B),  et  si  C^,  C^,...  C;,  désignent  des  constantes  quel- 
conques, l'expression 


G]  Vi  -i-  C22/2  -+-  ...  H-  C^î/i 


(U 


est  aussi  une  intégrale  de  (B). 

La  démonstration  n'ofîre  aucune  difficulté  :  il  suffit  de  subs- 
tituer dans  (B)  l'expression  (1)  et  ses  n  dérivées  successives. 
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45T,  Théorème  IL  —  Si  Von  connaît  n  intégrales  particu- 
lières distinctes  y^,  y,,.--  2/«  ^^  V équation  (B)  on  aura  V inté- 
grale générale  de  cette  équation  par  la  formule^ 

7/  =  Cl  //i  +  Cg  ;/2  4-  ...  4-  Cnl/n  (2) 

où  Cl,  C2,...  Cn  so?it  des  constantes  arbitraires. 

En  effet,  d'abord  il  résulte  du  n°  précédent  que  l'expression 
(2)  est  une  solution  de  (B)  ;  et_,  comme  elle  renferme  n  cons- 
tantes arbitraires,  il  suffit,  pour  prouver  qu'elle  est  l'intégrale 
générale  de  (B),  de  faire  voir  qu'on  peut  déterminer  ces  cons- 
tantes Cl,  Co,...  C„  de  façon  à  pouvoir  attribuer  à  ?/  et  à  ses 
{^n —  1)  premières  dérivées  y\  y",...  ?/(»-^)  des  valeurs  arbi- 
trairement choisies  pour  une  valeur  quelconque  de  la  variable  x. 

Or,  si  l'on  considère  l'équation  (2)  et  celles  qu'on  en  déduit 
en  différentiant  n  —  1  fois  de  suite  par  rapport  à  x,  on  obtient 
le  système  d'équations  du  premier  degré 


(3) 


d'où  l'on  pourra  tirer  pour  C^,  C^,...  C„  un  système  de  valeurs 
unique  et  bien  déterminé  puisque  le  déterminant  A„  est  diffé- 
rent de  zéro. 

Ce  théorème  fait  connaître  la  forme  de  Vintégrale  générale 
de  l'équation  (B).  Mais,  pour  obtenir  cette  intégrale,  il  faut 
connaître  n  solutions  particulières,  ce  qui  est  difficile  vu 
l'absence  de  méthode  pour  trouver  de  telles  solutions.  On  y 
parvient  cependant  dans  le  cas  suivant  qui,  très  particulier  en 
apparence,  se  rencontre  fréquemment  dans  les  applications. 

Intégration  des  équations  linéaires  à  coefficients 

constants 

458.  Remarquons  d'abord  que  si,  dans  l'équation  (A),  tous 
les  coefficients,  y  compris  le  terme  Q,  sont  constants,  il  suffira 
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de  changer  y  en  ?/  +  p-  pour  réduire  à  zéro  le  second  membre. 

Nous  n'avons  donc  à  considérer  que  l'e'quation  (B)  dans- 
laquelle  les  coefficients  sont  supposés  constants. 

Nous  nommerons  équation  caractéristique  relative  à  l'équa- 
tion différentielle  (B)  l'équation  algébrique 

f[r)  =  r»  4-  P,  r"-i  -h  ...  +  P^.^r  +  P„  =  0,         (4) 

que  l'on  déduit  de    (B)  en   y  remplaçant  les  dérivées    ?/("),. 

î/("-^),...  y'  par  les  puissances  r'\  r«-S...  r. 

459.  Théorème  TH.  —  Si  Von  désigne  par  r^  r^,...  r,j  les 
racines  supposées  distinctes  de  réquation  caractéristique  (3) 
l'intégrale  générale  de  (B)  sera 

y  =  Ce'^i^  +  C,  e'-^^  -h  ...  -h  C„e'^"*  (5) 

où  Ci,  Cg,...  C„  sont  des  constantes  arbitraires.  En  effet,  si  l'on 
pose  y  =  e'''-'  et  que  l'on  substitue  dans  l'équation  (B),  on 
tombe  sur  l'équation  caractéristique  (4).  Donc  e^^i^,  6*^2^,.. .  e'^"*^ 
sont  n  solutions  particulières  distinctes  de  l'équation  (B)  et 
par  suite,  en  vertu  du  théorème  II,  l'expression  (5)  est  l'inté- 
grale générale  de  (B). 

On  peut  d'ailleurs  déterminer  les  constantes  arbitraires 
Cj,  Gj,...  C„  de  façon  que,  pour  une  valeur  particulière  quel- 
conque Xq  de  X,  la  fonction  y  et  ses  n  —  1  dérivées  pren- 
nent des  valeurs  données  quelconques  u^,  u^,...  u„_^. 

A  cet  effet,  on  substituera  aux  inconnues  Ci,  C^,...  C„  les 
suivantes  Yi,  Tsv  ïn  liées  aux  premières  par  les  relations 

L'expression  (3)  prendra  alors  la  forme 
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et,  l'on  aura,  pour  déterminer  yi,  Ya»---  Tn>  ^^s  équations 

Ti  -+-  T2  -+- +  T«  =  ^'0 

'>\  Ti  -+-  '^'2  Ta  H-  -^  ^'«Tn  =  "^'i 

HYi  -^  î'I  Y2  + +  '^'  ïn  =  "^'a         ,'  (■') 

n" "  *  Yi  +  ^'2 "  ^  Y2  -^ ^-  ■''"r*  Y»  =  w„ _  1 

Or,  si  l'on  désigne  par  par  (f  (r)  le  quotient 

on  aura 

'?(n)  =  /'(r,),       ¥(r,)  =  0  o(r„)=0 

et,  par  suite,  en  ajoutant  les  équations  (7)  respectivement 
multipliées  par  X^,  X^,  X^.^,  1, 

Yi  /'  (^i)  =  \  Wq  +  l^^t^  -h  ...  -f-  X„_2  w„_2  -}-  t^,_i 

Cette  relation  donne  poury^  une  valeur  biendéterminée  puisque, 
la  racine  7\  étant  simple,  le  coefficient  /'  {i\)  est  différent  de 
zéro. 

On  trouverait  de  même  des  valeurs  bien  déterminées  pour 
les  autres  constantes  y,  ...  y»- 

460.  Théorème  IV.  —  Si  r équation  caractéristique  f{r)=L{) 
a  des  racines  égales,  par  exemple  si  r^  =  r^=^  .,.  =  r^  il  faut, 
dans  la  formule  (5),  remplacer  la  partie  C^e^^' ^^'^  -^-Ç^^fi^i^-  -h  ... 
-1-  C^e/*^  ]par 

e''i^(c; +c'd;-i- ....  -^c;^^;^-^^). 

En  effet,  si  dans  le  premier  membre  de  (B)  on  remplace  y 
par  e''-^,  on  a  identiquement 

d-{e^)  d-^(e'--]  d(e'-) 
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d'où  Ton  déduit  en  difîérenliant  successivement  par  rapport  à  r, 

H-  P,_  ,  ^g-^  +  P„  [xe^:^  =  e-  [.^r  (r)  +  /'  (r)]     j 


Si  rj  est  une  racine  simple,  le  second  membre  de  (8) 
s'évanouit  pour  r  =  r^  ;  donc  aussi  le  premier  membre,  et  e''i'^ 
est  une  solution  de  (B)  ;  ce  qu'on  savait  déjà. 

Si  i\  est  une  raison  double,  i\  annule  à  la  fois  /(r)  et  /'  (r), 
c'est-à-dire  les  seconds  membres  de  (8)  et  de  (9)  ;  donc  aussi 
les  premiers,  et  e\^  et  xe'^v^  sont  deux  solutions  de  (B). 

Si  r,  est  racine  triple,  i\  annule  à  la  fois /"(r), /'(/■),  f"  {r), 
c'est-à-dire  les  seconds  membres  de  (8),  (9),  (10),  et  par  con- 
séquent aussi  les  premiers  membres  ;  donc 

e''i'^,  xe'^^^,  x^e'^^^ 

sont  des  solutions  de  (B). 

En  général,  si  r^  est  une  racine  multiple  d'ordre  /«:,  l'équa- 
tion (B)  admet  les  k  solutions  particulières  relatives  à  cette 
racine 

et  par  conséquent  la  solution 

C,  e^i^  -4-  c; X  é'^^^  -^  C;  x^  e''^""  -H  ...  H_  c;,  x^'  -  ^  e'"'^ 
ou 

e'-i^  (c;  -t-  c;  ^  -i-  c>;2  ^  .. .  c;, x^^ -  ') 

qui  contient  k  constantes  arbitraires.  En  lui  ajoutant  la  partie 
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relative  aux  autres  racines  n  +  j,  ...  r„,  on  obtient  la  solution 
y  =:  e'-i^  (c;  +  eu  +  ...  -1-  CU''--i)  \ 

qui,  contenant  ?2  constantes  arbitraires,  est  l'intégrale  générale 
de  (B). 

On  voit  qu'elle  se  déduit  de  (4)  d'après  la  règle  énoncée. 

461.  Nous  n'avons  fait  encore  aucune  hypothèse  sur  la 
nature  des  racines  de  l'équation  caractéristique.  Lorsque  cette 
équation  (4)  a  des  racines  imaginaires,  l'expression  (5)  est 
encore  l'intégrale  générale  de  (B)  ;  mais  elle  renferme  alors 
des  imaginaires,  dont  il  est  toutefois  possible  de  la  débarrasser 
si  les  coefficients  P,,  Pg,  ...  P»  sont  réels,  auquel  cas  les  racines 
imaginaires  sont  conjuguées  deux  à  deux. 

Désignons  par  a  ±  p  / —  1  un  couple  de  racines  imaginaires 
conjuguées. 

Si  ces  racines  sont  simples,  les  termes  qu'elles  introduisent 
dans  la  formule  (4)  seront 

Ce^''^  (cos  ^30  -h  v/ —  1  sin  ^x)  H-  C  e'^^  (cos  Pa?  —  \/ — ■  1  sin  po?) 

ou 

e""^  (M  cos  ^x  4-  N  sin  '^x) 
en  posant 

C  +  C  =  M,         (G  —  C)  v/=T  =  N. 

On  peut  encore  simplifier  cette  expression  en  posant 

M  =  X  cos  Y,         N  =  —  X  sin  y 
ce  qui  donne 

X  e"-^  cos  {'^x  H-  y)» 

X  et  Y  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  les  deux  racines  imaginaires  considérées  ont  un  degré  de 
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multiplicité  égal  à  [ji,  elles  introduiront  dans  la  formule  (4)  les 
termes 


e"'*  [X  cos  {^x  -h  y)  -h  Xj  a;  cos  {'^x  -h  yJ  -4-  ... 
-i- X^  _  ^  a?!-^  ~  ^ cos  (p^ -h  Y,j^  _  i)] 

où 
X,  X^,  ...  X,jL_^  et  Y>  ïi'  •••  ïix-i  sont  2\i.  constantes  arbitraires. 

46S.  Exemple  :  soit  l'équation 

d^ll  _  àhi  __  2  ^    ,2^  =  0 

L'équation  caractéristique  a  pour  racines  0, 1, 1,  —  1  ±s/ —  1  ; 
l'intégrale  générale  est  doac 

2/  =  G  -h  (Ci  -h  Q>^x)  e'^  +  X  e-*  cos  {x  h-  y). 
463.  Théorème  V.  —  Si  V équation  (B)  est  de  la  forme 

{ax  -h  &)"  -r-^^  -+-  A,  (aoj-i-  &)«-^  ^— ei  4-  / 

f/y  (    ^     '^ 

+  A„.  1  (ao;  H-  b)  ^^  -h  A„ y  =:  0,  j 

Aj,  Aj,  ...  A^  e7a?i^  ^65  constantes,  et  si  Von  désigne  par 
r^,  Ta,  ...  n,  les  racines  supposées  distinctes  de  V équation  algé- 
brique 

^  (r)  =  r  (r  —  1) ...  (r  —  w  +  1)  a»  -f-  Aj  r  (r  —  l)...(r  —  n  -h  2)  a^-^ 
-h  ....  -i-  A„_t  (?•  —  1)  a  -H  A„  =  0, 

Vintégrale  générale  de  (5)  e^i 

2/  =  Cl  (ao?  -+-  5f  1  4-  C^  (aa?  +  hf^  +  . . . .  4-  C«  (a^  -h  &)*'",   (1 3) 

Cj,  C2,  ...  Cn  e7awiJ  des  constantes  arbitraires. 

En  effet,  on  voit  immédiatement  que  pour  que,  y  =  {ax  +  hy 
soit  une  solution  particulière  de  (5),  il  suffit  que  r  satisfasse  à 
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l'équation    algébrique  'l  (r)  =  0.  La  démonstration  s'achève 
ensuite  comme  au  n''  459. 

464.  Si  l'équation  'l  (r)  ==  0  a  des  racines  égales,  par 
exemple  si  r^  =  r^  =  ...  =  r,„  il  faut  dans  la  formule  (13)  rem- 
placer la  partie 

Cj  [ax  +  bY^  +  C,  {ax  4-  bf'^  -h  ...  +  C^{ax  +  b^' 

par 

[ax  +  bf^  [C;  +  a  log  (a.x ^b)-^  ...     H-  C;  |  log  (ax  +  6)  p- ^ ] . 

En  eflet,  si  dans  le  premier  membre  de  (12)  on  remplace  y 
par  (aa;  -h  6)'',  on  a  identiquement 

/  j^„d"(ax -+- b)        .    ,  ,,„    .  d'^-'^iax -\-b\ 

^"""^  -^  ^^  -^[^^ — -^'^^  ^^^^  -^  ^y  — d^^^ — +  •••• 

+  A„_i  {ax  4-  b)  ^  ^^"^^^, — -  +  An  {ax  +  b)''  =  {ax  -\-  bY^\  (r); 

puis,  on  différentie  successivement  par  rapport  à  r  et  la  démons- 
tration s'achève  comme  au  n°  4G0. 

465.  Dans  la  pratique,  il  est  plus  commode  de  remarquer 
qu'en  changeant  de  variable  on  peut  ratnener  le  type  (2)  au 
type  précédent,  c'est-à-dire  au  cas  d'une  équation  linéaire 
sans  second  membre  et  à  coefficients  constants. 

Il  suffit  de  poser 

ax  -^r-  b  =■  e*, 
■d'où  l'on  déduit  successivement 

dy  dy  dt  _^  dij 

dx        ~di  dx  dt  ' 


dx'^     \    ^^    dt^""^     df'  1  dx  —  ''  ^     \     dt^  dty 

\      dt       dt^  )  dx 
l''  dt  dt-  "^  dt'y 


^__a22e-2.  /      É/^^\  ^^  ^,r^.-2t(      dhj      dh/\  dt 
dx^~       «  -«       (^      dt  ^  df^     dx  ^  ^''  ^       \~W^'cW  nbo 


=  a'e' 
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D'après  cela,  si,  pour  plus  de  simplicité,  on  se  borne  au  cas 
de  ?2  =  3,  l'équation  proposée 

deviendra,  par  la  transformation  indiquée. 


ou 

«'  S  -^  ^'(^^  -  '"^^^  S'  -+-  a(A,  -  A,«  +  2a^)  ^^^  +  A,y  =  0, 

qui  est  bien  linéaire  et  à  coeftîcients  constants. 

4.66.  Exemple  : 
Soit  l'équation 

En  posant  a;  h-  1  =  e'  on  a 

L'équation  caractéristique  a  pour  racines  2  et  3  ;  l'intégrale 
est  donc 

c'est-à-dire,  enfin, 

^j  =  C,{x  +  \f  -^  G,{a)  +  if. 


ÉQUATIONS    LINÉAIRES    d'oRDRE    QUELCONQUE  593 


Intégration  d'une  équation  linéaire  îi  coeflieients 

variables 

461.  Théorème  VI.  —  Lorsqu'on  connaît  n  intégrales  par- 
ticulières distinctes  y ^,  y^,  ...  yn  de  P équation  {B),  on  obtient 
Vintègrale  générale  de  l'équation  (A)  au  moyen  de  n  qua- 
dratures. 

En  effet  : 

On  sait  (n°  457)  que,  lorsque  Cj,  C^,  ...  G,  sont  des  cons- 
tantes arbitraires,  la  formule 


=  2c.. 


!/"  (14) 


dans  laquelle  k  peut  prendre  les  valeurs  \,   2,  ...  n,  donne 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (B). 

Considérons  maintenant  Cj,  C,,  ...  C«  comme  des  fonctions 
inconnues  de  x  et  proposons-nous  de  les  déterminer  de  façon 
que  l'expression  (14)  satisfasse  à  l'équation  (A).  Cette  condition 
ne  fournit  qu'w^ze  relation  entre  Ci,  Ca,  ...  C„.  On  peut  donc 
imposer  à  ces  n  inconnues  n  —  1  autres  relations,  qu'il  est  per- 
mis d'ailleurs  de  prendre  arbitrairement.  Nous  les  choisirons 
de  telle  sorte  que  les  expressions  des  n  —  1  premières  déri- 
vées de  y  offrent,  dans  le  cas  où  Cj,  C^,  ...  Cn  sont  des 
variables,  la  même  forme  que  dans  le  cas  où  Ci,  Cj,  ...  C„ 
sont  des  constantes.  On  emploie  à  cet  effet  une  méthode  con- 
nue sous  la  dénomination  de  Méthode  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires. 

Cl,  C2,  ...  C„  étant  considérées  comme  variables,  la  diffé- 
rentiation  de  l'expression  (14)  donne 


dx 
Si  donc  on  pose 


<¥  _  V  r  ^y^  _^  v .,  ^^^• 


y'<'ê  =  ''  (^^) 


c'est-à-dire,  si  l'on  égale  à  zéro  l'ensemble  des  termes  qui 
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renferment  les  dérivées  ^  , -^  ...  j^,  on  aura,  pour  la  déri- 
vée de  y,  l'expression 


dy ^  p   c?C 


6v  Jb  ^ggsa  CtJu 


C.^-,  (16) 


dont  la  forme  est  la  même  que  dans  l'hypothèse  où  Cj,  C^,  ...  d. 
sont  des  constantes. 

De  même,  la  différentiation  de  l'expression  (16)  donne 

d'y  _  ^  C  ^^'  -+-  V  ^'  --- 
dx^       ^    ^  dx^        jZj  dx   dx  ' 

si  donc  on  pose 

y^^-^'^=o,  (17) 

.^  dx  dx  ^     ^ 

on  aura,  pour  la  dérivée  seconde  de  y,  l'expression 

dont  la  forme  est  la  même  que  dans  le  cas  où  Ci,  Cj,  ...  C„  sont 
des  constantes. 

En  continuant  de  la  sorte,  on  obtiendra  les  n  —  1  relations 
cherchées 

2<^C/i _ A  x"  ^yi' ^^i' _  A     V  ^"~^yft ^^ — f]  r\r\\ 
y^~d^—^'  Zi'd^'d^'-^""  Z^dx^-'-'dx  —  ''    ^'^^ 

et,  en  même  temps 

V  r  ,,  ^y  —  V  r  ^^y''      ^"~'?y—  V  r  ^'111^^     m-) 

y=2u^  ?/„  ^-  —  2j  '"^  '(1^"  '  ■  ■  ■  dx-^-^  ~  Zd  ^^  dx^-'  '     ^  "^ 

Il  reste  actuellement  à  écrire  la  condition  que  nous  avons 
énoncée  en  premier  lieu  et  qui  consiste  en  ce  que  l'expres- 
sion (14)  doit  satisfaire  à  l'équation  (A).  Dans  ce  but,  on  diffé- 
rentiera  la  dernière  des  équations  (20),  ce  qui  donne 

c?«.v  _  V  r  ^!^'  -1-  V  ^"~'y^--  '^^.  (o\\ 

dx'^  ~~Zi    "  daf^       Zà  dx''~^  'dx  '  '^"  ' 
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puis,  l'on  portera  les  expressions  (20)  et  l'expression  (21) 
dans  Féquation  (A),  en  a3^ant  égard,  dans  cette  substitution,  à 
ce  que  y  y,  y^^  "•  yn  sont  des  intégrales  de  (B).  On  obtient 
ainsi  la  relation 


dx'^~'-   dx 


(22) 


qui,  avec  les  relations  (19),  forme  un  système  de  ?%  équations 
du  premier  degré  à  n  inconnues 


dC^ 
dx  ' 


dC^ 
dx  ' 


dLin 

dx 


(23) 


dy,         dy^ 
dx  '        dx 

dyn 

dx 

dx''-^'    dx"-^    ■ 

d'^-hjn 
"    dx""-^ 

Ce  système  est  d'ailleurs  compatible,  puisque  les  fonctions 
Vïi  y 21  •••  Uni  étant  distinctes  par  hypothèse,  le  déterminant 


An  = 


est  différent  de  zéro.  Les  équations  (19)  et  (22)  fourniront 
donc  pour  chacune  -^  des  inconnues  (23)  une  valeur  X/,  bien 
déterminée  et  fonction  de  x.  On  aura  donc 

c^C,  =  X/,  dx        d'où        C,  =    /  X/,  dx  +  Y/ij       ^^) 
et  par  suite 


i/=y  ^'^Cï/^^  /  ^kdx) 


(25) 


C'est  l'intégrale  générale  de  (A),  puisqu'elle  renferme  n  cons- 
tantes arbitraires  y^,  y2)  •••  Y»i«  ^^i  ^^"^^  qu'on  l'obtient  au 
moyen  des  n  quadratures  (24). 
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468.  Un  cas  particulier  fort  important  est  celui  où  les 
coefticients  Pj,  Pg,  ...  Pn  de  l'équation  (A)  sont  constants,  le 
second  membre  Q  étant  seul  fonction  de  x. 

On  connait  alors  n  intégrales  particulières  de  l'équation  (B) 
puisque  (B)  a  dans  ce  cas  ses  coefficients  constants.  Ces  n  solu- 
tions sont 

fj,  r^,  ...  l'n  étant  les  racines  de  l'équation  caractéristique 
(n°  459). 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (A)  s'obtient  donc  (n°  467) 
au  moyen  de  n  quadratures. 

Voici  un  exemple  : 

Soit  l'équation  différentielle 

g-(^i-+-^-2)g-+-n^.^i/  =  0  (26) 

où  fj  et  ^2  sont  des  nombres  donnés,  tandis  que  Q  est  une 
fonction  donnée  de  x. 

Les  racines  de  l'équation  caractéristique  sont  ici  n  et  r^,  et 
l'on  a 

dC        dC 
Les  équations  du  premier  degré  qui  déterminent  y-*  et  -j-^ 

sont  donc 


gj-jar  dtri^         ^r,a;  dL^  q 


Elles  donnent 


ofa?         rj  —  Tg     '     dx        r.^  —  r^ 
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d'où  l'on  déduit 
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c  =  — ^- 

'  '>\    -    '''2 


Qe-''^''dcc,      C, 


1 


Qe-'^^-'^cLv. 


L'intégrale  générale  de  Fécfuation  proposée  (26)  a  donc  enfin 
pour  expression 


y 


^  e''2^  I  Qe-  ''2^  dx  —  é'^^  foe-  ^'i^  dx  .27 


(27) 


les  deux  intégrales  indéfinies  étant  supposées  renfermer  cha- 
cune une  constante  arbitraire. 
Lorsque  r^  est  égal  à  ri,  l'expression  (27)  se  présente  sous 

la  forme  k-  Pour  avoir  la  vraie  valeur  de  l'intégrale,  on  appli- 
quera la  règle  de  Vliospilal  (n°  189,  tome  1),  en  différentiant 
le  numérateur  et  le  dénominateur  par  rapport  à  r^,  puis  faisant 
7'2  =  î'j.  On  trouve  ainsi 


î/  =  e'i^ 


Qe-'-ia;__     /     QQ-r,x^^ijç 


469.  Théorème  VIL  —  Lorsqu'on  connaît  une  intégrale 
particulière  y  de  V équation  (A),  on  obtient  Vintégrale  géné- 
rale de  cette  équation  en  ajoutant  la  solution  y  à  Vintégrale 
générale  de  (B). 

En  effet,  si  l'on  fait  dans  (A)  la  substitution 


î/  =  ï 


on  obtient  la  relation 


dx^  "^     ^  dof'-'' 
d"z       p    (i»~^  z 


+  ...  +  ?n-x 


c?Y 
dx 


P..Ï 


+  P.,-.g  +  P.^)  =  Q 
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qui,  puisque  y  satisfait  à  l'équalion  (A),  se  réduit  à 

&  +  ^^  f7^^  "^  -  "^  ^"-'  dx  +  ^'^'^  -  ^' 
laquelle  n'est  autre  que  l'équation  (B). 

4'70.  L'intégrale  générale  de  (A)  a  donc  la  forme 

2/  =  C,2/,  H-  C.y,  +  ...  +  ^nVn  +  Y,  (28) 

Y  étant  une  solution  quelconque  de  l'équation  (A).  11  suit  de  là 
que  \ équation  linéaire  n  admet  pas  de  solution  singulière. 
En  effet,  une  solution  quelconque  y  =  y  se  déduit  de  l'inté- 
grale générale  (28)  en  y  faisant  Ci  =  Cj  =  ...  =  C„=  0. 

471.  Nous  avons  considéré  au  n°  468  le  cas  où,  dans 
l'équation  (A),  les  coefficients  P^,  P2,  ...  P,î  sont  constants 
tandis  que  le  second  membre  Q  est  une  fonction  de  x  ;  et, 
nous  avons  vu  que  l'intégration  exigeait  n  quadratures. 

Le  théorème  VII  permet  d'éviter  ces  quadratures  lorsque  le 
second  membre  Q  revêt  l'une  des  trois  formes 

Q  =  2  «^'  (29) 

Q  =:  ^  (a  cos  \ix  +  P  sin  \ix)  ;  (31) 

car,  dans  chacune  de  ces  hypothèses,  on  peut  trouver  immé- 
diatement, pour  réquation  (A),  une  solution  particulière  ayant 
la  même  forme  que  l'expression  de  Q  et  dont  on  détermine  les 
coefficients  (c'est-à-dire  les  quantités  désignées  ci-dessus  par  des 
lettres  grecques)  par  la  méthodes  des  coefficients  indéterminés . 

Celte  intégrale  particulière  étant  obtenue,  on  l'ajoutera 
(n°  469)  à  l'intégrale  générale  de  (B). 

Voici  des  exemples  relatifs  à  chacune  des  trois  formes  de  Q. 

1°  Soit  l'équation  différentielle 

^^-y=ax^  +  ^X^-^'iX-\-o.  (32) 
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Posons 

Y  =  A^3  -t-  Bx^  -h  Cx  +  D,  (33) 

et  substituons  cette  valeur  à  la  place  de  y  dans  l'équation 
proposée  (3).  En  ordonnant  par  rapport  h  x  ei  égalant 
à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x,  nous  aurons 
les  relations 

A  +  '/  =  0,    B  +  p  =  0,    GA  — C  — Y  =  0,    2B  — D— 8  =  0, 

d'où  l'on  tire 

A  =  -a,       B  =  — p,       G  =  -(6a-i-Y),       D  =  — (2p  +  S). 

L'intégrale  particulière  demandée  est  donc 

Y  =  —  aa;^  —  ^x-  —  (6  a  +  y)  a;  —  (2  p  +  S). 
2"  Soit  l'équation  différentielle 

où  Pi,  F\,  ...  P„_i,  P„  sont  des  constantes. 
En  posant 

Y  =  Ae^'^  (35) 

et  substituant  dans  (34),  on  aura  pour  déterminer  A  la  relation 

c'est- à-dirCj,  en  désignant  par  f{k)  =  0  l'équation  caracté- 
ristique, 

Af{k)  =  a       d'où       A  =  -^j--. 
La  solution  particulière  demandée  est  donc 


600  CHAPITRE    Xlll 

La  méthode  est  en  défaut  lorsque  k  est  une  racine  de  l'équation 
caractéristique  ;  il  convient  alors  d'appliquer  la  méthode 
générale  (n"  468). 

3°  Soit  enfin  l'équation  différentielle 

^  -1-  V  =  cos  \ix.  (37) 

En  posant 

Y  =  A  cos  \^x  (38) 

et  substituant  dans  (37),  on  obtient 

1 

—  A  cos  Ka?  iK^  —  1)  =  cos  ^s.x,      d'où      A  =  rmiP» 

et  la  solution  particulière  demandée  est 

Y  =  ^^2.  (39) 

La  méthode  est  en  défaut  lorsque  K  est  égal  à  1  ou  à  —  1. 
Il  convient  alors  d'avoir  recours  à  la  méthode  générale  (n°  468)  ; 
on  trouvera  ainsi 

Cf-^i      •                      (Xj   Slïl  OG 
cos  X  -^  \J  sin  X  -\ ij — 


pour  l'intégrale  de 


~-^  -f-  ?/  =  cos  X 
dx/       ^ 


Abaîsseiiieiit  de  Tordre  d'une  équation 
différentielle  linéaire 


472.  Si  l'on  connaît  n  intégrales  particulières  distinctes  de 
l'équation  i^B),  on  peut  (n°  467)  intégrer  l'équation  (A)  c'est-à- 
dire  ramener  son  intégration  à  la  recherche  de  n  quadratures, 
n  étant  l'ordre  des  équations  différentielles  (A)  et  (B). 
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Il  n'en  est  plus  ainsi  lorsqu'on  connaît  seulement  m  inté- 
grales particulières  distinctes  de  (B),  m  étant  inférieur  à  «. 
Mais  on  peut,  dans  ce  cas,  profiter  de  la  connaissance  de  ces  m 
intégrales  pour  abaisser  de  m  unités  l'ordre  des  équations  (B) 
et  (A),  sans  changer  leur  forme  linéaire  ;  tel  est  l'objet  du 
théorème  suivant  : 

473.  Théorème  VIII.  —  Lorsqu'on  connaît  m  intégrales 
'particulières  distinctes  de  (B)  on  obtient  rintégrale  générale 
de  (A),  et  à  plus  forte  raison  celle  de  (Bj,  en  déterminant 
Vintégrale  générale  d'une  équation  linéaire  d'ordre  n  —  m  et 
opérant  ensuite  m  quadratures. 

Nous  prendrons  n  =  5  et  m  =  3,  pour  abréger  les  écritures, 
sans  altérer  la  généralité  du  raisonnement. 

Soient  donc  y^,  2/2.  î/s  1^^  solutions  particulières  de  (B). 
Si  Cj,  C2,  C3  sont  des  constantes,  l'expression 

î/  =  C,yi-f-C2  2/2-hG3  2/3  (40) 

sera  encore  une  solution  de  (B)  ;  mais,  si  l'on  y  considère 
Cl,  Cg.  C3,  comme  des  fonctions  inconnues  de  x,  le  second  mem- 
bre pourra  évidemment  représenter  une  fonction  quelconque 
de  X  et  en  particulier  l'intégrale  générale  de  (A). 

La  condition  imposée  à  l'expression  (40)  de  satisfaire  à 
l'équation  (A)  ne  fournit  (\\iune  relation  entre  les  fonctions 
Cl,  C^,  C3  ;  on  peut  donc  imposer  à  ces  inconnues  deux  autres 
relations^  qu'il  est  d'ailleurs  permis  de  prendre  arbitrairement. 
Nous  les  choisirons  de  telle  sorte  que  les  expressions  des  deux 
premières  dérivées  de  y  offrent,  dans  le  cas  où  Ci,  Gj,  C3  sont 
des  variables,  la  même  forme  que  dans  le  cas  où  Ci,  Cj,  C3  sont 
des  constantes.  A  cet  effet  on  opérera  comme  il  suit  : 

Cl,  C2,  C3  étant  considérées  comme  variables,  la  différen- 
tiation  de  l'expression  (40)  donne 

dy  _  ^   dy,        ^    dy,       ^   dy.  dC,  dC^  dC,_ 


si  donc  on  pose 


ttLi,  ttLio  «(jo         j-v  ifi 
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on  aura,  pour  la  dérivée  de  y,  l'expression 

-     ^:=C,^-^  0,^  +  03^4^^  (42) 

dx  ^  dx  ^  dx  ^  dx  ^    ^ 

dont  la  forme  est  la  même  que  dans  l'hypothèse  où  Ci^  Cj,  Cg 
sont  des  constantes. 

De  même,  la  différenliation  de  (42)  donne 

d^U—r  ^LËi   <   r  -'!^^  -^  r  ^-^^    ,   dy,  dC,       dif,  dC.2       dy.,  dC, . 
dx'^  ~    *  dx-  "^  ^  dx"       ^  'dx^       dx  dx  ~^  dx  dx'^  dx  dx  ' 

si  donc  on  pose 

dy^  dC,  _^  djh  dC^  _^  dy,  dC,  ^^  (43) 

dx   dx        dx   dx        dx  dx         ' 

on  aura  pour  la  dérivée  seconde  de  y,  l'expression 

dx'  ~  '  dx^  ^  ^2  ^^2  -+■  ^8  ^^2  i^*; 

Il  reste  actaellement  à  écrire  que  l'expression  (40)  doit 
satisfaire  à  l'équation  (A).  Dans  ce  but,  on  difîérentiera  i?'ois 
fois  de  suite  l'équation  (44)  ce  qui  donne 


d'y 

dx'  ~ 

dhj        ^  dhj,      ^  dhj, 

■  ^1  dx'  ^    ^'  dx'     '    ^'  dx'   ^  ^' 

(45) 

fy_ 
dx'' 

dhj,        ^    dY        ^    dhj,                  du 

(450 

dhj  _ 
dx"" 

P  «^'2/i   ,    r  c^lVo   ,    r  d''y,                du,       dhi 

(45") 

«n  posant 

c?2y.  dc,  _^  dh,,  dc,  _^  dhj,  dc,  _  ^^ 

dx^  dx .       dx^  dx        dx"-  dx 

(46) 

dhj,  dC,       d'y,  dC,       d'y^  dC,  _  ^^ 
dx'  ~dx        dx''  dx        dx'   dx          '■ 

(46') 

dhj,  dC,        dhj,  dC,        dh,,  dC,       ^^ 
dx''   dx        dx'-  dx         dx^  dx          ^' 

(46") 

Cela  fait,- on  portera  dans  (A)  les  valeurs  (40),  (42),  (44),  (45), 
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(45%  (45")  àey,^^,^„^„^i,^,,et\  équation  prove- 
nant  de  cette  substitution  se  réduira  à 

Mais  le  système  formé  par  les  équations  (41),  (43),  (46')  est 
-compatible,  puisque  par  hypothèse  le  déterminant  A3  est  diffé- 
rent de  zéro.  Il  donne  pour  les  inconnues  -r^,  -r- S  -^  des 
valeurs  bien  déterminées  et  de  la  forme 

Xj,  X^,  X3  désignant  des  fonctions  connues  de  x. 
D'autre  part,  les  équations  (46'),  (46")  donnent 

Ui  =  Z^u     ,     u.-^  =  Zg  u 

Zi  et  Zi  étant  aussi  des  fonctions  connues  de  ^  ;  et  la  substitu- 
tion de  ces  expressions  dans  (A^)  fournira  pour  déterminer  u, 
l'équation  linéaire  du  second  ordre 


dhi 


(2^-^p^)Ê+(^^^S.-^p^^^  +  pO''=^  ^^'^ 


Donc,  en  définitive,  on  déterminera  d'abord  l'intégrale 
générale  de  (Ag),  qui  contiendra  deux  constantes  arbitraires; 
puis  on  aura  Cj,  Cj,  C3  par  les  quadratures 


Ci^Yi"^    /    XiMc?a;,  0^=72+    /    ^iUdx,QA.^—-{^-^-    f    X^udx  (E,) 


qui  introduiront  trois  nouvelles  constantes  arbitraires  ^i  y. 2  Ys- 
En  portant  les  valeurs  (Ej)  dans  (40),  on  aura  l'intégrale  de 
l'équation  proposée  (A),  qui  renfermera  d'ailleurs  cinq  cons- 
tantes arbitraires. 
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4Î'4.  Considérons  le  cas  où  m  =  1  c'est-à-dire  où  l'on  ne 
connaît  qu'une  seule  intégrale  ij^  de  l'équation  (B). 
On  posera  alors,  au  lieu  de  (40), 

2/=C,y,  (400 

Cj  étant  une  fonction  inconnue  de  x  qu'on  déterminera  par  la 
condition  que  cette  expression  (40')  satisfasse  à  l'équation  (A). 
A  cet  effet,  on  calculera  les  dérivées  successives  de?/  à  l'aide 
de  la  formule  de  Leibnitz  (tome  I,  n'^  88)  relative  aux  dérivées 
des  divers  ordres  du  produit  de  deux  fonctions  de  x\  puis,  on 
substituera?/  et  ses  dérivées  dans  Téquation  (A).  On  obtient 
de  la  sorte 

Q  =  V„C,-f- V,  ^  +  ^^^^  +  ...  +  j-^—^^  -^--S  (47) 
les  coefficients  Vo,  Vi,  ...  V„  ayant  pour  expression 

^'-1^'-^^'  d^-~'~  "^  -  "^  ^"-^  dx  ^  ^"^' 
V  _«^'-!.ï.i_^r.o_nP  ^IVi_^      _^p..   ^dy. 


dx 


^.  +  («  -1)  p.  "55iri;  + ...  -^  P,.-,^  +  P,.-,y., 
n  — 


V,  =  n  (n  -  1)  |^:^i  +  (n  -  1)  (.i  -  2)  P,  ^^  +  ...     )  (48) 


a  a; 


V„  =  n(;e  — 1) 3.2.1.  yj. 

Mais  Vo  est  nul  puisque  par  hypothèse  ?/i  est  une  solution 
de  (B),  et  si  l'on  pose 

dx 
l'équation  (47)  se  réduit  à 

£44  +  V„-,^  +  ...+  V,|  +  V,.  =  Q    (49) 

qui  est  une  équation  diiïérentielle  linéaire  d'ordre  7i  —  1.  On 
a  donc  ainsi  abaissé  d'une  unité  l'ordre  de  l'équation  proposée. 


ÉQUATIONS    LINÉAIRES    d'oRDRE    QUELCONQUE  605 

L'équation  (49)  étant  intégrée,  on  aura 

r 

Cj  =  Y  -H    /    zdx 

et  par  suite  l'expression 

2/  =  ^1  (ï  +    /    ^d^) 

sera  l'intégrale  générale  de  (A)  puisqu'elle  renferme  n  cons- 
tantes arbitraires  qui  sont  la  constante  y  et  les  (n  —  1)  cons- 
tantes contenues  dans  z. 

Le  beau  théorème  Vtll  ainsi  que  la  démonstration  que 
nous  en  avons  donnée  sont  dus  à  Lagrange;  la  méthode  intro- 
duite à  cette  occasion,  dans  rAnal3^se,  par  l'illustre  géomètre 
a  reçu,  avons  nous  dit  (n°  467),  le  nom  ào.  Méthode  de  la  varia- 
tion des  constantes  arbitraires .  Nous  avons  cru  devoir  y  insister 
(n°^  467,  473,  474)  à  cause  de  sa  fécondité  et  de  son  élégance. 

Traiisforiîiailons  diverses 


475.  La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  fait  ressortir 
l'avantage  qu'il  y  aurait  à  savoir  trouver  des  solutions  parti- 
culières de  l'équation  sans  second  membre  (B).  Malheureuse- 
ment, en  dehors  des  cas  traités  aux  n°s  459  et  460  et  de  la 
méthode  d'intégration  par  les  séries  dont  il  sera  question  plus 
loin,  on  ne  connaît,  pour  les  recherches  de  ce  genre,  aucun 
procédé  offrant  quelque  généralité. 

Le  mieux  alors  consiste  à  opérer  des  transformations  telles 
que  l'équation  nouvelle  laisse  apparaître  des  solutions  parti- 
culières. 

Parmi  ces  transformations,  l'une  des  plus  connues  est  la 
suivante 

y  =  e-J  (50) 
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que  nous  avons  déjà  étudiée  aun°  441.  Elle  permet  d'abaisser 
d'une  imité  l'ordre  de  toute  équation  qui  est  homogène  par 
rapport  à  ij  et  à  ses  dérivées.  Elle  s'applique  donc  en  parti- 
culier aux  équations  linéaires  sans  second  membre  ;  seulement 
la  nouvelle  équation  jiest  plus  linéaire. 

Mais  si  l'on  peut  trouver,  n'importe  comment,  une  solution 
de  l'équation  transformée,  on  aura  par  là  même  une  solution 
particulière  de  la  proposée  (B)  et  le  but  sera  rempli. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

dx^       X  dx       x^ 
La  transformation  indiquée  donne 

du         ,       1  /  1\       f. 


dx  X  \  X^ 

elle   n'est   pas   linéaire  ;   mais    on   aperçoit  immédiatement 

1 

que  -  est   une    solution  particulière  ;  par  suite,  la  proposée 

ndœ 

admet  la  solution  e  ^  onx,  ce  que  l'on  pouvait  voir  directe- 
ment. D'ailleurs  l'équation  proposée  rentre  dans  le  type  (12) 
que  l'on  sait  intégrer. 

476.  La  même  transformation  (50)  appliquée  à  l'équation 

3  =  K^"2/  (Si) 

donne 

h  ^^^  =  Kj»"  : 

dx 

c'est  une  équation  de  Riccati  (n°  382). 

Réciproquement,  si  l'on  applique  à  l'équation  de  Riccati 

Il  -h  hif  =  ex-, 
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la  transformation 

1    du 

•^        bu  do:'' 

due  à  Euler,  on  tombe,  en  posant  hc  =  K,  sur  l'équation  (51) 
qui  est  commode  vu  sa  forme  à  la  fois  binôme  et  linéaire. 


Propriétés  de  l'équation  linésiîre  du  secoiifl  ordre 
sans  second  membre 


4T7.  Il  résulte  du  n°  474,  où  l'on  fait  n  =  2  et  Q  =  0,  que 
l'on  peut  trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation 

S  H- p.  g  H- p.!/ =  0,  (52) 

dès  qu'on  en  connaît  une  solution  particulière  ?/i  c'est-à-dire 
une  expression  y^  telle  que  l'on  ait 

-d^'^^'-d^-^^^^y^-^- 

A  cette  méthode  générale  on  peut  substituer  un  procédé  dû 
à  Sturm  et  remarquable  par  sa  simplicité  et  son  élégance. 
Voici  en  quoi  il  consiste  : 

En  éliminant  P,  entre  les  deux  relations  précédentes,  on 
obtient 

•^*  dx^       ^  dx^  ^  Y^  dcG       ■^  dx  )      ' 

Puis,  si  l'on  pose 

du  dy^ .,   ,  d^y  d-y^ du 

y^  dx       -^  dx  '  ^  dx^       ^  dx^        dx 

l'équation  devient 

-j — hPiii  =  0,     d  ou     ii^=\:e   -'    ^ 
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c'est-à-dire 

que  l'on  peut  écrire 

ce  qui  donne 

pour  l'intégrale  demandée. 

478.  Un  très  grand  nombre  de  problèmes  relatifs  à  la 
Physique  mathématique  conduisent  à  des  équations  différen- 
tielles de  la  forme  (52).  On  ne  sait  intégrer  une  telle  équation 
que  dans  un  fort  petit  nombre  de  cas  particuliers,  et  lors 
même  qu'on  possède  l'expression,  sous  forme  finie,  delà  fonc- 
tion qui  satisfait  à  l'équation  considérée,  il  est  le  plus  souvent 
très  difficile  de  reconnaître  d'après  cette  expression  la  marche 
et  la  propriété  caractéristique  de  cette  fonction. 

Mais  on  peut  arriver  à  ce  but  par  la  seule  considération  de 
l'équation  différentielle  sans  qu'on  ait  besoin  de  son  intégra- 
tion. Celte  recherche  a  fait  l'objet  d'un  mémoire  justement 
célèbre  publié  par  Sturm  dans  le  journal  de  Lionville  (tomel, 
1833).  Nous  ne  saurions  ici  analyser  même  succinctement  ce 
travail  considérable.  Nous  nous  bornerons  à  reproduire 
presque  textuellement  la  partie  que  le  grand  géomètre  avait  cru 
devoir  introduire  dans  son  Cours  d'analyse  de  l'Ecole  Poly- 
technique. 

479.  Considérons  la  relation  (33). 

1°  La  constante  C  étant,  en  général,  différente  de  zéro,  nous 
la  supposerons  positive  ;  on  aura  alors 


ï/i 


^  _  ji  -Vj  ^  0.  (55) 


dx       "^  dx 
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du 
Donc   la  fonction  y  et  sa  dérivée  -^  ne  'peuvent  être  nulles 

simultanément. 

La  même  propriété  appartient  aux  fonctions  y^^  et  -j—. 

2°  Deux  valeurs  de  x  qui  annulent  y^  comprennent  une 
valeur  de  x  qui  annule  y.  En  effet,  si  ?/i  s'annule  pour  x  =  a 
et  pour  X  =  b,  on  aura  dans  l'un  et  l'autre  cas,  d'après  l'iné- 
galité (35), 

Donc  y  et  -r-  ont  des  signes  contraires.  Mais,  quand  x  croit 

de  a  à  h,  -,  '  change  de  signe  pour  une  certaine  valeur  ^  =  a  ; 

donc  y  doit  aussi  changer  de  signe  avant  que  x  n'atteigne  b. 
Par  suite,  la  fonction  y  s'évanouit  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  et  b. 

De  même,  entre  deux  valeurs  de  x  qui  annulent  y  se  trouve 
une  valeur  de  x  qui  annule  tj^. 

3<^  Il  résulte  de  là  que,  si  Von  fait  croitre  x,  les  deux  fonc- 
tions y  ety^  s'annuleront,  l'une  après  l'autre,  alternativement. 

Il  est  aisé  de  vérifier  ces  résultats  sur  l'équation 

dont  l'intégrale  générale  est 

î/  =  G  sin  X  -\-  CI  ces  oc. 


Procédé  d'intégration  par  les  séries 


480.  Il  existe  une  méthode  d'intégration  excessivement 
puissante,  quoiqu'elle  doive  être  pratiquée  avec  précaution,  et 
dont  le  principe  est  des  plus  simples.  Désignons  par 

/■(^,y,!/'.2/"-2/<"')  =  0  (56) 

Calcul  infinitésimal  39 
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r.équation  différentielle,  et  cherchons,  comme  intégrale,  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  œ  —  x^'y 
elle  aura  la  forme 


y  —  ?/o  =  «0  (^  —  ^o)''  -^a,(x  —  x,Y+'  4-  ...       (57) 

?'. étant  un  nombre  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif. 
En  fait,  on  pourrait  essayer  des  séries  infinies  dans  les  deux 
sens,  ou  des  séries  dont  les  exposants  contiendraient  plusieurs 
exposants  fractionnaires  se  succédant  suivant  une  loi  quel- 
conque ;  mais  nous  excluons  volontairement  de  pareilles  séries 
et  nous  nous  limitons  au  type  (57).  On  substituera  la  série  (ol) 
dans  l'équation  (36)  et,  en  exprimant  que  cette  équation  est 
identiquement  vérifiée,  on  aura  des  identités  qui  détermine- 
ront r,  a^,  tty,  «2,  ....,  pourvu  que  l équation  proposée  admette 
effectivement  une  intégrale  de  la  forme  (37). 

11  est  essentiel  de  remarquer  qu'il  ne  suffira  pas  d'avoir 
déterminé  les  coefficients  ;  il  faudra  encore  s'assurer  que  la 
série  obtenue  est  convergente  dans  un  certain  domaine,  faute 
de  quoi  la  solution  serait  illusoire.  Nous  donnerons  bientôt 
des  exemples  des  deux  espèces  ;  mais  nous  ferons  d'abord 
quelques  remarques. 

481.  Si  des  séries  de  la  forme  (37)  ne  conduisent  à  aucun 
résultat,  on  pourra  essayer  des  expressions  telles  que 

Ti  (^)  Si  {x)  -1-  cp,  [x]  S^  (^)  -I-  ...  +  ?y  {x)  Sp  {x), 

où  les  Si  [x)  sont  des  séries  du  tj^pe  (37),  tandis  que  les  fonc- 
tions cj>j,  '^25  •••  sont  des  fonctions  connues,  telles  que  loga- 
rithmes, exponentielles  ordinaires,  exponentielles  à  exposants 
polynômes  ou  à  exposants  séries,  etc.  Nous  aurons  bientôt 
l'ioccasioa  de  faire  un  pareil  essai. 

482.  Dans  le  cas  où  l'équation  (36)  est  linéaire  et  sans 
second  membre,  on  a  obtenu,  depuis  une  trentaine  d'années, 
d'importants  résultats  dont  nous  dirons  quelques  mots. 


ÉQUATIONS    Llx\ÉA.lRES    d'oRDRE    QUELCONQUE  611 


Soit 


l'équation  donnée;  on  suppose  que  les  coefficients jo^  sont  des 
fonctions  uniformes  de  la  seule  variable  x  dans  un  certain 
domaine  et  qui  n'ont  pas  d'autres  points  singuliers  que  des 
pôles.  En  un  point  5?o,  qui  est  ordinaire  pour  tous  les  coeffi- 
cients p,  on  peut  se  donner  arbitrairement  la  valeur  d'une 
intégrale  et  de  ses  m  —  1  premières  dérivées.  L'équation  diffé- 
rentielle fait  connaître  la  dérivée  m''^'"^  et,  par  dilïérentiation, 
toutes  les  dérivées  suivantes,  et  l'on  sait  que  l'intégrale  est 
parfaitement  déterminée. 

Cela  posé,  considérons  un  sj^stème  de  m  intégrales  indépen- 
-dantes,  déterminées  chacune  par  leurs  valeurs  initiales  pour 
x  =:  Xç^  et  par  celles  de  leurs  m  —  1  premières  dérivées  ;  une 
intégrale  quelconque  sera  de  la  forme 

.?/  =  Gi  ?/i  +  C, y,  -1-  . ..  +  C„,  ij,, 

-et  elle  sera  évidemment  holomorphe  dans  un  certain  cercle  r 
■décrit  autour  de  x\  comme  centre,  puisque  les  m  intégrales 
z/j,  2/2,  ...  i/ra  le  sont.  Gomme  on  peut  répéter  le  même  rai- 
sonnement autour  de  tout  point  qui  n'est  pas  singulier  pour 
les/?i,  il  en  résulte  que  les  intégrales  d'une  équation  linéaire 
n'ont  pas  d'autres  points  singuliers  que  ceux  de  leurs  coeffi- 
cients. 

488.  Considérons  par  exemple  l'équation  dite  de  la  série 
hypergéométrique  ou  équation  de  Gauss. 

qui  est  du  type  précédent  si  on  divise  tous  ses  coefficients  par 
^(1  —  .t).  Les  intégrales  ne  peuvent  avoir  comme  points 
singuliers  que  les  points  ^  =  0,  a:  =  1  et  l'infini. 
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Nous  poserons,  pour  l'intégrer, 

y  =  a^x''  -^  a^x'^^  +  a^x''  +  ^'  +  ...  +  a^x'^  +  i'  ....  ; 

en  égalant  à  zéro  le  terme  du  plus  faible  degré,  nous  obtenons 
l'identité 

r{r  —  1)  H-  Y>'  =  0 
ou 

d'où  deux  valeurs  pour  r 

r  =  0       ,       r  =  1  —  y. 

Pour   obtenir  les    coefficients,   nous   aanulerons  le  terme 
en  oc'''  +  p^  ce  qui  donne  la  relation  récurrente 

(r-+-  p  H-  !)  [r  +  _p  +  y)  a,,  +  1  =  (r  -H  p  +  a)  {r  +  p  4-  P)  a^,  ; 

on  pourra  ainsi  calculer  les  coefQcients  a,,  en  fonction  du  pre- 
mier. Soit  flo  =  1  ;  si  r  =  0,  on  trouve  comme  première  solu- 
tion une  série  célèbre  connue  sous  le  nom  de  série  hyper- 
géométrique^ 

a(a+l)...(a+;;-.l)P(P  +  l)...(p  +  p-l)  (^^> 

"^       1.2.  .3  ...29.y(y+1)  ...  (y-HP— 1)  "^■••] 

Cette  série,  entière,  est  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  un 
comme  on  le  vérifie  aisément,  et  comme  on  devait  le  prévoir 
d'après  le  n"  précédent. 

Si  r  =  1  —  Y»  011  trouve  une  seconde  solution,  en  général 
indépendante  de  la  première,  qu'on  peut  écrire 

y,  =  o^-^  F  (a  —  Y  -f  i,  P  —  Y  4-  1,  2  —  Y,  ■^), 
le  symbole  F  désignant,  comme  ci-dessus,  une  série  hyper- 
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géométrique  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  un  décrit  au- 
tour de  l'origine.  L'intégrale  générale  sera  donc 

2/=-- Co^o +Ciî/,.  ■  (61) 

484.  La  série  y^  et  celle  qui  est  en  facteur  dans  ?/i  ne  sont 
convergentes  que  dans  un  cercle  de  rayon  un  décrit  autour  de 
l'origine.  Si  la  variable  sort  de  ce  cercle,  le  problème  n'est  pas 
encore  résolu.  Posons 

l'équation  devient 

X(i  -  X)  g  +  [i  _  (a  +  p  -I-  1)X]  ^  -  apy  =  0, 

en  posant 

y  ==  a  +  P  +  1  -  y. 

c'est  une  équation  hypergéométrique  qui  admet  pour  intégrale 
générale,  d^  et  dj  désignant  des  constantes  arbitraires 

l'équation  proposée  admet  donc  l'intégrale 

^0  F  (a,  P,  a  +  p  4-  1  —  Y,  1  —  x) 
-+-  di{\  —  xf~''~^-'  F(y  —  p,  7  —  a,  Y  —  a—  P  -+-  1,  1  —■3^). 

Cette  solution  n'est  valable  que  dans  un  cercle  de  rayon  un 
décrit  autour  de  la  nouvelle  origine,  c'est-à-dire  autour  du 
point  X  =  i. 

485.  Pour  trouver  les  solutions  convenant  aux  points  du 
plan  situés  en  dehors  des  deux  cercles  précédents,  nous  ferons 
dans  l'équation  (39) 

_  1  _    '«..  ■ 

X  /  j         V  oc     As   • 
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elle  devient 


dx' 


X'{\  ^-x')  ^  H-  y  -  («  +  p'  +  1)^']  ^,  -  ap'^  =  0 


iG3) 


en  posant 

y'  =  a  —  p  4-  1        p'  =  a  —  Y  +  1. 

On  a  une  nouvelle  équation  de  Gauss  qui  a  pour  intégrale 
générale 

f,F{a,^',Y,œ')    \    A^/^-^FCa-Y'-l-l,  P'-t'  +  1,2-y',^'> 

valable  si  ]  a?'  |  <  1.  En  revenant  à  la  première  équation,  on 
voit  qu'elle  aura  pour  intégrale  dans  la  région  où  j  a?  |  est 
plus  grand  que  l'unité 

+  A  ^-  P  F  (p,  P  -  Y  +  1 .  1  +  P  -  «>  ;^)  j 

f^  et  fi  étant  deux  constantes  arbitraires. 

486.  On  aurait  pu  trouver  directement  l'intégrale  précédente 
en  essayant  dans  (59)  un  développement  ordonné  suivant  les 
puissances  descendantes  de  œ  tel  que 

y  ■=  x"'''  -+-  «i  a?"''~*  -f-  .... 
En  annulant  les  termes  du  plus  haut  degré,  on  trouve 

—  r  (r  +  1)  4-  (a  +  [3  +  1)  7'  —  ap  =  0 
OU 

(r  -  a)  (r  -  B)  =  0  ; 

les  ternies  en  x  "''~^'  donnent  l'identité 

(r  -i-p  —  a)  {r  -h  ?3  —  p)  a^,  =  (r  -h  2'>  —  ï)  0^  +  ?5  —  1)  «,,_i. 
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On  retrouve  ainsi,  en  faisant  successivement  r=  «et  r  ==  1^,  les 
deux  intégrales  particulières 


48T.  On  voit  que,  dans  le  cercle  de  rayon  un  qui  a  pour 
centre  le  point  .a:  =  1,  il  y  a  des  points  extérieurs  au  cercle  de 
rayon  un  décrit  autour  de  l'origine.  Nous  avons  donc  trouvé 
pour  ces  points  deux  formes  différentes  de  l'intégrale  générale, 
(62)  et  (63).  En  exprimant  que  ces  deux  expressions  sont 
identiques  pour  deux  points  différents,  on  pourra  calculer  les 
deux  constantes  arbitraires  f^  et  f^  en  fonction  de  d^  et  de  d^. 
On  réalisera  de  la  même  manière  la  coïncidence  pour  leur 
domaine  commun  des  développements  valables  dans  les  deux 
premiers  cercles. 

488.  \^ intégration  est  maintenant  achevée.  Mais  il  importe 
d'insister  sur  le  nouveau  sens  cju'a  pris  ce  mot  au  cours  de 
notre  recherche.  Nous  nous  étions  proposé  d'obtenir,  sous 
formes  de  séries,  deux  intégrales  particulières  indépendantes 
qui,  substituées  à  z/  dans  1  équation  (36),  y  satisflssent  identi- 
quement. Or,  limité  à  ces  termes,  le  problème  n'a  pas  été 
résolu  :  nos  séries  ne  sont  valables  chacune  que  dans  un 
domaine  déterminé  et,  pour  faire  correspondre  à  toute  valeur 
de  X  la  valeur  la  plus  générale  de  ij,  il  n'a  pas  fallu  moins  de 
trois  couples  de  séries,  de  sorte  que  ce  n'est  plus  une  fonction, 
mais  un  ensemble  de  fonctions  qui  constitue  la  solution  géné- 
rale. Désormais  c'est  dans  ce  sens  qu'il  faudra  entendre  le  mot 
intégrer  ;  le  problème  sera  considéré  comme  résolu  lorsqu'on 
aura  fait  correspondre  à  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de 
la  variable  une  fonction  (ce  sera  généralement  une  série)  qui 
d'ailleurs  pourra  avoir  des  formes  très  diverses  suivant  les 
domaines  où  se  déplacera  la  variable.  Il  faudra  seulement 
savoir  passer  de  la  forme  qui  convient  à  un  domaine  à  celle 
qui  convient  au  domaine  contigu  ;  c'est  ce  qui  s'appelle 
prolonger  analgtiquement  la  fonction  qui  convient  au  premier 
domaine,  parce  que,  jusqu'à  présent,  on  n'a  étudié,  comme 
solutions  que  des  fonctions  analytiques. 
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489.  Un  problème  particulièrement  délicat  lorsqu'on  aura 
intégré  une  équation  différentielle,  au  nouveau  sens  du  mot, 
sera  celui  qui  consiste  à  reconnaître  si  les  fonctions  intégrantes 
sont  de  nouvelles  fonctions  ou  s'obtiennent  par  des  combinai- 
sons de  fonctions  connues.  C'est  ainsi  que  le  plus  beau  titre 
de  gloire  d'Abel  et  de  Jacobi  est  d'avoir  découvert  la  double 
périodicité  des  fonctions  elliptiques,  qui  se  présentent  comme 
quotients  de  deux  séries  simplement  périodiques,  et  d'avoir 
ainsi  définitivement  clos  les  recherches  qui  avaient  pour  objet 
de  les  exprimer  en  fonction  de  quantités  déjà  étudiées. 

Le  second  résultat  dans  cet  ordre  d'idées  est  dû  à  M.  Painlevé 
qui  a  réussi  à  prouver  que  les  intégrales  des  équations  du 
second  ordre  ramenées  par  lui  au  type 

y"  =  Qy^  +  00 

constituent  une  catégorie  nouvelle  de  fonctions,  irréductibles 
par  des  opérations  algébriques  ou  de  différentiation  aux  fonc- 
tions antérieurement  connues.  Nous  énoncerons  sans  démons- 
tration le  résultat  auquel  est  arrivé  ce  savant  géomètre  :  sil'on 
pose 


^-  —  ^u^  —  ^y  =  ^  =  ^, 


la  fonction  ti  (j)  vérifie  l'équation  du  troisième  ordre 


~"2 


elle  est  développable  en  une  série  de  Mac-Laurin  qui  converge 
quel  que  soit  x,  et  les  coefficients  de  cette  série  se  calculent 
par  des  dérivations  successives  ;  enfin  l'on  a 

,  -  d-  log  u u'^  —  uit" 

490.  Revenons  à  l'équation  de  Gauss  (59).  Nous  avons 
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donné  deux  intégrales  particulières  que  nous  avons  désignées 
par  les  notations 

Vo  =  F  (oc,  p,  ï,  x) 

y^  =  x^-'i  F(«  -  Y  +  I,  P  -  Y  -H  1,  2  -  Y,  o:). 

Dans  le  cas  où  y  est  un  nombre  entier,  on  n'a  plus  deux 
intégrales  ;  la  première  devient  illusoire  si  y  est  un  entier 
négatif,  et  la  deuxième  si  y  est  un  entier  positif.  Supposons 
par  exemple  que  Y  soit  un  entier  négatif  —  n,  l'intégrale  y^ 
subsiste  :  pour  en  trouver  une  seconde,  nous  essaierons  un 
développement  de  la  forme 

a^x'- ^  a^x''-^^ -\-  ...  -^  a^,x'-^i' +  ...  ) 

H-  {h^x'-  -f-  by  x''+^  H-  ...  -h  hj,x''-^i'  -\-  ...)  log  x\     '    *-^ 

Le  terme  du  plus  faible  degré  qui  contienne  log  x  en  facteur 
sera  celui  en  a;'-"*  log  x;  en  l'annulant,  on  trouve 

Y'"  +  0^  —  l)r  =  0, 

ce  qui  donne  deux  valeurs  pour  r.  Soit  r  =  0.  Le  terme  en 
^j-i(jonne  alors  ô^  =  0.  En  annulant  ensuite  les  termes  en 

aj'-i-  p  et  en  x^'  +  i'  log  x^  on  trouve  les  deux  égalités 

{p  +  1)  {p  -h  Y)  &,  +  !  -  (P  +  «)  {p  +  P)  h  =  0    (6b) 

(p  -4-  i)  (p  -+-  y)  CCp  +  y—(P+  a)  (p  -^  P)  «i- 


+  (2p  -M  -h  y)  K^,-i2p-ai-^)b,  =  0)    (^^^ 

La  première  égalité  montre  que  les  coefficients  bp  seront 
nuls,  tant  que  p  n'aura  pas  atteint  la  valeur  n  =  —  y-  Si  jo  =  71, 
la  deuxième  égalité  se  réduit  à 

(n  -!-  1)  &„  +  i  =  (?i  —  a)  (n  -h  p)  an 

et  l'on  peut  se  donner  a„  arbitrairement. 

Pour  les  valeurs  de  p  supérieures  à  7i,  les  égalités  (65)  et 
(66)  feront  connaître  les  coefficients  b^^^  eta^, +  j  en  fonction 
des  précédents.  Tous  les  coefficients  des  deux  séries  seront 
donc  déterminés  en  fonction  de  «0  el  de  an  qui  restent  arbi- 
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traires.  A  partir  du  rang  n,  les  coefficients  de  la  série  multipliée 
par  log  x  suivent  la  même  loi  que  ceux  de  la  série  hyper- 
géométrique,  et,  par  conséquent,  cette  série  est  convergente 
dans  le  cercle  de  rayon  un.  L'autre  série  l'est  aussi  dans  le 
même  cercle  ;  mais  nous  n'insisterons  pas  sur  cette  propriété 
qui  résulte  du  théorème  de  M.  Fuchs  dont  nous  allons  bientôt 
donner  Fénoncé. 

491.  Donnons  d'abord  une  définition.   Supposons   qu'une 
équation  différentielle  admette  une  intégrale  de  la  forme 

So  {œ)  -h  Sj  [x)  log X  -h  S2  {x)  log2  a?  +  ...  -h  S„  {x)  log''  x,     (67). 

dans  laquelle  S^  [x),  Sj  {x)  ....  représentent  des  séries  conver- 
gentes ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la- 
variable  et  limitées  du  côté  des  puissances  négatives  :  l'inté- 
grale sera  dite  régulière. 

49S.  Cela  posé,  voici  le  théorème  de  Fuchs  : 
Pour  que  l'équation 

ait  toutes  ses  intégrales  régulières,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
fonctions  de  x  représentées  par  les  coefficients  Aj,  Ag  ..,  n  aient 
pas  de  pôles  dont  le  degré  de  multiplicité  soit  supérieur  à  leur 
indice. 

Supposons  la  condition  remplie  :  on  posera,  pour  les  points 
voisins  de  l'origine, 


y  :=  a^^  X'''  +  «1  X''  +  ^  -f-  «2  X 


r  +  : 


La  oiî  les  valeurs  de  r  s'obtiendront  en  égalant  à  zéro  les 
termes  du  plus  faible  degré  ;  on  obtiendra  ainsi  une  équation 
qu'on  appelle  l'équation  déterminante.  Si  cette  équation  a 
toutes  ses  racines  distinctes  et  ne  différant  pas  entre  elles  par 
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des  nombres  entiers,  la  solution  sera  assurée  par  des  séries 
de  Maclaurin  ou  de  Taylor,  multipliées  par  une  puissance 
positive,  négative  ou  nuUedea?.  Sil'on  peut  associer  m  racines- 
de  manière  que  la  différence  de  deux  quelconques  d'entre  elles 
soit  zéro  ou  un  nombre  entier,  il  faudra  essayer  des  dévelop- 
pements delà  forme  (67).  11  pourra  arriver  que,  dans  le  calcul^ 
quelques-uns  des  termes  logarithmiques  disparaissent  idehti- 
quement. 

493.  Il  n'est  pas  inutile  de  montrer  par  un  exemple  que  la 
méthode  d'intégration  par  les  séries  peut  devenir  illusoire- 
lorsque  les  conditions  de  Fuchs  ne  sont  pas  remplies.  Dans 
l'équation 


^2  f^'y    ,    A  ^y  _i_  R,,  _  0 


dx-  dx 


substituons 


y  =  «0  +  ayx  -\-  ....  4-  a^  x'"  H-  . . .  . 
On  trouve  immédiatement  la  relation  récurrente 

[m  +  1)  A  «,„  +  1  -i-  [B  -f-  m  {m  —  i)]  a,„  =  0, 

qui  permet  de  calculer  tous  les  coefficients  «,„  en  fonction  du 
premier  ;  mais  la  série  obtenue  est  divergente  pour  toutes  les- 
valeurs  de  x,  car  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs, 

«m  4- 1  a)  =  —  B  +m(m—  1)  ^ 
am  {m  +  1)A  ' 

devient  infini  pour  m  =  oo  ;  quel  que  soit  x. 

494.  La  série  hypergéométrique  intervient  dans  un  grande 
nombre  de  problèmes.  Tout  d'abord,  on  ramène  aisément,  par 
un  changement  de  variables,  à  la  forme  sous  laquelle  nous 
avons  étudié  son  équation  différentielle  toute  équation  du. 
type 

[a  +  bx  +  cx^)  g  +  (^-i-  gx)  %-^  hy  =  0. 
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495.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  quelques  exemples 
empruntés  pour  la  plupart  aux  applications  industrielles  mo- 
dernes de  la  Physique  ou  delaMe'canique.  Le  premier  exemple 
se  rapporte  aux  équations  linéaires  à  coefficients  constants. 

Soient  ^  et  —  q  les  quantités  d'électricité  dont  sont  chargées 
les  deux  armatures  d'un  condensateur,  Il  la  résistance  du  fil 
conducteur  par  lequel  on  réunit  les  deux  armatures,  C  la  capa- 
cité du  condensateur  (on  néglige  celle  du  fil),  L  la  self-induc- 
tion du  circuit. 

L'intensité  du  courant  de  décharge  est  donnée  par  la  for- 
mule 

di 
et  l'on  a,  en  vertu  de  la  loi  de  Ohm, 

c  dt 

d'où  l'équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  constants 

Ici  deux  cas  sont  à  distinguer. 
1°  L'équation  résolvante 


L  a^  -f-  R  a 


1 


a  ses  racines  a^  et  a^  réelles.  L'intégrale  générale  est  alors 

Aj  et  A2  étant  des  constantes  arbitraires.  Comme  a^  et  aj  sont 
négatives,  la  quantité  d'électricité  diminue  d'une  manière  con- 
tinue avec  le  temps. 

2°  Les  racines  de  l'équation  résolvante  sont  imaginaires, 
soient  —  p  -h  y^  et  —  p  -h  72,  on  aura  alors,  en  désignant  par 
Bi,  Bo,  deux  nouvelles  constantes. 

g  T=  e~P*  (Bi  cos  ^{i  -\-  B2  sin  y^). 


ÉQUATIONS    LINÉAIRES    d'oRDRE    QUELCONQUE  621 

La  décharge  se  compose  d'oscillations  périodiques  de  pé- 
riode 

T 

496.  Voici  deux  exemples  où  l'équalion  de  Gauss  apparaît 
un  peu  plus  difficilement.  Le  premier  nous  a  été  signalé 
par  M.  Jean  Résal^  le  savant  constructeur  des  ponts  Mirabeau 
et  Alexandre, 

■     ^  TCix!/   et  "If  »  £> 

p    dx-  "^ 

pour  l'intégrer,  nous  poserons 

m  =  — ~         ,       t  =  sin  —        ,       y  =  z  t 

T-  p  ^ 

a  (a  —  i^  -\-  m  =  0,       et  enfui       t-  =  u. 
Nous  serons  ainsi  ramenés  à  la  forme 

ft  \  d-z        r         1        ,  ..     -\  àz    ^    m  —  a  ^ 

uiS-u)  -^  +  l^a  +  2  -  (a  +  1)  ..j  ^  +  -  --Ç-  Z  =  0 

qui  s'intègre  par  la  série  hypergéométrique,  comme  on  vient 
de  le  voir. 
La  deuxième  équation  a  été  rencontrée  par  Halphen 

Si  l'on  pose 


on  retrouve  l'équation  de  Gauss,  qui  admet  l'intégrale  parti- 
culière 

F(w  4-  1,  —m,  1  +2  p,  X). 
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497.  Considérons  encore  une  plaque  circulaire  encastrée 
-sur  son  pourtour  et  soumise  à  l'action  d'une  force  normale 
passant  par  son  centre. 

On  démontre  dans  les  traités  de  Résistance  des  matériaux 
■que  la  plaque  prend  la  forme  d'une  surface  de  révolution  dont 
la  méridienne  a  pour  équation 

-tf  étant  l'angle  de  la  normale  à  la  surface    avec  l'axe  en   un 
point  dont  la  distance  au  centre  est^. 

L'équation  précédente,  sans  le  second  membre,  peut  se  ra-  , 
mener  à  l'équation  de  Gauss  (n°  494)  ;  on  peut  aussi  employer 
la  méthode  du  n°  463  ;  mais  il  est  aussi  simple   de   l'étudier 
directement. 

L'équation  déterminante  relative  à  l'équation   sans  second 
membre  est 

^2  _  1  ^  0  ; 

ses  deux  racines  —  1  et  4-  1  ayant  pour  différence  un  nombre 
entier,  il  y  aura  lieu  d'introduire  un  logarithme.  On  trouve 
alors  aisément  que  l'intégrale  de  l'équation  avec  second 
membre  est 

Q     ,  r,         G 

2  ^  OG 

Pour  déterminer  les  constantes  arbitraires,  on  fera  x  =  0  et 
■X  =  r,  ce  qui  donne 

C  =  0       ,       B  =  ^logr. 

498.  Nous  donnerons  encore  quelques  exemples  d'inté- 
gration, non  plus  parla  série  hypergéométrique,  mais  par  une 
série  quelconque,  pour  bien  faire  ressortir  l'intérêt  que  cette 
méthode  présente  pour  les  ingénieurs. 

499.  Une  banquise  de  glace  circulaire  chargée,  en  son  mi- 
lieu, prend  la  forme  d'une  surface  de  révolution  dont  la  méri- 
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dteiine  a  poar  équation  (Herlz,  Gesammelte  Werke,  tome  I®"^ 
page  228). 


^  -f  2  ^  _  1   ^l!i/  -H  -   -^  +  ^,„     ^  ^ 

ri ry^^-       '        'y%   ri ^-^-i  nn^    ri nr^  -i-*'-^    ri nn  ■/ 


dx^        X  dx"^        x^  dx^        x'^  dx 


(68) 


Les  conditions  de  Fuclis  sont  remplies  etTéquation  détermi- 
ninte  est  ici 

Elle  a  deux  racines  nulles,  et  deux  racines  égales  à  2.  Pour 
intégrer  l'équation  (68),  il  faudra  alors  essa5^er  un  développe- 
ment de  la  forme 

a^  -^  ai_  X  -\-  a.,  x'^  -^  ...-{-  {b^^ -\-  h^  x  -h  ...)  log  o: 
H-  (ç2  x^  H-  C3  x'^  H-  ...)  log-  X  -\-  (d^  X-  H-  ...)  log'^  X. 

En  égalant  à  zéro  les  termes  en 

^y_4^       xi'  —  ^\o^x,       o:!'-''  \og~x,       xi''~''  \o^'^  X, 

•on  aura  quatre  relations  entre  ci^„  h^„  c^,  d^,  et  les  coefficients 
précédents,  ce  qui  permettra  de  calculer  tous  les  coefficients 
de  proche  en  proche.  Nous  ne  développerons  pas  ces  calculs, 
nous  nous  bornerons  à  indiquer  que  les  coefficients  «o»  ^o»  ^2 
et  &2  demeurent  arbitraires.  On  a  donc  bien  l'intégrale  avec 
quatre  constantes  arbitraires* 

500.  Nous  indiquerons  encore,  à  titre  d'exercice,  l'équation 
suivante  qui  se  rencontre  dans  un  grand  nombre  de  questions 
de  Mécanique 

d-ii    ,    4  du  ,         f, 

T'^  ■+  -  7-  -H  nhj  =  0. 

Les  conditions  de  Fuchs  sont  encore  remplies  et  les  inté- 
grales sont  régulières.  On  pourra  donc  appliquer  la  méthode 
•d'intégration  par  les  séries;  seulement  cet  exemple  a  ceci  d'in- 
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téressant  que  les  séries  se  laissent  sommer  et  que  fmalement 
l'on  trouve  pour  intégrale  générale 

n  &  • 

y  =z  -^  (sin  nx  —  noc  cos  nx)  -^  -^  (cos  nx  -[-  nx  sin  nx), 

«  et  ô  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

501.  Une  équation  très  voisine  de  la  précédente  a  été  ren- 
contrée par  M.  Blondlot  ;  la  force  électrique  z  en  un  point  de 
son  excitateur  situé  à  une  distance  p  de  Taxe  de  symétrie  des 
plateaux  est  donnée  par  l'équation 

d-S      ,      \    dZ      ,      47t2  ,r>^y, 

df-^Td?         '>^"'^  ^     ^ 

où  >^  est  une  longueur  d'onde. 

50^.  Au  lieu  de  l'intégrer,  nous  considérerons  l'équation 

d^y       2n  dy  ,         ^  .^^x 

dx^         X   dx  '^  ,     ^     ' 

qui  comprend  les  deux  précédents    pour  avoir  l'équation  (69), 

r  2Ttn 

on  lera  m  =  -y-    . 

L'équation  déterminante  sera 

r(r-+-2w  — 1)=0, 
ce  qui  donne  deux  solutions 

7*  =  0         et        r  =  1  —  2  n  ; 
il  y  a  donc  une  intégrale  holomorphe 

î/j  =  «0  H-  ff  j  a;  -H  «2  ^^  -h  .... 

En  substituant  on  voit  qu'elle   ne   doit   contenir  que  des 
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termes  de  degré  pair  et  que  les  coefficients  seront  reliés  par  la 
relation 

^22^  ""2p{2x-h2p—l}  ^''' - ''  ^'^^^ 

Au  lieu  de  refaire  le  calcul  pour  r  =  1  —  2n,  nous  nous 
bornerons  à  faire  observer  que  la  substitution 


conduit  à  l'équation 

0/1  ^^  ^.y 

771-  Z  =  0, 

qui  ne  diffère  de  l'équation  proposée  (70)  que  par  le  change- 
de  w  en  1  —  n  ;  elle  admet  donc  une  intégrale  holomorphe  et 
en  revenant  à  l'équation  (70),  on  trouve  une  nouvelle  inté- 
grale 

avec  la  relation  de  récurrence 


y  = 

:  X 

l  — 2n 

Llion 

dx'-'^ 

2(1  - 

X 

n.) 

dx 

2"  "~  2jo  (1  —  2  w  +  2p) 


Finalement  l'équation  proposée  admettra  l'intégrale  géné- 
rale 


m^x^ 


c.x^-^''     t  -t-  <s-T 


{2p  -+-  1)  ^  2.  4(2n  -i-  1)  (2n  4-  3) 


2(3  —  2n)  ^  2.  4(3  —  2n)  (5  —  2n)    '   "•J* 

503.  Si  les  deux  racines  de  l'équation  déterminante  sont 
égales  ou  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  un  nombre  entier,  il 
faudra  introduire  un  logarithme.  Supposons,  par  exemple,  que 
1  —  2n  soit  un  entier  négatif  pair  —  1m\y^  devient  illusoire. 
Pour  trouver  une  deuxième    intégrale,    on   pourra,   comme 

Calcul  infinitésimal  40 
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nous  l'avons  fait  jusqu'à  présent,  procéder  par  là  méthode  des 
coefficients  indéterminés.  On  pourra  aussi,  connaissant  une 
intégrale,  ramener  (no473)  l'inlégration  à  celle  d'une  équation 
linéaire  et  du  premier  ordre,  intégration  qu'on  sait  effectuer. 
Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'exécuter  les  calculs.  Nous 
préférons  indiquer  une  forme  intéressante  qu'on  peut  donner 
à  l'intégrale  générale. 

504.  A  vrai  dire,  les  considérations  dans  lesquelles  nous 
allons  entrerse  rencontrent  dans  beaucoup  de  cas  et  il  y  aurait 
lieu  de  mettre  en  lumière  la  méthode  d'intégration  au  moyen 
d'intégrales  définies  ;  mais  nous  serions  obligés  d'entrer  dans 
de  longues  explications  pour  lesquelles  nous  renverrons  aux 
traités  spéciaux  auxquels  nous  nous  sommes  déjà  référés  et 
nous  nous  en  tiendrons  au  cas  particulier  de  l'équation  (70). 

Nous  avons  vu  que  le  terme  général  de  l'intégrale  particu- 
lière y^  est 

2.  4.  6  ...  2p.  (2n  +  1)  {27i  +  3)  ...  (2n  -+-  2p  —  1)' 
ce  qui  peut  s'écrire 

m'^v  1.  3.  5  ...  {2p  —  1) 


(2p)!  {2p  -+-  \)  (2n  -1-  3)  ...  (2n  +  2^  —  1)' 


(72) 


Mais  la  formule  de  réduction  (72)  devient  en  y  remplaçant 
m  par  2p  —  1  et  n  par  2p,  et  en  prenant  les  intégrales  entre 
zéro  et  ir  de  manière  à  annuler  les  termes  explicites  en  sin  x 
et  cos  X 


0 

2p  —  1 


2n  -H2p  — 1  ^2«-i.  2P-2 


_       2p  —  i  2p  —  3        . 

~"  2n  H-  2/9  —  1  2n  -h  2p  —  3   2"-^'  ^''-' 


i.  3.  5  ...  2p—  1 , 

{2n  +  1)  {2n  +  3)  ...  (2n  -h  p  —  1) 


%n — 1,  0' 
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Mais  cette  dernière  intégrale  est  une  constante  que  l'on  peut 
supposer  contenue  dans  la  constante  arbitraire  Ci  ;  le  terme 
général  (72)  pourra  donc  s'écrire 


(2p)!    / 
^^0 


et  2/^  deviendra 


(2^^y!  '-} 

.tnx  cos  w  _,       —  mx  cos  to 

ïj- •  sin-'*~^  w  c/w. 

On  traiterait  de  même  y^. 

505.  Si  în-  est  négatif  =  —  là,  l'intégrale  précédente  s'écrit 

r 

ij^iz=  c^    I     COS  (kœ  cos  to)  sin^"~^  w  oJw  ; 
la  valeur  de  y^  est 

COS  (kx  cos  co)  sin'  ~^"  oj  cIm. 

En  faisant  m  :=  2  et  intégrant  trois  fois  par  parties,  nous 
retrouiverons  le  résultat  du  n^  499. 

506.  L'équation  de  Bessel 

s'intègre   aussi  par  les  séries.  Elle  est  très  voisine,  comme 
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forme,  des  équations  précédentes  sans,  pour  cela,  qu'on  puisse 
les  ramener  les  unes  aux  autres.  Faisons  en  effet  le  change- 
ment de  variables 

nous  obtiendrons  l'équation 

t'  g^  -I-  (2«  +  1)^^  -h  (a'-  -  ^^n^  +  p2^2r-P)V  =  0. 

Pour  déduire  de  cette  dernière  équation  l'équation  (70)_,  il 
faudrait  faire  soit  p  =  0,  soit  y  =  0^  ce  qui  est  évidemment  in 
terdit. 

Il  faut  donc  étudier  directement  l'équation  de  Bessel.  A  cet 
effet  nous  poserons  encore  d'abord 

y  =  ^'', 
ce  qui  donne  l'équation  déterminante 

y.2  _  n^  =  0, 

puis 

y  =  a)'''{aQ  4-  «i-r  -h  a^oj^"  -h  ...  H-  a^^aji'  -t-  ...). 

Les  termes  de  rangs  impairs  sont  nuls,  et  pour  les  autres 
on  a  la  relation  récurrente 


ttojj  -4-  9   


iP  +  2—       (^,y._^2p-i-2  -]-n){r -i-2p-h2  —  n)' 

On  voit  alors  sans  peine,  en  faisant  successivement  r  =  n  et 
r  =  —  ?i,  que  l'intégrale  générale  peut  se  mettre  sous  Ip,  forme 

«J„  4-  ôJ_,î; 

dans  cette  expression  «  et  è  sont  deux  constantes  arbitraires 
et  l'on  a 


jLu  r(n-  -j-;9  4-  l)r(p  -t- 1~ 

0 


J_n  se  déduit  de  J»  par  le  changement  de  n  en  —  n. 
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50T.  Si  n  est  entier,  ces  deux  intégrales  ne  sont  plus  indé- 
pendantes et  l'on  a 

J_„  =(-!)- J„. 

Pour  trouver  une  seconde  intégrale,  il  faut  introduire  un 
logarithme  et  appliquer  de  nouveau  la  méthode  des  coefQcients 
indéterminés.  On  peut  encore  (voir  Jordan,  tome  ITI)  chercher 
la  limite  pour  s  ==  0  de 

£ 

on  trouve  ainsi  Tintégrale  particulière 

n  —  1 

r(n  —  p)  /j;\— "  +  22J 


-2 


0 


V 


r(p 


P)  (x\ 
1)  W 


—  \Y 


2 


^r(n-hp-i-l)r(p-4-i) 


9|oo.^_E>-±i)_I>+Ë±l)       . 


508.  Vu  l'importance  du  sujet,  nous  traiterons  encore  un 
dernier  exemple  que  nous  devons  à  l'obligeance  de  M.  Jean 
Résal. 


y 

A' 

' 

^y^ 

A 

^^ 

T 

G 

M 

o"^^^^^ 

D 

JC 

D\ 

B 

\ 

B' 

FiG.  46  FiG.  47 

Considérons  deux  poutres  métalliques  0  A  et  0  B  symé- 
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triques  par  rapport  à  l'horizontale  OM,  et  constituant  à  elles 
deux  une  console  encastrée  suivant  la  verticale  A  B  et  libre 
enO. 

Les  poutres  0  A  et  0  B  sont  reliées  par  des  tiges  verticales 
que  nous  supposerons,  pour  la  mise  en  équation,  infiniment 
minces  et  infiniment  rapprochées.  L'équation  de  0  A  est 

y  =  Ax"\ 

On  suppose  A  B  invariable  ;  au  contraire^  les  autres  tiges  ver- 
ticales subissent,  par  l'efTel  des  changements  de  température, 
des  allongements  ou  des  raccourcissements  contrariés  par  la 
âxité  de  A  B.  Il  s'agit  d'évaluer  l'efTort  qui  résulte  pour  chaque 
tige  de  l'immobilité  de  A  B.  M.  Résal  ramène  le  problème  à 
ceci  :  si  l'on  donne  à  la  distance  A  B  une  nouvelle  valeur 
A'  B',  C  D  devient  C  D',  et  G  G'  est  le  déplacement  élastique 
du  point  G. 
Soit 

Ez  , 

le  travail  d'extension  est  — .  Il  en  résulte  une  réaction  exercée 

y 

par  la  tige  verticale   sur   la   poutre  0  A  proportionnelle  au 

travail;  on  sait,  d'autre  part,  par  la  théorie  de  l'Elasticité,  que 

d'^z 
cette  réaction  est  proportionnelle  à  ^^.  On  aura  donc  enfin, 

en  désignant  par  k  une  constante  positive,  l'équation 

—   =  —  /;—.  (74) 

G'est  cette  équation,  ou  plutôt  l'équation  plus  générale 


dcc"'  +  " 


—  k  zx-  '",  (75) 


que  nous  nous  proposons  d'intégrer  ;  m  et  n  sont  des  entiers 
positifs  donnés. 

Posons  z  =  X''  ;  l'équation  déterminante  sera 

r{r  —  1)  ...  (>'  —  m  —  w  -f-  1)  =  0. 
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Elle  admet  m  h-  n  racines  0,  1,  2  ...  m  -h  n  —  1  ;  comme  ces 
racines  diffèrent  entre  elles  par  des  nombres  entiers^  il  peut 
être  nécessaire,  en  vertu  du  théorème  de  Fuchs,  d'introduire 
des  logarithmes.  Nous  commencerons  cependant  par  chercher 
s'il  n'existe  pas  d'intégrales  holomorphes  de  la  forme 


=  \i  x''{aQ  H-  a^x  +  ...  H-  apXi'  -4-  ...  ).  (76) 


En  substituant  cette  valeur  de  z  dans  l'équation  (75)  et  annu- 
lant le  terme  en  a;^' +  '-'"-",  on  obtient  la  relation 

{p+r){p-\-r—\)[p-^r-2)....     ) 
[p  -\-  r  —  'm  —  n  -f-  1)  a^,  =  —  k  cip^n  ) 

qui  fera  connaître  les  coefficients  de  n  en  n.  Soit/?  =  n  ;  cette 
solutionne  donnera  «„  que  sir  est  supérieur  km —  1.  Prenons 
d'abord  r  =  m  ;  la  relation  (77)  devient 

a,  =  —  k^ r-^ ^^, j —T.;    (78) 

'  (m  -h  p)  {?7i  ~\-  p  —  1)  ...  (p  —  n  -1-1)      ^ 

on  en  déduit 

a\n  —  {—  ij  h^  ^^^  ^  ^^^  j  ^^^  _^  2n)  !  ...  (m  +  In)  !    «' 

le  coefficient  a^  restant  arbitraire.  On  aura  de  même  pour 
toutes  les  valeurs  entières  de  h  inférieures  à  ?2 

a     ^;_r     nV^ M  {h-i~7i)\  ....  [7i-t-(X  — i)n]!    - 

xn  +  h—[-i)  k  (^_^_^i^/,^!/^_^2n^-/^,)!...("^-^Xn-h/^)!   '" 

La  seVie  (76)  est  donc  déterminée  en  fonction  des  n  coeffi- 
cients «Q,  «1,  ...  a„_i  qui  demeurent  arbitraires  ;  onpeut  encore 
dire,  si  l'on  veut,  qu'on  aura  n  intégrales  holomorphes  indé- 
pendantes 

^Q  =  a?™  (1  H-  Al  a;»  -+-  A^  a?^»  -\-  ...) 
z^  =  a;™+  '  (l  --h  B^  07»  -\-  B^  x^»  -h  ...  ) 
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et  les  séries  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  sont  abso- 
lument convergentes  pour  toute  valeur  de  x  ;  elles  convergent 
même  très  rapidement  puisque  le  rapport  d'un  terme  précé- 
dent tend  vers  zéro  d'après  la  formule  (77)  pour  ;?  =  oo  . 

509.  Il  reste  à  trouver  m  intégrales  particulières  indépen- 
dantes des  précédentes.  Pour  cela,  nous  supposerons  d'abord 
m  ■<  n  et  nous  essaierons  des  développements  contenant  un 
logarithme  ;  soit  par  exemple,  pour  se  borner  à  la  racine  r  =  0 
de  l'équation  déterminante 


en  posant 


V  log  X, 


u  =  ttf^  ^  tti  X  -{-  a^  OS'  -{- 
V  =  bj,  a?»  -{-  bp  j^  i  xP  +  ^  -^ 


En  appliquant  la  formule  de  Leibnilz  relative  à  la  dérivée 
d'un  produit,  nous  aurons 

A(A  — l)...(/i  — 7e4-l)(— iy-'(/^— 1)!  d^-H  )  (79) 
k\  x^  dx''-' 


Tous  les  termes  qui  suivent,  dans  cette  formule,  le  terme 
en  log  x  seront  des  séries  commençant  par  un  terme  du  même 
degré  en  x,  savoir  un  terme  en  x^'  -  ''  ne  contenant  que  b^  comme 

coefficient  b.  Faisons  h  =  m  h-  n,  et  remplaçons  z  et  ^   „  _j_  „ 

par  leurs  valeurs  dans  l'équation  (75).  En  égalant  à  zéro  les 
termes  algébriques  du  plus  faible  degré,  on  voit  d'abord  qu'il 
faut  prendre 

p  =  n; 

de  plus  le  terme  du  plus  faible  degré  qui  multiplie  log  jr,  dans 
—  kz  x-'",  étant  —  kb„x''-'",  pour   qu'il  puisse  être  dédruit 
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par  un  terme  provenant  de  ^^„^  ^^^ ,  terme  dont  l'exposant  sera 
certainement  positif  ou  nul,  il  faut 

m  <^  n, 

ce  que  nous  avons  supposé.  Le  premier  terme  de  ^-it+Tî  ^st 

{m  4-  n)  I  6,„  +  „  ;  donc 

^m  +  n  ^  0  ; 

de  même 

A  partir  de  l'indice  2n,  l'annulation  des  termes  en  i*??'-'"-» 
log  X  fournira  la  relation 

p{'P  —  1)  ...  (/)  —  m  —  n  ^  \)  hp  =  —  k  hp_n, 

et  l'on  pourra  ainsi  calculer  chaque  coefficient  bj,  en  fonction 
de  celui  qui  le  précède  de  n  rangs.  Ensuite  en  annulant  les 
termes  en  œi'~'"'  -  ",  on  obtiendra  la  relation 


p(p—  1)  ...  {p  —  m  —  w  H-  1)  [«,,  +  ( - 


^-  p^m  —  7i-Y-\)  M  ~  ~  "^"^^'"^ 


qui  donnera  les  coefficients  a  en  fonction  de  ceux  qui  les  pré- 
cèdent de  n  rangs  et  des  b.  Pour  toute  valeur  ;9i  dep  inférieure 
k  m  -\-  n,  le  premier  membre  de  cette  relation  ne  contiendra 
qu'un  terme,  celui  qui  correspond  au  dénominateur  p  —  pu 
On  auraainsi  è„,  &„+  j,  ...  &,j  +  m- 1  en  fonction  de  a^,  a^,  ...  «„j_j 
qui  demeurent  arbitraires.  Les  n  égalités  suivantes,  celles 
qu'on  obtient  en  donnant  àp  les  valeurs  m-\-  n,m  -\-  n-\-  \,  ... 
m-[-2n  —  1 ,  déterminent  a,„  j^  „,  a,„  +  n  + 1,  •  •  •  «m  +  2»  - 1  ^"^  fonc- 
tion des  coefQcients  a„,,  a,„_i_i,  ...  a,„_L„_i  qui  sont  encore 
arbitraires.  On  a  donc  l'intégrale  générale  avec  m  -\-  n  coefQ- 
cients arbitraires.  On  retrouverait  les  n  intégrales  holomorphes 
du  n°  précédent  en  donnant  à  a^,  a,,  ...  o,„_i  la  valeur  zéro  ; 
les  logarithmes  disparaîtraient. 
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510.  Il  est  essentiel  de  remarquer,  au  point  de  vue  du 
problème  posé  par  M.  Résal,  que  les  intégrales  qui  contiennent 
des  termes  logarithmiques  sont  inutilisables  ;  car  il  résulte  des 

conditions  du  problème  que  ^  ne  doit  pas  être  infinie  pour 

511.  Dans  l'étude  que  nous  venons  défaire,  nous  avons 
supposé  m  <;  n.  S'il  en  était  autrement,  ce  serait  le  cas 
d'essayer  des  développements  tels  que 

u  -H  V  log  X  +  w  log-  X  -^  ... 

Il,  V,  îv,  ...  étant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  ^,  et  l'on  prendrait  ^  +  1  termes  logarithmi- 
ques, q  désignant  le  quotient  de  la  division  de  m  par  n.  Mais 
nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  cet  exemple,  ces 
considérations  n'offrant  plus  d'intérêt  pratique  immédiat. 

512.  Betou?'  à  l'équation  de  Riccati.  —  Nous  avons  dit 
(n°  476)  que  l'équation  de  Riccati  se  transforme  dans  la 
suivante 

g^&co.'".^  (80) 

•qui  est  linéaire  et  qui  satisfait  évidemment  aux  conditions  de 
Fuchs.  Elle  s'intègre  donc  par  les  séries  ;  mais  on  peut  aller 
-plus  loin.  Posons  encore 

X     "^     =  t\ 


nous  obtenons  l'équation 

d'^z  m      1  dz  i  ah 


dV"       m  -h  2  tdt  ^  [m  -+-  <2)'- 
'qui  a  été  intégrée  au  n°  502. 


^  =  0 


513.  Il  est  bon  de  remarquer  que  l'intégrale  générale  de 
iFéquation  (80)  étant  de  la  forme 

^  =  Cj^l  -H  C^  -2» 
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il  résulte  de  la  formule  de  transformation  dun°  476  que  l'équa- 
tion de  Riccati  aura  une  intégrale  générale  du  type 

CiU  4-  C..V u  -{-  Gv  .  /oi\ 


u,  V,  M,,  15,  étant  connues.  La  manière  dont  figure  la  constante 
arbitraire  C  est  caractéristique  ;  en  l'éliminant,  on  retombe  en 
effet  sur  une  équation  de  Riccati. 

514.  Dans  les  exemples  que  nous  avons  traités  jusqu'à 
présent,  les  coefficients  ont  toujours  été  des  fonctions  ration- 
nelles ou  trigonométriques  de  la  variable.  La  méthode  exposée 
et  le  théorème  de  Fuchs  ont  une  portée  plus  étendue,  et 
s'appliquent  dans  tous  les  cas  où  les  coefficients  sont  analy- 
tiques. Pour  donner  au  moins  un  exemple  plus  compliqué, 
nous  étudierons  V Equation  de  Lamé  qui  s'intègre  aisément 
par  les  fonctions  elliptiques. 

En  fait.  Lamé  (XVIII"^^  Leçon  sur  les  surfaces  isothermes) 
a  intégré  l'équation 

(p^  -  PP^  +  q)  g  +  2p  {f-  -  p)  ^-f  -  {hf  -  gc^)  y  =  0 


et  il  a  précisément  employé  la  méthode  d'intégration  par  les 
séries.  Si  l'on  pose 


,  1  4-  k^  .        1 


on  obtient,  en  changeant  légèrement  le  nom  des  constantes,  la 
forme 


■jtï  —  [k^  m  (m  +1)  sn'^.v  -i-  hj  y  =  0 
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SOUS  laquelle  Hermite  a  étudié  cette  équation.  Nous  introdui- 
rons de  préférence  la  fonction  pu,  en  posant 

où 

X  =  u  y/X. 

En  utilisant  les  formules  (25)  et  (79)  du  chapitre  X  et  faisant 
encore 

M  -H  w^  =  Z, 

on  donne  facilement  à  l'équation  de  Lamé  la  forme 

g^  _  Im  (m  -i-l)pz-^h']y  =  0,  (82) 

h  étant  une  constante  différente  de  celle  désignée  précédem- 
ment par  la  même  lettre  ;  m  est  un  entier. 

Le  coefficient  de  y  a  une  infinité  de  pôles  doubles  compris 
dans  la  formule 

z  =  2mj  w^  -H  2m^  w^. 

Les  conditions  de  Fuchs  sont  remplies  ;  nous  allons  chercher 
le  développement  des  intégrales  dans  le  voisinage  de  l'origine. 
Pour  avoir  l'équation  déterminante,  faisons  d'abord 

y  =  ^''\ 

1 

nous  avons,  en  remarquant  que  pu  =  ^  H-  •••>!&  condition 

r  (r  —  1)  —  m  (m  H-  1)  =  0, 

d'où 

r  =  —  m 
et 

r  =  m  -h  1. 

Il  y  a  donc  une  intégrale  holomorphe  î/i  et  une  intégrale  y^ 


EQUATIONS    LINEAIRES    D  ORDRE    QUELCONQUE 


637 


qui  a  à  l'origine  un  pôle  d'ordre  m,  propriété  qui  sera  con- 
servée dans  l'intégrale  générale 


U  =  C,yi 


C2   2/2- 


Mais  si  l'on  change  ^  en  ^  +  2wi  ou 


2w^  dans  toute  inté- 


grale ?  (^X  Oïl  obtient  une  nouvelle  intégrale,  puisque  ce 
changement  n'altère  pas  l'équation  :  d'autre  part,  cette  inté- 
grale est  de  la  forme  Cj  î/^  -+-  C^  y^.  On  déduit  de  là,  aisément, 
mais  par  des  considérations  qu'il  serait  superflu  de  développer 
ici,  qu'il  existe  au  moins  une  intégrale  4^  {z)  jouissant  des 
deux  propriétés  suivantes  : 

Hermite  a  appelé  de  pareilles  fonctions  fonctions  elliptiques 
de  deuxième  espèce  et  a  donné  le  moyen  de  les  former.  Si  l'on 
pose 

'kei  \>-  étant  deux  constantes  qu'il  faudra  déterminer  par  les 
conditions 

2Xwj  -h  2uT]i  ==  logSj 

2)^(02   -h    2lX71j  =  l0gS2, 

f{z)  sera  une  fonction  elliptique. 

Cherchons  l'intégrale  '^  (s)  de  l'équation  (82)  dans  le  cas  où 
m  =  i.  On  a  alors  à  intégrer  l'équation 


g-(2/..-  +  /0^/  =  0. 


(83) 


Posons 


y-^e'^'-i^-^-^'^ri^)- 
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Ici  l'origine  est  un  pôle  d'ordre  1,  donc  /"(^),  qui  ne  pourrait 
avoir  an  plus  que  le  pôle  s  =:  —  [j.,  est  une  constante.  Or  on  a 

gA.    __    l    ^  l^   _^    __    _^    ^_^ 

C7  (s'  +  |Jt)  =  (T  ;a  -h  ;r  a'  [J.  -H  ^  a"  (j.  -h  . . . 

par  conséquent 

a,  b,  c,  d,  ayant  des  valeurs  faciles  à  calculer. 

En  substituant  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (83)^ 
on  aura 

?J+2c^  + ...  — 2  (^-,-  +  0,  5'-+ ...  4-7iU^H-6h-g;J  +  c^^^4- ...") 

1  1     ■       • 

Eojalons  à  zéro  les  termes  en  —,  et  -  :  il  vient 

b  =  0 
7i  a  H-  c  =  0 

ou  en  mettant  à  la  place  de  a,  b,  c  leurs  valeurs 

h  a-[Ji  -f-  X2  ajJt  H-  2X  a'[JL  +  (t"[ji  :=  0 

On  en  tire  )^  et  i-i  :  d'abord  l'équation  en  [>■  se  réduit  à 

pu  =  h 

et  donne  pour  [x  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires   y-t 
et  —  [Jj.  Ensuite  on  a 

d'où  enfin  l'intégrale  générale 


CHAPITRE  XIV 
EQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  SIMULTANÉES 


Définifloiis 

515.  On  entend  par  système  d'équations  différentielles 
simultanées  le  système  formé  par  n  relations  entre  une  variable 
indépendante  t,  n  fonctions  x,  y,  ...  v  de  cette  variable  et 
leurs  dérivées  des  divers  ordres. 

De  tels  systèmes  se  rencontrent  souvent  en  Physique  mathé- 
mathique^  en  Mécanique,  dans  la  Théorie  des  vibrations,  etc. 
Par  exemple,  dans  l'étude  des  mouvements  planétaires,  on  est 
conduit  à  des  équations  où  figurent  à  la  fois  le  temps  /,  les 
coordonnées  des  points  mobiles  et  les  dérivées  de  ces  coordon- 
nées par  rapport  à  t.  Le  problème  consiste  alors  à  tirer  de  ces 
équations  les  valeurs  des  coordonnées  en  fonction  de  t,  de 
manière  à  obtenir,  par  l'élimination  de  cette  variable, 
les  équations  des  trajectoires  des  points  mobiles.  «  La  plus  belle 
«  question  delà  Philosophie  Naturelle  se  trouve  ainsi  ramenée 
«  à  rintégration  d'un  système  d'équations  différentielles- 
«  simultanées  »  (*). 


(')  CouRNOT.  —  Théorie  des  Fondions  n°  302. 
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Réduction  d'iin  système  à  une  équation 
différentielle  unique 


516.  Considérons  d'abord  le  cas  où  n  =  2;  le  système  sera 
alors  formé  par  les  deux  équations 

/  dx         d"'x,       dy  ^^'V  \  _  n  tw 

A  V'  '^'  dt'  '•'  "df-  ^y^  dt'  •••  dtp  )  —  ^       ^^} 

^1  dx         d'x         dg         d^y\ ^  /^x 

'^V'  ^>  ^7'  -  av  '^^  dt'  •••  dt^)^^-  ^^^ 


En  ditTérentiant  r  fois  l'équation  (1)  et  m  fois  l'équation  (2), 
on  obtiendra  7n  ^  r  -\-  2  relations,  entre  lesquelles  on  pourra 

dcG  d"^  "^  '\37        T 

déterminer   les  m  -t-  y  —  1   quantités  x,  -tti  •••  ^.,„  +  ,.  •    ^^ 

résultat  de  cette  élimination  sera  une  équation  différentielle 
entre  la  variable  t  et  la  fonction  y,  dont  l'ordre  sera  générale- 
ment égal  au  plus  grand  des  deux  nombres  m  -h  p,  r  h-  s  ;  il 
sera  moindre,  lorsque  pour  faire  l'élimination  on  n'aura  pas 
employé  toutes  les  m  -i-  r  -+-  2  équations. 
Prenons  comme  exemple  le  système 

||  +  2a^  +  6y  =  0  (2') 

que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  du  Pendule  de  Foucault  et  où 
«,  b  sont  des  constantes  données. 

Désignons  par  (3)  et  (4),  puis  par  (5)  et  (6)  les  relations 
qu'on  obtient  en  différentiant  deux  fois  de  suite  d'abord  (!'), 
puis  (2'). 

En  portant  dans  (o)  les  valeurs  de  dt  et  de  ,  f  tirées  respec- 
tivement de  (1')  et  de  (4)  on  trouve,  pour  déterminer  œ,  l'équa- 
tion différentielle  linéaire 
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qui  est  du  quatrième  ordre  sans  second  membre  et  à  coeffi- 
cients constants. 

X  étant  obtenue  par  l'intégration  de  cette  équation,  on  aura 

y  par  l'équation  (2')  dans  laquelle  on  aura  remplacé  -■—{  tiré 

de  la  relation  (3). 

517.  La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  ramène  l'in- 
tégration du  système  formé  par  (1)  et  (2)  à  l'intégration  d'une 
seule  équation  différentielle  entre  la  variable  indépendante/  et 
une  seule  fonction  inconnue  de  cette  variable. 

Ce  procédé,  par  élimination^  s'applique  au  cas  général 
d'un  S3^stème  défini  comme  au  n°  515. 

On  éliminera  d'abord  x  entre  les  n  équations  du  système, 
ce  qui  donnera  n  —  1  équations  entre  les  n  —  1  inconnues  ?/, 
z,  ...V.  Puis,  on  éliminera?/  entre  les  n  —  1  équations,  et  ainsi 
de  suite.  On  parviendra  de  la  sorte  à  une  seule  équation 
différentielle  ne  renfermant  plus,  outre  la  variable  indépen- 
dante t,  qu'une  seule  inconnue  v. 


Réduction  à  la  forme  Canonique 


518.  Considérons  d'abord  une  équation  différentielle  d'ordre 
quelconque  entre  la  variable  indépendante  t  et  une  fonction  x 
de  cette  variable 


f(^ 


Posons 


nous  obtiendrons  de  cette  manière  le  système 

dx ,  d^ „       dx''^  - 

'dt'~^'        Tt      ^  ■■•  ~~di 


^^^^'^  g^  =  x"  ...  ^°^"\.    '  =  a?("'-0 


F  [t,  X,  x',  x"  ...  .z('"-^M,  --^^') 
Calcul  imfinitésim.vl  41 


(4) 
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dans  lequel  n'interviennent,  outre  les  fonctions  x^  x' ,  js",  ... 
a?('"  -■'^),  que  leurs  dérive'es  premières. 

Ainsi,  on  peut  substituer  à  une  équation  différentielle 
(ï ordre  quelconque  (3)  un  système  (4)  d'équations  différentielles 
du  premier  ordre,  en  introduisant  des  fonctions  inconnues 
nouvelles. 

519.  De  même,  le  système  formé  par  les  équations  (l)  et 
et  (2)  [dans  lesquelles  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées, 
^;^  >■  î'  et  s  >>  [ji.]  peut  être  remplacé  par  le  suivant 

dx  ^  ^j  "^K^x"  •■•  ^-Zl^  =  cci'-^-^} 

dt        ^' '  dt  '  dt 

dt  ~"  ^  '  dt  ~y  '  dt  ^ 


/.( 


,  •••  y,  y 


t,  X,  x', ... ,  —-^jj— ,  •••  y,  y,  •••  }rn  =  o 


f^[t,  X,  x',  ...,  xi'X  ...  y,  y,  ...  -^— j 


0 


qui  est  du  premier  ordre. 

Plus  généralement,  soit  un  système  d'équations  simultanées 
quelconque  c'est-à-dire  tel  qu'on  Ta  défini  au  n"  513.  En  repré- 
sentant par  une  lettre  chacune  des  dérivées  excepté  celles  dont 
l'ordre  est  le  plus  élevé,  on  obtiendra  un  système  d'équations 
simultanées  du.  premier  ordre  équivalent  au  système  proposé. 

520.  Cela  posé,  soit 


(^) 


dx         dij  dv'^ 

Tt'y'ti'  ••■  ^'  di, 

I  dx        dri  do\        ^ 

*4^'^''S7'^'i'-"'.W  =  ^ 

/  _,        dx         dii  dv^ 


un  système  de  n  équations  différentielles,  entre  la  variable  in- 
dépendante t,  n  fonctions  x^  y,  ...  î;  de  cette  variable  et  leurs 

, ,  .    ,       ,  .  ^      dx    dy         dv 

dérivées  du  premier  ordre  ^'  ^j  •••  ^- 
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On  peut  toujours,   au  moins  théoriquement,  supposer  le 
système  résolu  par  rapport  aux  dérivées  ;  ce  qui  donne 

dx  ,,  s 


ou  bien 


dt dcG dy dv 


(6') 


les  dénominateurs  étant  des  fonctions  de  /,  x,  y,  ...  v.  On  dit 
que  le  système  a  la  forme  canonique  lorsqu'il  est  mis  sous  la 
forme  (6)  ou  (G'). 

La  réduction  à  la  forme  canonique  n'a  pas  une  grande  im- 
portance au  point  de  vue  pratique  ;  mais  elle  est  utile,  en 
théorie,  pour  simplifier  les  énoncés  et  les  démonstrations. 


Système  intégTal 

531.  Considérons   maintenant  le   système  canonique  (G)  ; 

supposons  que  les  fonctions  c?^,  cp,, ...  o,^  soient  continues  lorsque 
les  variables  restent  comprises  entre  certaines  limites. 
Désignons  en  outre  par  t^,  œ^,  y^,  ...  v^des  quantités  arbitraires 
mais  aussi  comprises  respectivement  entre  les  limites  indiquées. 
//  existe  alors  un  système  unique  de  fonctions 

V  =  'h^{t,  t^,  00^,  y ^,  ...  t\)    ] 

jouissant  de  la  double  propriété  de  satisfaire  aux  équations 
(6)  et  de  prendre  respectivement  les  valeurs  x^,  Vq,  .,.  Vq  pour 
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La  première  démonstration  rigoureuse  de  ce  théorème  fon- 
damental est  due  à  Cauchy  ;  nous  renverrons  pour  cette  démons- 
tration au  Cours  d'analyse  àe,  Jordan. 

Le  système  (7)  a  reçu  le  nom  de  système  intégral  du 
système  (6). 

529.  Supposons  que,  par  une  voie  quelconque,  on  ait 
trouvé,  entre  les  n  -j-  1  variables  t,  x,  y,  ...  v,  et  ?i  constantes 
arbitraires  c^,  c,  ...  c„,  n  relations 

Fj  (t,    X,  y,   ...  V,  C^,  Cj   ...   Cn)  =  0     j 

Fn{t,  X,  y,  ...  V,  Cj,  c.  ...  c„)  =  0   ) 

d'où  l'on  puisse  tirer  des  valeurs  de  x,  y,  ...  v  satisfaisant  aux 
équations  (6).  Comme  le  sj^stème  intégral  des  équations  (6)  est 
unique,  le  système  (8)  ne  différera  pas  de  ce  système  intégral 
pourvu  qu'on  puisse  attribuer  aux  constantes  Ci,  c^  ...  c„  des 
valeurs  telles  que  x,  y,  ...  v  se  réduisent  respectivement  à  x^, 

Vo,  •••  ^0  pour  t  =  t,.       ^ 

Celte  dernière  condition  sera  évidemment  remplie,  si,  en 
résolvant  les  équations  (8)  par  rapport  aux  constantes,  on 
obtient  des  relations 

Ci  =  61  {^,  X,  y,  ...  v)   j 
^^^ 

Cn=  o«  {i,  X,  y,  ■■■  v)  J 

dont  les  seconds  membres  soient  des  fonctions  bien  déter- 
minées et  distinctes  de  t,  x,  y,  ...  v.  Sous  cette  forme  parti- 
culière, le  système  intégral  se  compose  de  n  équations  dont 
chacune  ne  renferme  qu'une  seule  constante  arbitraire;  et  l'on 
dit,  de  chacune  de  ces  équations,  qu'elle  est  wie  intégrale  du 
système  (6). 
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Quelques  exeuiples  cîliitégralbîlUé  du  sjstèuie  ((3) 


523.  D'après  le  numéro  précédent,  intégrer  le  sj^stème  (6') 
c'est  trouver  n  fonctions  de  n  -h  1  variables  t,  x,  y,  ...  t»,  telles 
que  chacune  de  ces  fonctions  reste  constante  lorsqu'on  fait 
varier  /,  x,  y,  ...  v  de  façon  que  leurs  différentielles  dt,  dx 
dy,  ...  dv  soient  proportionnelles  à  des  fonctions  données 
T,  X,  Y,  ...  V  des  mômes  variables. 

Le  problème  étant  ainsi  posé_,  on  voit  qu'on  pourra  déter- 
miner chacune  des  intégrales  séparément,  ce  qui  est  un  avan- 
tage ;  mais  il  n'existe  aucune  méthode  générale  pour  déterminer 
ces  intégrales^  et  on  ne  peut  donner  à  cet  égard  que  quelques 
indications  très  simples  qui  vont  faire  l'objet  des  quatre 
numéros  suivants. 

524.  Si,  en  prenant  deux  des  rapports  (6')  et  supprimant 
les  facteurs  communs,  on  a  une  égalité  de  la  forme 

dv    du 

u  et  V  désignant  deux  quelconques  des  variables  t.^  x,  y,  ...  v, 
la  relation 


Yr<  —    /    -7-T  =  a  (constante  arbitraire) 


sera  une  intégrale  du  système  (6). 

Cette  intégrale  étant  connue,  on  pourra,  en  la  résolvant  par 
rapport  h  u  qm  h  v,  éliminer  u  ou  v  dans  le  système  (G')  et 
simplifier  ainsi  la  recherche  des  autres  intégrales  du  système. 

Exemple  : 

dx  _2_  d]i dt 

t  or.y         X  ' 
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Le  premier  et  le  dernier  rapports   donnent  xdx  =  tdt  d'où 
x'^  —  f-  ■=■  a^  qui  est  une  première  intégrale.  Les  deux  derniers 

rapports  donnent  ^-^  =.  dt  d'où  log?/  =  i  -t-  log  «^  ou  «3  =  6'  —  y- 

y 


qui  est  la  seconde  intégrale. 
Autre  exemple  : 

dx           dy    dz 

11^  v^        ccysv       œysu  "~ 

dîc 
~  xzuv  ~ 

dv 
œijuv 

di^        cJiv 
Le  troisième  et  le  dernier  rapports  donnent  ^  =  "^  d'où  une 

première  intégrale  v  =  a.z.  De  même,  le  second  elle  quatrième 
rapports  donnent  une  seconde  intégrale  u  =  ^y.  En  éliminant 
u  ei  V,  il  reste 

dx     dy    dz 

3j2p2^2        axyz^      .  ^xy'^z 

OU         . 

doo    dy     dz 

a^<^^z        aœyz  '^ccy^   ' 

alors  le  second  rapport,  comparé  successivement  aux  deux 
autres,  donne 

ydy zdz  oodx dy 

d'où  les  deux  autres  intégrales 

Ç-f  =  Y      et        -^^=logO/  +  8)       ou       S  =  e^«P^-y. 

5!S5.  Si  Vun  des  rapports  (6')  a  pour  dénominateur  zéro,  la 
variable^  dont  le  numérateur  correspondant  est  la  différen- 
tielle, étant  égalée  à  zéro,  fournit  une  intégrale.  , 

Car,  en  vertu  des  équations  (6')  cette  différentielle  doit  être 
nulle. 
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Exemple  : 

dx dy  dz 

"""  ^2  ~-  2Ï  ^—  "ô 

5  =  a  est  une  première  intégrale,  d'après  notre  règle  ;  dès  lors, 
les  deux  premiers  rapports  donnent 

%  =z  -^      d'où  la  2^  intégrale -f-  r=  3. 

x^         2a  ce        ly.        ^ 

536.  Convenons  d'appeler  rapport  composé  de  plusieurs 

rapports  ^,^,^^  un  rapport  tel  ^^^^  Ti^-^:\^:^\i_  °^^  ^^^ 
multiplicateurs  X,  X^,  X^,  sont  des  constantes  oujdes  fonctions  des 
variables  qui  entrent  dans  p,  p^,  p,»  ^h  Ç'i'  '?2-  ^^^^  posé, 
si  avec  tous  ou  quelques  uns  des  rapports  (1)  on  peut  former 
un  rapport  composé  dont  le  dénominateur  soit  nul,  et  dont  le 
numérateur  soit  la  différentielle  cF une  fonction  u  de  toutes 
ou  de  cjuelques  unes  des  variables  t,  x^,  ...  Xn.,  u  =  '^  sera  une 
intégrale  du  système. 

cïït 
Car   le    rapport  -?.-  sera  équivalent  à  l'un  quelconque  des 

rapports  (J)  et  l'on  tombera  sur  la  règle  précédente. 
Exemple  : 

dx       dy        dx 

Cl)  —  hz        az  —  ex        hx  —  ay  ' 

Les  combinaisons 

adx  ~\-  hd]i  -T-  cdz 


a  {cy  —  hz)  -l-  b  (az  —  ex)  -h  c  [bx  —  ay)  ' 

xdx  -+-  ydy  -\-  zdz 
X  {cy  —  bz)  -f-  y  (az  —  ex)  -h  z  bx  —  ay) 

se  réduisent  respectivement  à 


d  (ax  -\-  by  -t-  cz)  .  d  (x- 

Ô 
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de  là  les  deux  intégrales 


ax  -\-  hy  ^  c:2  =  '■j.         ,         x-  -+-  ^/^  +-  -"  =  P. 

oST.  Plus  généralement,  si  F  on  peut  former  deux  rapports 
composés  de  la  forme  -r- •'  "r  5  ^^  ^^  ^  étant  des  fonctions  des 

variables  et  h.  et  1^  des  constantes ,  on  aura,  en  vertu  des  équa- 

..  ,„,^    du       dv      ,  .,    u        V  •   ^'        7    j 

lions  (o'j,  -V-  =  -ir,  et  par  suite  -r  —  g  sera  une  intégrale  du 

système  (6'). 
Exemple  : 

dx    dy     dl 


y  '\-  t       t  ^  X       X  -\-  y  1 
avec  tous  les  rapports  on  forme  le  rapport  composé 

dx  +  dii  4-  dt  d.  loff  [a:  -^  y  -h  i)  ■ 

-— d —        ou        ^^-^ — - — ^ ^  ' 

2[x  -h  y  -h  t)  2 

avec  les  deux  premiers  rapports,  on  forme  le  rapport  composé 

dx  —  dt  d.  Io2r  (x  —  t]  - 

—7 TT        ou         ^^^T ' 

—  [x  —  t)  —  1 

on  a  donc  l'intégrale 

—si — ^ 1-\ ^A^ -^  =  const.,ou(^;  +  2/H-0    ^^' —  i)=^consU 

€u  enfin 

(.^(7  -\-  y  -^  t)  {x  —  ty  =^  a 

■et  l'on  obtiendrait  de  même 

(00  ^  y  -ht)  (y  —  t)^  =} 
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Equations  sîsmiltaiiées  linéaires  du  premier  ordre 


538.  Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  équations.  Le 
système  à  intégrer  est  alors 

dx 

f  +  P,.'^  +  0,!/  =  V. 

P>  Pi>  Q,  Qn  V,  Y^  désignant  des  fonctions  données  de  la 
variable  indépendante  t. 

On  pourrait  procéder  par  élimination  comme  au  n°  316  et 
ramener  l'intégration  du  système  (10)  à  celle  d'une  équation 
linéaire  du  second  ordre  ne  contenant  qu'une  fonction 
inconnue. 

Mais  il  est  plus  simple  et  plus  élégant  d'appliquer  la  méthode 
suivante  due  à  Dalembert. 

Ajoutons  à  la  première  équation  la  seconde  multipliée  par 
une  fonction  de  la  variable  t.  Nous  aurons 

Ji  +  ^^  li}^  ^^  -^  ^^^^  ^  +  (Q  +  aQO  y  =  V  +  ÀV,.    (11) 

Posons  ensuite 

ûj  -\-  hj  =  u 

u  désignant  une  nouvelle  fonction  de  t.  En  difîérentiant,  on 
obtient 

djo       ^  di/ du  dX  _ 

dï  '^  ^t^~dl~^-'  Jt  ' 

puis,  en  substituant  dans  (U),  on  a 
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Or,  ij  ne  figurant  ici  qu'à  la  première  puissance,  on  éliminera 
cette  fonction  y,  en  égalant  à  zéro  son  coefficient,  ce  qui  donne 
les  deux  équations 

§4-(P-hXP,)X-(Q  +  XQJ  =  0  (13) 


cU 
du 


^^  +  (P  +  XP J ..  -  (V  H-  XVO  =  0.  (14) 


L'équation  (13)  ne  renferme  que  X  et  ^  ;  elle  est  du  premier 
ordre,  mais  non  linéaire  ;  on  ne  sait  donc  pas  en  général  l'inté- 
grer. Mais  il  suffit,  pour  notre  objet,  d'avoir  deux  intégrales 
particulières  X^  et  X^. 

En  efî(4,  en  remplaçant  successivement  X  par  X^  et  par  Xj  dans 
l'équation  (14)  qui  est  du  premier  ordre  et  linéaire,  on  obtien- 
dra, pour  u^  deux  valeurs  U\.  et  u^  correspondantes  àX^,  X^  et 
renfermant  chacune  une  constante  arbitraire. 

Les  fonctions  cherchées  x  Bi  y  résulteront  ensuite  de  la 
résolution  des  équations 

u^z=L  X -\- >-^y       ,       it.j  =  X -\~  l^y.  (15) 

Ces  valeurs  contiendront  deux  constantes  arbitraires,  puisque 
Kl  et  u^  en  contiennent  chacune  une. 

529.  Si  les  coefflcienis  P,  Pj,  Q,  Q^  sont  constants,  on 
pourra  supposer  X  constant  dans  l'équation  (13)  qui  se  réduit 
alors  à  l'équation  du  second  degré 

(P_^XPjX-(U-f-XQJ  =  0  (16) 

dont  on  prendra  les  racines  pour  X^  et  X^. 

Toutefois  il  peut  se  faire  que  les  racines  de  (16)  soient  égales  ;. 
dans  ce  cas  on  n'aura  qu'une  valeur  de  X.  Mais  alors,  l'équation. 
(13),  en  y  laissant  X  variable,  prendra  la  forme 

m  +  P'  (''■  -  «)^ 
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OU 

^^-r-P,   C^^-:0,  (17) 

dans  laquelle  a  désigne  la  A^aleur  de  la  racine  double.  L'équa- 
tion (17)  ayant  pour  intégrale 

il  suffira  de  donner  à  la  constante  arbitraire  C  deux  valeurs 
particulières  pour  obtenir  les  deux  valeurs  de  X  qui  sont  seules 
nécessaires.  Le  choix  le  plus  simple  consiste  à  prendre  succes- 
sivement C  =  0  et  C  =  00  ,  d'où 

X,  =  a4-pi-^  et         l,  =  a.  (18) 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  remarquer  que  le  système  (1 0) 
peut  toujours  être  intégré  lorsque  les  coefficients  P,  Pj,  Q,  Qi 
sont  constants. 

330.  Prenons  pour  exemple  le  système 

L'équation  (16)  est  ici  (X  —  \y-  =  Q^  d'où  a  =  I ,  et  par  suite, 
d'après  les  relations  (18), 

X,  =  l-i  X,  =  l. 

En  portant  successivement  ces  valeurs  dans  l'équation  (14) 
qui  se  réduit  ici  à 

^^  4-  (3  -  X)  dt  =  0, 

on  obtient,  par  une  intégration  facile, 

u^  ~-e^~'^^    et    u,  =  e^'~ ^* 
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d'où,  en  vertu  des  relations  (15), 


I  \       _  1     c  -  2i 


équations  d'où  l'on  tirera  immédiatement  œ  et  ij. 

531.  Considérons  maintenant  le  cas  de  n  équations  simul- 
tanées ;  et,  pour  simplifier  les  calculs,  sans  diminuer  la  géné- 
ralité de  la  méthode,  prenons  n  =  3  ;  le  système  différentiel 
sera 

^^  +  P,i>-  +  Q,,  +  R,î  =  V,  V  (19) 

P,  P^,  P^,  Q,  Qi,  Q2,  Fi,  Ri,  R2,  V,  Vi,  V^,  désignant  des  fonctions 
données  de  la  variable  indépendante  t. 

Ajoutons  à  la  première  équation  la  seconde  multipliée  par 
\  et  la  troisième  par  \j-,  ?^  et  h-  désignant  des  facteurs  fonctions 
de  /.  Nous  aurons 


-f-  [Q  -H  XQi  -^  uQ,]  y  ).        (20) 
-h  [R  -H  XRj  4-  [JtRo]  z 
=  \  -h  XVj  +  ^J^V, 


Posons  ensuite 


X  -^  y^y  ■^-  \>-s  =  II,  (21) 


d'où 


dx       ^  dij  dz du dX  cl^  .^^. 

Tft'^     Tt'^'''  dt~  di       -J  dt'^^  dt  '  ^-"^ 
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Par  cette  substitution  l'équation  (20)  deviendra 
du 


-d\ 


-  y  [f^  H-  À  (P  -\-  >^Pi  +  v-^ù  -  (Q  ^-  >^Qi  +  v-^.) 

[d\i 


(23) 


Idt  +  !^  (P  +  ^^Pi  -+-  !"P^)  -  (R  +  XR,  +  laR,; 


Or,  cette  équation  ne  contient  y  et  z  qu'à  la  première  puis- 
sance ;  on  éliminera  donc  y  el  z  en  égalant  à  zéro  leurs  coeffi- 
cients, ce  qui  donne  les  trois  équations 

§  +  (P  -+-  ^-Pi  +  l'^ù  >^  -  (Q  +  >^Qi  H-  !-Q.)  =  0.  (24) 
§?  +  (P  +  ^^^  -^  î'P^)  !-  -  (H  +  >^Ri  ^-  i^R^)  =  0.  (25) 

fl  4-  (P  +  XP,  +  t^P.)  ic  -  (V  +  XV,  +  ;aV,)  =  0.    (26) 

Les  équations  (24)  et  (25)  ne  contiennent,  outre  t,  que  X  et  [jl  ; 
elles  sont  du  premier  ordre,,  mais  non  linéaires.  On  ne  sait 
donc  pas  en  général  les  intégrer  ;  mais  il  suffit,  pour  atteindre 
notre  but,  d'avoir  trois  intégrales  particulières  X,,  X^,  Xg  et  trois 
valeurs  correspondantes  [x^,  [a^,  \>.^.  En  efret,  pour  un  système 
de  valeurs  correspondantes  X,  et  [/,  l'équation  (26),  qui  est  à  la 
lois  du  premier  ordre  et  linéaire,  donnera  une  intégrale  u^ 
renfermant  une  constante  arbitraire.  On  aura  de  môme  une 
intégrale  u^  correspondant  au  système  X^  et  ^^,  et  une  inté- 
grale 11^  correspondant  au  système  X3  et  \i.^.  On  obtiendra  enfin 
les  fonctions  inconnues  x,  y,  z,,  par  les  relations 

X  4-  \^y  -+-  [^jZ  =  u^    ) 

X  -\-'k^y  -\-  fjt-gZ  =  u,^  S.  (27) 

^  -+-  X3?/   +   [^3^  =  W3    \ 

Ces  expressions  de  x,  y,  z,  contiendront  trois  constantes  arbi- 
traires. 

533,   Examinons   maintenant   le    cas  oit    les   coefficients 
P,  Q,  R,  Pi,  Qi.  Ru  P2.  Q-2>  R2'  ^ont  constants. 
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On  satisfait  alors  aux  relations  (24)  et  (25)  en  prenant  pour 
1  et  [j.  les  racines  des  équations  numériques 

l  (P  -4-  ).P,  -h  I^Pa)  -  (Q  -+-  XQi  +  f^Qa)  =  0 

IX  (P  -+-  IP,  -i-  M-Ps)  ~  (R  4-  XR,  4-  [JiR,)  =  0. 

On  facilitera  la  résolution  de  ces  équations  en  introduisant 
une  inconnue  auxiliaire  S  deTinie  par  la  relation 

P  -+-  P,X  -+-  F^ii  =  S.  (28) 

On  a  ainsi  les  trois  équations 

P  —  S  -4-  PiX  +  P,|JL  =  0  ) 
Q  -4-  (Qi  -  S)  X  -4-  Q,^  =  0    .  •        (29) 

R  -h  RjX  +  (R^  —  S),a  =  0  ) 

qui,  par  l'élimination  de  X  et  p-,  donnent  l'équation  en  S 


S 

Pi 

P. 

Q 

Qi-S 

Q. 

=  0. 

(30) 

R 

R, 

R,-S 

Soient  Sj,  Sg,  Sg  les  trois  racines  supposées  distinctes  de 
cette  équation  du  troisième  degré.  A  chacune  de  ces  racines 
répondra  un  système  de  valeurs  de  X  et  de  \>-  fournies  par  deux 
quelconques  des  relations  (29)  et  que  nous  désignerons  respec- 
tivement pcir  (X^,  [j.j),  (Xj,  [X2),  (X3,  (^3). 

L'équation  (26)  deviendra 


^  _^  Si^  —  (V  4-  XVi  H-  i>N 


On  y  remplacera  successivement  pour  (S,  X^  [a)  les  trois  sys- 
tèmes (Si,  \,  p-O,  (S2,  X,,  [JI2),  (S3,  X3,  P3)  ;  puis,  en  intégrant,  on 
obtiendra  pour  u  trois  valeurs  ii^^  u^,  u^  renfermant  chacune 
une  constante  arbitraire. 

Entin  la  résolution  du  système  (27)  donnera  les  fonctions 
cherchées  x,  ij,  ^  en  fonction  de  /  et  de  trois  constantes  arbi- 
traires. 
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Nous  avons  supposé  que  l'équation  en  S  avait  ses  trois 
racines  distinctes.  L'étude  du  cas  où  il  y  a  une  racine  double 
ou  une  racine  triple  nous  entraînerait  trop  loin  ;  on  procéderait 
d'ailleurs  d'une  manière  analogue  à  ce  qui  a  été  dit  au  n°  529. 
On  peut  aussi,  comme  au  n°  516,  réduire  le  système  aune 
équation  différentielle  unique. 


Autre  lîsétliode 

533. 11  résulte  de  la  théorie  précédente  que  le  seul  cas  qui 
se  prête  véritablement  à  une  intégration  effective  est  celui  où 
les  coefficients  sont  constants. 

Dans  ce  cas,  on  préfère  souvent  à  la  méthode  de  Dalembert, 
une  marche  plus  en  harmonie  avec  celle  que  l'on  a  suivie 
dans  le  chapitre  précédent  à  propos  d'une  seule  équation 
linéaire  à  deux  variables. 

Considérons  d'abord  les  équations 

^^    '    Px   ■+  Qy  -h  Rz  =^  0  ] 


dt 
dy 


-i-P,^+Q,y-f-R,.-  =  0  ),  (31) 


dt 


privées  de  seconds  membres  et  à  coefficients  constants. 

Tout  revient  évidemment  à  trouver  trois  solutions  particu- 
lières {x,,  y,,  2,),  (072,  y2,  2-^,  (^'3.  Us'  -3)  ;  car  le  système 


(32) 


satisfaisant  au    système  (31)  et  renfermant  trois  constantes 
arbitraires,  serait  le  système  intégral  de  (31). 

Cherchons  donc  trois  solutions  particulières. 

Posons  à  cet  effet 


X 

=  Cj.r^  4-  G.^oo.^  H-  C^oc^ 

y 

=    ^iUi    +   ^21/2    -+-   ^3^3 

'Y     ■ 

-  c,.-,  +  a.-,  -f-  C33-3 

=  e-  S^,  y  =  le~  S^,  z  =  ixe-  ^^  (33) 
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OÙ  S,  l,  il  sont  des  constantes  inconnues  ;  puis,  substituons 
ces  expressions  dans  (31).  Nous  obtiendrons  les  trois  relations 
(29)  qui,  par  l'élimination  de  >^  et  de  (j.,  conduisent  à  l'équation 
en  S  qui  porte  le  numéro  (30).  Soient  S^,  Sg,  Sg  les  racines  de 
cette  équation  numérique  du  troisième  degré,  désignons  par 
Xj,  X^,  \  les  valeurs  correspondantes  de  )^  et  par  ;j.i,  [x^,  ^^  les 
valeurs  correspondantes  de  [^  ;  nous  aurons  ainsi  les  trois  solu- 
tions particulières  cherchées 


{^\ 

= 

e 

y-2 

z=r 

l,e 

-S.^i 

^2 

= 

[i^e 

-s..) 

i^'z 

= 

é~ 

■  Soi 

J/3 

=:= 

\e- 

> 

^3 

= 

ix^e~ 

-S31) 

Le  système  intégral  du  système  différentiel  (31)  est  donc 

y  =  C,\e-^^'-^G,\e-^-^'^C,\e-^^'l.       (34) 

534.  Considérons,  en  second  lieu,  le  système 

dx 
'di 
dy 


-hPcc  -f-  Qy   -f-  R^   =  V 


+  P^i  +  Q-iV  +  Bi^  =  Vj  )  (35) 


dt 


dans  lequel  les  coefficients  sont  constants,  mais  dont  les 
seconds  membres  V,  Yi,  Vg  sont  des  fonctions  données  de  t. 

Nous  allons  appliquer  la  méthode  de  la  variation  des  cons- 
tantes arbitraires. 

A  cet  effet,  cherchons  s'il  est  possible  de  satisfaire  au  système 
(33)  par  les  expressions  (34),  à  condition  de  considérer  Ci,  Cj,  C3 
non  plus  comme  des  constantes  mais  comme  des  fonctions 
convenables  de  t. 
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Nous  aurons  dans  celte  hypothèse,  l'équation 

^  _  _  s,c,e~si^  -  s,a.-s^*  -  S3C,e-  s.* 

à  laquelle  il  faudra  joindre  les  expressions  analogues  de  -K 

et  de  -7^  .  En  portant  ces  deux  valeurs,  ainsi  que  la  précédente, 

dans  les  équations  (3o),  on  voit  que,  en  vertu  des  relations 
(29),  les  termes  en  Ct,  C^,  C3  sont  nuls.  Il  reste  alors  les 
équations 

A,e  ^^^   -\-k^e  ^^   4-/36  ^^   _  v^    ,. 

^'^'  '  -dt-^^'-^'  '-df-^^^'  ^-^=^^ 


On  déduit  de  là 


wCij    rp  dLi2    rp  _~i3    T 


Tj,  Tg,  T3  étant  des  fonctions  de  t  ;  d'où,  par  intégration, 
C,=    /  T.  f/<  +  T„  G,  =    /  T^dC^y„C,=   /  T3cZf+Y3 


ïu  Ï2'  Ts  étant  des  constantes  arbitraires  ;  il  ne  restera  plus  qu'à 
substituer  ces  valeurs  de  Cj,  C^,  C3,  dans  les  formules  (34)  pour 
avoir  les  intégrales  du  système  (35). 
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Propositions  relatives  aux  intégrales 

des   équations   différentielles   simultanées 

du  premier  ordre 


535.  Revenons  au  système  des  n  équations  clifférentielle& 
du  premier  ordre 


dt dx^ dx.2 dXn 

p— pr~~P7~   •••   "~  PT 


(36) 


oti  P,  Pj,  P,,  ...  Vn  sont  des  fonctions  données  de  n  +  1  va- 
riables ^,  ^1,  ...  ocn,  et  soit 

/i  =  «1  f2  =  ^i'--         fn  =  'J-n  (37) 

le  système  intégral  de  ce  système  (n°*  320  à  523). 

Les  fonctions  /l,  /!,,  ...  fn  qui  constituent  les  premiers 
membres  des  intégrales  (37)  jouissent  des  propriétés  suivantes 
qui  nous  serons  utiles  dans  le  chapitre  XV. 

1"  u  désignant  Vune  quelconque  de  ces  fonctions,  on  a  iden- 
tiquement 

pfi_HP^|"_^P.,f^i+      ...      Y\p-  =  Çi.     (38) 
dt  dx^  "  «iCj  dXn  ^     ' 

En  effet,  puisque  u  =  a.  est  une  intégrale  du  système  (36), 
on  a 

du   j,        du    y  du    ,  „  .„., 

pour  les  valeurs  de  t,  x^  ...  Xn  qui  satisfont  au  système  (36); 
et  comme,  en  vertu  de  ces  équations  (36),  dt,  dx^  ...  dxn  sont 
proportionnelles  à  P,  P^ ...  P„,  l équation  (38)  doit  avoir  lieu 
pour  les  valeurs  de  t,  x^,  x.,  ...  x„  qui  satisfont  au  système 
(36).  Mais  la  relation  (38)  contient  seulement  t,  x^  ...^„et 
nullement  les  différentielles  dt,  dxi,  ...  dx»;  nous  avons  vu 
d'ailleurs  (n°  521)  que  pour  une  valeur  quelconque  de  l  on 
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pouvait  se  donner  arbitrairement  les  valeurs  de  x^,  œ.,  ...  x^  \ 
donc  l'équation  (39)  doit  en  définitive  avoir  lieu  quelque 
soient  /,  x^^  x^  ...  Xn. 

2°  Il  suit  de  là  que  Véqiiation  (38)  admet  les  n  solutions 
distinctes 

U  =  f^  U=  f,   ...  2(  =  fn 

Par  suite,  cette  équation  (3)  est  satisfaite  jjar  toute  fonction 
arbitraire 

des  fondions  f^,  /,  ...  /„. 

En  effet,  d'après  (1"),  pour  qu'une  fonction  de/,  x^  ...  x^ 
satisfasse  à  l'équation  (38),  il  suffit  que  cette  fonction  égalée  à 
une  constante  soit  une  intégrale  du  système  (36)  c'est-à-dire 
que  cette  fonction  reste  constante  quand  t,  x^,  x.2  ...  Xn  varient 
en  satisfaisant  aux  conditions  (36).  Or,  puisque  f^,  /,  ...  fn 
jouissent  de  cette  propriété  c'est-à-dire  restent  constantes  sous 
les  conditions  (36),  une  fonction  arbitraire  -^{f^,  f,  ...  fn)  de 
ces  fonctions  restera  aussi  constante  dans  les  mêmes  conditions 
et  par  suite  sera  encore  une  solution  de  (38). 

3°  On  peut  du  reste  vérifier  que,  si  u^,  u„  ...  u^,  sont  des  so- 
lutions de  l'équation  (38),  une  fonction  arbitraire  de  ces  solu- 
tions 

u  =  7i:(t(j  «,  ...  ^l^) 

est  encore  une  solution.  En  effet,  on  a 


-+-  ... 
-+■  ... 

è)./7,             007, 

do;„ 

4-  ... 
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et  en  substituant  dans  (3) 


^-Vp^+P.  ^^^Lh-...      +P-5-)  l 


+ )  =  0 

or  cette  relation  est  identique,  puisque,  u^^ ...  Up  étant  des  solu- 
tions de  (38),  chacune  des  parenthèses  est  nulle. 

4°  Il  est  facile  de  déduire  de  là  que  Véquation  (38),  bien 
€[u'elle  ait  une  infinité  de  solutions,  ii  admet  que  n  solutions 
distinctes. 

En  effet  supposons  qu'elle  ait  plus  den  solutions  distinctes, 
et  soient 

n  H-  1  de  ces  solutions  ;  puisqu'elles  sont  distinctes,  on  pourra 
les  résoudre  par  rapport  à  /,  x^,  x.^  ...  Xn  et  en  tirer 

Or,  soite(;,  x^  .'.Xn)  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire  de 
i,  x^  ...  Xn.  En  y  portant  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver 
pour  t,  x^  ...  Xn,  on  aurait 

6  ==:  X(U^,    U.2   ...    Un) 

mais,  it^  ...  Un  étant  des  solutions  de  (38),  6  qui  est  une  fonc- 
tion de  w,  ...  Un  serait  encore  (3°)  une  solution  de  (38).  Donc 
l'équation  (38)  serait  satisfaite  par  une  fonction  quelconque 
(i{t,  x^  ...  Xn)  des  variables  /,  ^,  ...  Xn  ce  qui  est  absurde. 

5°  En  résumé,  l'équation  (38)  admet  (2°)  les  ?z  solutions 
distinctes 

u  =  /;     u  =  /; ....     u=^  fn. 

Elle  n'admet  d'ailleurs  que  n  solutions  distinctes  (4°).  Donc 
toute  solution  de  cette  équation  doit  être  une  fonction  de 
A>  A  ...  fn  ;  et  comme  (3°)  une  fonction  arbitraire  àe  f^,  fz ...  fn 
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satisfait,  il  s'en  suit  que  la  solution  la  plus  générale  de 
réqiiation  (38)  est  une  fonction  arbitraire  des  fonctions 
tiifi  ...  fni  qui  égalées  à  des  constantes  forment  le  système 
intégral  des  éc/uations  simultanées  (30). 

536.  Méthode  par  approximation  de  M.  Picard. —  M.  Picard 
a  donné,  pour  l'intégration  des  équations  différentielles,  une 
méthode  d'approximations  successives  qui  est  particulièrement 
intéressante  pour  les  ingénieurs  et  doit  trouver  place  ici. 

Comme  on  peut  toujours  poser 

dx^y^'      'dx  ~  ^''  ■■■         dx     "  ■'•" 

et  par  conséquent  remplacer  une  équation  différentielle  d'ordre 
quelconque  par  un  système  d'équations  du  premier  ordre, 
nous  considérerons  un  pareil  système 

^-  =  /;(a7,  ?«,  V,  ...  w)   I 

dv         .   ,  .  ( 

j^  =  f,{x,n,v,  ...  iv)  \^ 


div  \ 


■i;  dans  lequel  /i,  /o  ...  f,i  désignent  des  fonctions  continues, 
réelles,  des  quantités  réelles  x,  u,  v  ...  iv  dans  le  voisinage  de 
^0,  u^,  Vfi  ...  ît\.  Nous  supposerons  en  outre  qu'il  existe  n 
quantités  positives  A,  B,  ...  L  telles  que,  œ,  y,  u,  v  ...  iv  et 
y' ,  u' ,  v' ...  IV  étant  comprises  dans  les  intervalles  de  variation 
des  variables,  on  ait 

I  fi  [x^^  u',  v'  ...  w')  —  fi  (ce,  n,  v,  ...  zo)  \ 
<  A  j  u'  —  te  \  -^  B  \  v'  —  V  \  -^  ...  +  L  {  îc'  —  w  \  . 

Voici  alors  en  quoi  consiste  la  méthode  :  on  considère  le 
système 

rfwj         -  ,  .         dw.         „  ,  . 

-^  =  A  [X,  U„  V,  ...  IV,)  ....  -^  =  ^  [x,  u,,  V,  ...  IC,) 
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et  l'on  en  lire,  par  des  quadratures,  les  fonctions  de  x,  u^, 
Vi  ...  Wy  qu'on  détermine  par  la  condition  qu'elles  prennent 
les  valeurs  z/q,  v^  ...  u\  pour  a?  =  a^g.  On  détermine  de  même 
M-,  l'o  ...  iv^  par  les  équations 

dU:,  /.      /  \  dW,  jy      ,  ^ 

_-=/",  (a;,  u,,v,...  w,)  ...  -^=f,,{x,  v„  v,  ...  w,) 

et  par  la  condition  de  prendre  les  valeurs  Uq,  Vq  ...  Wo  pour 
X  =  ^g,  et  ainsi  de  suite  les  fonctions  Um,Vm  ...  ic,n  étant  reliées 
aux  précédentes  par  les  équations 

-^^^  =  /  1  V'^^,  t«,n  -  1  )   '^iu  -  1  » .  •  •  •    ?^î/i  —  1  J 

et  satisfaisant  aux  conditions 

IC„  =  U^,   V,n  ^=Vo,    ...   IV, n  =   ?f'o 

pour  X  =  .Tq.  mm.  Picard  et  Lindelôff  ont  démontré  que 
ii,n,  v,n  ...  Wm  out  des  lïmitcs  bien  définies  u.,  v,  ...  lo  qui  satis- 
font aux  équations  différentielles  pourvu  que  x  ne  s'écarte 
pas  trop  de  la  valeur  initiale  Xq. 

Si  Ton  désigne  par  a  l'écart  maximum  de  x,  et  par  b  le  plus 
petit  des  écarts  de  u,  v  ...  lo  pour  lesquels  les  fonctions  /;  res- 
tent continues  et  réelles,  si  l'on  appelle  M  le  module  maximum 
de  ces  fonctions  dans  les  mêmes  intervalles,  la  solution  sera 
assurée  si  |  j:  —  Xq\  ne  dépasse  pas  la  plus  petite  des  quan- 
tités «  et  jTj. 


CHAPITRE  XV 

ÉQUATIONS   AUX  DÉRIVÉES   PARTIELLES 
DU  PREMIER   ORDRE 


Généralités 


537.  On  nomme  équation  aux  dérivées  partielles  toute 
relation  entre  plusieurs  variables  indépendantes  a^^,  x^_j  ...  Xn, 
une  fonction  z  de  ces  variables  et  des  dérivées  de  divers  ordres 
de  cette  fonction  par  rapport  aux  variables  XijiCg»  -..^n.  \J ordre 
de  cette  équation  est,  par  définition,  celui  de  la  dérivée  de 
Tordre  le  plus  élevé  qui  figure  dans  cette  équation. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  ont  été  l'objet  des 
travaux  des  plus  grands  géomètres  parmi  lesquels  il  faut  sur- 
tout citer  Dalerabert,  Euler,  Lagrange,  Monge,  Arupère, 
Cauchy  et  Jacobi.  Mais  c'est  à  Caucby  que  l'on  doit  les  pre- 
mières recherches  rigoureuses  sur  l'existence  et  le  degré  de 
généralité  de  la  solution.  Nous  ne  saurions,  sans  sortir  de 
notre  cadre^  rapporter  ici  les  théorèmes  de  Cauchy  malgré 
les  simplifications  introduites  dans  leur  démonstration  par 
M.  Darboux  et  M.  Kowaleski.  Nous  renverrons  sur  ce  sujet 
au  Cours  d'analyse  de  M.  Jordan. 

D'ailleurs,  pour  les  équations  du  premier  ordre,  l'existence 
et  la  nature  dts  intégrales  résulteront  de  la  marche  suivie  pour 
trouver  ces  intégrales. 

537.  Avant  d'entrer  véritablement  en  matière,  il  convient 
de  signaler  un  cas  très  particulier  ;  c'est  celui  où  les  dérivées 
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partielles  contenues  dans  l'équation  différentielle  ne  concer- 
nent qu'une  seule  variable. 

On  devra  alors  opérer  comme  si  chacune  des  autres  variables 
était  constante  ;  mais  il  faudra  remplacer  les  constantes  que 
l'intégration  aura  introduites  par  des  fonctions  arbitraires  des 
mêmes  variables. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

---  =  Scc-u. 
dx  •' 

Si  l'on  intègre  en  regardant  y  comme  constant,  on  a 

u  =  x^y  -\-  G, 

d'où,  en  remplaçant  la  constante  C  par  une  fonction  arbitraire 
de  y, 

w  =  x'y  -^  ?  (y)- 


Intégration   des   équations  linéaires   du   1"   ordre 
aux  dérivées  partielles 


538.  U  s'agit  d'intégrer  l'équalion 

Pi    :^    -i-P,   ■^--l----+Pn^|-=P  (1) 

où  Pj,  Pg ...  Pn  et  P  sont  des  fonctions  données  des  n  variables 
indépendantes  x.^,  x,^  ...  Xn  et  de  la  fonction  inconnue  2  de  ces 
variables. 

Or,  soit  cp  \x^,  x^,  ...  Xn,  ^)  =  0  l'équation  qui  définit  une  so- 
lution quelconque  de  (1).  En  différentiant  successivement  par 
rapport  à  chacune  des  variables  indépendantes  x^  ...  Xn,  on 
aura  les  relations 

do  ôcf    ô;?    A     "^T  ô(f    55"   ç.  i^?    _4_  ^  ^    0'     (^\ 

^x\  ~^  SI-  îxFj         '  f»^  "^  ^'i  ^-2        '  *"     ^^"      ^-  û-^» 
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qui  donneront  les  dérivées  partielles  de  z 


du  ho  >^0 


(3) 


i)Z  "ôF  dZ 

attendu   que  -^  n'est  pas  nul,  sans  quoi  l'équation  considérée 

o{x^,  x^  ...  Xn,  ^)  =  0  ne  contiendrait  pas  z,  ce  qui  est  absurde. 
En  portant  ces  valeurs  dans  (1)  et  chassant  le  dénominateur 

commun  -^-,  on  aura 


ù; 


•^T      ,    p     '^T      ,  ,    p     '^?      L  P  ^'^ 


Pi^-^  +  P.  ?^+    -    -fP.---+P^  =  0;       (4) 

^   l'X^  ^  ôa^a  i^Xn  ^z 

donc  la  fonction  o  satisfait  à  l'équation  (4), 

Réciproquement,  si  œ  (.Tj,  x^  ...  Xn,  z)  est  une  fonction  des 
n  -h  1  variables  a?i,  ^^  •••  ^n,  -  satisfaisant  à  l'équation  (4),  la 
fonction  :^  de ^j,  a?,  ...  Xn  déterminée  par 

Cf(,V7j,  07,,    ...  Xn,   Z)    =0 

satisfera  à  l'équation  (1)  ;  car,  en  portant  dans  (4)  les  valeurs 
(Je  -ï-,  12-  ...  -2-  tirées  des  relations  (3),  et  supprimant  le  fac- 

hX^       iX^  iiXn 

teur  commun  -^  qui  n'est  pas  nul  par  hypothèse,  on  tombera 

sur  l'équation  (1). 

Il  résulte  de  là  qu'on  obtiendra  la  solution  la  plus  générale 
de  (1)  en  égalant  à  zéro  la  solution  la  plus  générale  de  (2). 
Or,  on  sait  que  cette  dernière  solution  est 

Tî  étant  une  fonction  arbitraire  et  f^,  f,  ...  ^  étant  les  fonctions 
de  X,,  x^  ...  Xn,  z  qui  égalées  à  des  constantes  constituent  le 
système  intégral  des  équations  différentielles  ordinaires  simul- 
tanées du  premier  ordre 


dx,        dx,  dxn       dz  ,v\ 
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Donc  enfin  la  solution  la  plus  générale  de  (1)  sera  donnée  par 

r.{r,,f,...f„)  =  o,  (6) 

ou,  si  l'on  veut,  par 

Bèg le  pratique.  — Poiw  intégrer  r équation  (1),  formez  le 
système  si^nultané  (3)  ;  déterminez  son  système  intégral 
/;  r=  aj,  /;  =  a,  ...  fn  =  a,„  et  écrivez  que  Vune  des  fonctions 
/i'  fi  •••  fn  est  une  fonction  arbitraire  des  autres. 

539.  Lorsqu'il  n'y  a  que  deux  variables  indépendantes  (ce 
qui  arrive  le  plus  souvent  et  notamment  dans  les  applications 
à  la  théorie  des  surfaces),  on  désigne  habituellement  ces  deux 
variables  par  x  et  y,  et  par  p  ei  q  les  deux  dérivées  partielles 

'--,  ^  et  l'on  écrit  l'équation  (1)  dans  ce  cas  particulier  sous 

la  forme  classique 

Fp  -^Qq  =  R  (7) 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  données  d'^r,  y,  z,  L'intégration  de 
cette  équation  dépend  alors  du  système 

dx di/ dz  ra\ 

p-  —  -^  —  -(^  l»j 

■et  si  /"i  =  ai,  /"^  =  a^  sont  les  intégrales  du  système  (8),  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (7)  est  /l  =  ■":  (A),  "^  désignant  une 
fonction  arbitraire. 

540.  Déterminatio)î  de  la  fonctioii  arbitraire, 

La  fonction  arbitraire  devra  être  déterminée  dans  chaque 
problème  par  des  conditions  particulières. 

Ces  conditions  reviennent  en  général  à  la  suivante  :  faire 
en  sorte  que  Vinconnue  z  se  réduise^  pour  une  valeur  donnée 
quelconque  l  de  Vune  .r  des  variables,  à  une  fonction  donnée 
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On  y  parvient  comme  il  suit  :  quand  on  aura  substitue  les 
valeurs 

x^  —  ?     et     X  =  Ç(j7,,  ^^3,  ...  œ,,) 

dans  les  expressions  de/;,  f,  ...  /;,,  ces  fonctions  ne  contien- 
dront plus  r,  et  z,  mais  seulement  x.^,  x^  ...  Xn  ;  elles  devien- 
dront 

/a  =  '^2(^2'  •••  ^") 


fn    =  '!^«(.r2,    ...   a-,,)' 


-et  il  suffira  d'éliminer,  entre  ces  n  relations,  les»  —  1  varia- 
bles x.^  ...  Xn,  pour  obtenir  la  relation 

qui  fait  connaître  la  forme  particulière  *  qu'il  faut  attribuer  à 
■la  fonction  arbitraire  n  pour  le  cas  du  problème  en  question. 


Application  aux  familles  de  surfaces 

541.  Soit  à  intégrer  l'équation 

ap  -\-  hq  =  1  (9) 

dans  laquelle  a  et  6  sont  des  constantes  données  et  p  et  q  les 

■dérivées  partielles  r^  >  -^  . 
^  ^x    hy 

11  faut  d'abord  (n°  539)  intégrer  le  système 

dx di/ ds 

"^"^  T  ~T' 

■€6  qui  donne 

X  —  as'  =  C,       >/  —  bz  =  G'. 
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Si  donc  on  désigne  par*  le  symbole  d'une  fonction  arbitraire^ 
on  aura 

'i>{co  —  as,      y  — 5c)  =  0  (10) 

pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  (9). 

On  démontre  en  Géométrie  analytique  que  l'équation  (10) 
représente  l'équation  générale  en  termes  finis  des  surfaces 
cylindriques  dont  les  génératrices  ont  une  direction  donnée. 

1"  Supposons  que  l'on  veuille  déterminer  la  fonction  arbi- 
traire par  la  condition  que  la  surface  cylindrique  passe  par  une 
courbe  dont  on  donne  les  équations 

^{x,y,z)  =  i),       ^{œ,y,z)  =  0.  (M) 

On  posera 

X  —  az  ^=-  II.,       y  —  hz  =^v\ 

ce  qui  permettra  de  mettre  les  équations  (11)  sous  la  forme 
ç  [il  -\-  az,  V  H-  hz,  ^)  =  0,       <!;  {u  —  az,  V  —  hz,  ^:)  =  0 
d'où  résultera,  par  l'élimination  de  z,  une  relation  telle  que 

F(M,  r)  =  0; 

F  sera  la  forme  particulière  de  *  qui  répond  à  la  question. 

2°  On  peut  vouloir  déterminer  la  fonction  arbitraire  par  la 
condition  que  le  cylindre  soit  circonscrit  à  une  surface  dont 
l'équation 

^(,v,y,z)^0  (12) 

est  donnée. 

On  ramène  la  question  à  la  précédente  (1°)  en  cherchant  la 
courbe  de  contact.  Or  l'équation  (12)  est  déjà  une  des  équa- 
tions de  cette  courbe  et  il  suffira  de  trouver  une  seconde 
équation.  On  l'obtiendra  en  exprimant  que  la  surface  (12)  et 
le  cylindre  ont  le  même  plan  tangent  en  tout  point  œ,  y,  z  de 
la  courbe  considérée.  Or,  en  identifiant  les  équations  de  ces 
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deux  plans 

(X-.)t+(Y-,)|^(Z-.)g  =  0 
[\  —  x)  p  -\-Y  —  y)  q  —  {l  —  z)  =0 


on  aura 


ÔC3  ■    ÙCP  „ 

-'-  -H  ^  --^  =  0, 


jr  4_  rt'  -'-  =  0, 


d'où,  en  portant  dans  (9)  les  valeurs  de  /?  et  de  §'  tire'es  de  ces 
deux  équations 


-^  -H  &  —   -f-  — 

i)x  ^y       Re- 


cette équation  et  l'équation  (12)  déterminent  la    courbe  de 
contact. 


542.  Soit  à  intégrer  l'équation- 

z  —  c  =  p  (a;  —  o)  -^  9  il/  —  ^) 

n,  b,  c  étant  des  constantes  données, 
îl  faut  intégrer  d'abord  le  système 


d.jo 


dy 


X  —  a        y  —  b        z  —  c 


€e  qui  donne 


€t  par  suite 


X  —  a 


^l—'k  —  c> 


=  C         '^ =  C 

c  z  —  c 


\_z  —  c    z  —  c J 


(13) 


(14) 


<'  désignant  une  fonction  arbitraire. 

C'est  l'équation  générale  en  termes  finis  des  surfaces  coniques 
dont  le  sommet  {a,  b,  c)  est  donné. 
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En  suivant  une  marche  analogue  à  celle  indiquée  au  numéro 
précédent,  on  pourra  déterminer  la  fonction  arbitraire  par  la 
condition  que  le  cône  passe  par  une  courbe  donnée  ou  soit 
circonscrit  à  une  surface  donnée. 

543.  Soit  à  intégrer  l'équation 

pcc  -\-  qy  =  0.  (15) 

Il  faut  d'abord  intégrer  le  système 


dx       dy       dz 

ce  qui  donne 

^  =:  c,      z  =  a 

X 

et  par  suite  pour  l'intégrale  cherchée 


)  (16> 

*  désignant  une  fonction  arbitraire. 

L'équation  (16)  est  l'équation  générale  en  termes  finis  des- 
conoîdes  ayant  Taxe  des  z  pour  directrice  et  le  plan  xy  pour 
plan  directeur. 

544.  Soit  à  intégrer  l'équation 

{cy  —  bz)  p  -^  (az  —  ex)  q  =  bx  —  ai/.  (17) 

Il  faut  d'abord  intégrer  le  système 

dx  dy  dz 

cy  —  bz        az  —  ex        bx  —  ay' 

Or  si  l'on  désigne  par  ^/Ha  valeur  commune  de  ces  rapports^ 
on  a 

dco  =  (cy  —  bz)  dt  \ 

dy  =  (az  —  ex)  dt  >  (18) 

dz  =  \boG  —  az)  dl  ) 
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Si  l'on  ajoute  ces  trois  équations  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  d'abord  par  x,  y,  z,  puis  par  a,  b,  c  on  a,  en 
intégrant,  , 

x"-  -\-  if  ^  ï-  =  G         ax  -h  by  4-  cï  =  C 

et  par  suite^,  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  (17) 
sera 

ax  -^-  by  -h  cz  r=  <P  (x-  -+-  y^  -+-  .s-). 

C'est  l'équation  générale  en  termes  Unis  des  surfaces  de  révo- 
lution. 

545,  Trouver  la  surface  dont  les  normales  rencontrent 
Vaxe  Oî  et  qui  coupent  le  plan  des  zy  suivant  un  cercle  ayant 
pour  centre  l origine  et  pour  rayon  une  longueur  donnée  \\. 

Cherchons  d'abord  l'équation  différentielle  des  surfaces  dont 
les  normales  rencontrent  0:;  ;  il  suffit  d'examiner  que  la  pro- 
jection 

X  —  X Y  —  y 

de  la  normale  sur  le  plan  jrO?/  passe  par  l'origine,  ce  qui  donne 

py  —  qx  ^=0.  (19) 

Pour  intégrer  cette  équation,  il  faut  intégrer  préalablement  le 
système  différentiel 

dx       dy       dz 
y         X         Ô  ■ 

On  ohtient  pour  le  système  intégral 

u^x"'  -^\f        et        v  =  z,  (20) 

et,  par  suite,  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (19), 

z  =  ^  [x-  -i-  y^) 
*  désignant  une  fonction  arbitraire. 
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Il  reste  à  déterminer  *  de  façon  que  la  surface  en  question 
passe  par  le  cercle  donné,  c'est-à-dire  de  telle  sorte  que  pour 
a?  =  0,  on  ait  z  =  \/r^  —  y-.  A  cet  effet  on  porte  yces  valeurs 
dans  les  équations  (5),  ce  qui  donne 


d'où,  en  éliminant  t/, 

u  -h  V"  =  R~  ; 

enfin,  en  remplaçant  u  et  v  par  leurs  valeurs  primitives  (20), 
on  obtient 

OG^  -+-  l/  -^  z^  =  R^ 

La  surface  cherchée  est  donc  la  sphère  qui  a  l'origine  pour 
centre  et  R  pour  rayon. 

Equations  aux  tlîff'érentîelles  totales 

546.  On  donne  ce  nom  à  toute  équation  de  la  forme 

Pdx  H-  Qdij  H-  Rdz  =  0  (21) 

où  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  données  de  x,  y,  z. 

L'étude  de  cette  équation  nous  permettra  de  continuer  la 
théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre. 

On  dit  que  l'équation  est  intégrable  lorsqu'il  existe  une 
relation 

f{x,  y,  z)  =:  0  (22) 

telle  qu'en  la  difïérentiant,  on  obtient  une  équation 
/-  dx  -\- ^J-  dy  -\-  -J  dz  ■■=  a 

^X  ô?/      "'  ôJ 

qui  soit  identique  avec  (21)  eu  égard  à  la  relation  (22). 
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Nous  nous  proposons  ici  d'abord  de  chercher  cette  condition 
d'intégrabilité,  puis,  lorsque  cette  condition  est  satisfaite,  de 
donner  le  moyen  de  trouver  la  relation  intégrale. 

547.  Théorème.  —  Pour  que  V équation  (2\)soii  intégrable, 
il  faut  et  il  suffit  quon  ait 

En  effet,  considérons  l'expression  Q  c??/  H-  R  dz  dans  laquelle 
nous  regarderons  x  comme  un  paramètre.  On  sait  qu'il  existe 
un  facteur  jji,  tel  que  l'expression  [a(Q  dxj  h-  ^dz)  soit  la  diffé- 
rentielle exacte  d'une  fonction 

u  =  ^  {X,  y,  z)  (24) 

des  deux  variables  ?/  et  ^  et  dans  laquelle  figure,  aussi  bien 
que  dans  [ji,  le  paramètre  x. 

Cela  posé,  substituons  à  la  variable  y  la  variable  it  définie 
par  la  relation  (24)  ;  on  aura 

du=^  —  dx  -\-  ~  dti  H-  ^  dz 
^x  ôy    '^        dz 

ou,  comme  par  hypothèse 


il  vient 


^Q  =  |     ^*     ^  =  t 


du 'i-  dx  ■=  \^  [().dy  -^  "^dz). 


en  sorte  que  l'équation  (21)  devient 

\t.^dx  -\-  du  -^ — i  o?a;  =  0 
^x 


ou 


du  —  lidx  ==  0  (25) 

Calcul  isfihitésimal  43 
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en  posant 

(26) 


expression  dans  laquelle  on  suppose  que  y  a  été  remplacé  par 
sa  valeur  tirée  de  (24). 

Or,  s'il  existe  une  relation  intégrale  (22)  de  l'équation  (21), 
en  faisant  dans  celte  relation  la  transformation  précédente, 
c'est-à-dire  en  y  remplaçant  y  par  sa  valeur  tirée  de  (24)  on 
aura  une  relation 

F  [u,  œ,z)  =  0  (27) 

dont  la  différentiation  donnera  une  équation 

-  ■  du  -\ — -  dx  -[ dz  =^0  (28) 

ÔM  hX  ^Z 

qui  devra  coïncider  avec  (25),  eu  égard  à  (27).  Or  l'équation  (25) 
ne  contient  pas  dz  ;  donc  il  doit  en  être  de  même  de  (28)  ;  par 

suite  — -  est  nul,  en  d'autres  termes  F  ne  doit  pas  contenir  z, 

oz  *•  ' 

c'est-à-dire  que,  par  la  substitution  de  y  tirée  de  (24)  dans  l'inté- 
grale (22),  z  doit  disparaître  de  lui-même  en  même  temps  que 
y;  par  suite,  en  différentiant  cette  transformée,  on  aura  une 
équation  dans  laquelle  s  ne  figurera  pas  du  tout  ;  et  comme  cette 
équation  ne  doit  pas  différer  de  (28),  il  faut  que  K  soil  indé- 
pendant de  z.  Cela  suffit  d'ailleurs,  car  si  K  ne  contient  pas  s, 
on  pourra  intégrer  la  trane-furmée  (25)  qui  est  une  équation  du 
premier  ordre  à  deux  variables  u  et  x,  ce  qui  donnera 

/j  {u,  a?)  =  G 

par  suite  en  remplaçant  u  par  sa  valeur  (24),  c'est-à-dire  fai- 
sant la  transformation  inverse,  on  aura 

fi  (1^'  x)  =  G        ou        cp  {x,  y,  z)  =  G 

pour  la  relation  intégrale  de  (21). 
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Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  est  que^ soit  indé- 
pendant de  z.  11  reste  à  développer  cette  condition,  c'est-à-dire 
à  Vexprimer  en  fonctions  des  données  P,  Q,  R. 

A  cet  efîet^  rappelons  que  K  est  ce  que  devient  [^P  —  -^ 

après  qu'on  a  remplacé  dans  cette  expression  y  par  sa  valeur 
tirée  de  (24),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sans  faire  la  substitu- 
tion lorsqu'on  y  regarde  y  comme  une  fonction  de  x,  u  et  z 
définie  par  (24).  K  est  alors  fonction  de  z  d'abord  directement 
puis  indirectement  à  cause  de  y,  et  pour  écrire  queK  est  indé- 
pendant de  z^  il  faut  écrire  que  sa  dérivée  complète  par  rapport 
à  z  est  nulle,  c'est-à-dire  qu'on  a 


0, 


^^  étant  déduit  de  l'équation  (24),  c'est-à-dire  étant  fourni  par 

la  dinérentiation  de  (24)  par  rapport  à  y  (u  et  x  restant  alors 
constants)  ce  qui  donne 

by  bz        'dz  ' 

et  par  suite,  en  substituant  celte  valeur  de  :^  dans  la  précé- 
dente. 


i>z  ^>y        î>y  bz 


0. 


En  remplaçant  K  par  sa  valeur  (26),  cette  condition  prend  la 
forme 


ou 


»  (.'1'  -  ?- 

i)Z 

)  ^ 

i>y            ô^ 

0 

&  (l-iP)           \^y/ 
ô  y             i<x 

^ 
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mais  on  a 


La  condition  devient  donc 

on  la  rend  plus  symétrique  en  lui  ajoutant  l'expression 

^    L  ^?/  ^^  J 

qui  est  nulle  en  vertu  des  relations  (29).  On  a  ainsi 

p  [i(t^)  _  ô_o^)"|  ,  Q  r^p)  __  iM)! 

En  effectuant  les  différenliations  et  réduisant,  |ji  disparaît  et  il 
reste  pour  la  condition  cherchée  la  relation  énoncée  (23). 

548.  On  voit  qu'il  ne  faut  pas  confondre  la  condition  d'inlé- 
grabilité  de  V  équation  Pdx  -\-  Qdx  -{-Rdoo  =  0,  avec  la  condi- 
tion d'intégrabilité  de  V expression  Pdœ  h-  Qdx  -h  Rdœ  ;  tandis; 
que  la  première  est  unique^  la  seconde  est  triple  car  elle  se 

j     ,     .  ,.,.         ôP      ôQ    ôP       ôR    ôQ       ôR    . 

compose  des  trois  conditions  s^=  Si  '  gj  =  si  '  S"y  =  SF  •  ^"^^^ 

bien,  on  devait  s'y  attendre  d'après  ce  qui  était  arrivé  dans  le 
cas  de  deux  variables  :  11  y  aune  condition  pour  que  Vexpres- 

sïon  "iKdx  -h  Nofi/  soit  intégrable  (c'est  ~  =  -■-],  tandis    que 

réquation  Mc^a^H-  ^dy  =  0  admet  toujours  une  intégrale. 

549.  La  démonstration  précédente  indique  la  forme 

o  (se,  y,  z]  =  constante  arbitraire 
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delà  relation  intégrale  de  l'équation  (21);  mais  elle  donne 
même  la  marche  à  suivre  pour  la  trouver  lorsqu'elle  existe. 
On  commencera  par  chercher  la  fonction  w  =  '|  [x,  y,  z)  eipar 
suite  le  facteur  i^t  ;  puis  on  fera  le  changement  de  variable 
indiqué,  ce  qui  donnera  l'équation  différentielle  (25)  entre 
uetx;  on  déterminera  son  intégrale  f^  (u,  oc)  =  C,  d'où  résul- 
tera fi  {<!!>,  cg)  =  G  pour  l'intégrale  cherchée. 

Toutefois  voici  un  procédé  plus  simple  pour  intégrer  l'équa- 
tion (21)  lorsque  la  condition  (23)  est  remplie  : 

550.  Problème  :  Intégrer  l'équation  (21)  lorsque  la  condi- 
tion (24)  est  remplie. 

?  (^'  i/.  ^)  =  C 

étant  l'intégrale  inconnue,  on  a 


-^  dx  -\ — -  dit  -\ — ^-  dz  ^=^ 

XiX  i)ll     "^  ^z 


et  par  suite,  en  comparant  avec  la  proposée, 

P  ^  0  ^  R. 

Ll©  l>Cp  ÔCp 

'  i)X        î>g        i>z 

et  enfin,   à  cause   de  la  condition   (3)  qui  est  remplie  par 
hypothèse, 


îP_*_Q\»^  =  0.    (30) 


C'est  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  à  laquelle 
doit  satisfaire  la  fonction  cherchée  «?.  C'est  même  une  équation 
sans  second  membre  et  dont  les  coefficients  ne  renferment 
pas  cp_,  en  d'autres  termes  c'est  une  équation  de  la  forme  de 
celles  considérées  dans  le  lemme  du  n°  24.  On  sait  que  la  so- 
lution générale  de  cette  équation  est  une  fonction  arbitraire 

TT  (a,  P) 


ôQ 

ôR\  ôcp        /ôR 

ôP\  ôcp 

bZ 

a  =  A  G^.  ?/'  ^)       P  =  A  (*%  y,  ^) 
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étant  le  système  intégral  des  équations  simultanées 

dx  dy  dz  _ 

ôQ_ôR  =  aRôP  =  ôP^ôQ  .  (32) 

ô^-  S^  ôjy  û^  ÔJ/  007 

La  fonction  «p  doit  donc  rentrer  dans  le  type  t.  (a,  p)  et  par 
suite  l'intégrale  <f  (a?,  y,  z)^=c  de  (21)  sera 

F  (a,  P)  =  G  (33) 

F  étant  une  fonction  (non  plus  arbitraire  comme  tt)  mais 
choisie  de  façon  que  l'équation 

ftF  ôF 

^.c^a-h§  c^p  =  0  (34) 

obtenue  en  la  difïérentiant,  coïacide  avec  la  proposée  (21),  eu 
égard  à  (33).  En  d'autres  ternies,  si  l'on  substitue  aux  variables 
X  Qi  y  Q.i  k  leurs  différentielles  dx,  dy  dans  la  proposée,  leurs 
valeurs  tirées  des  relations  (31)  et  de  celles  qu'on  en  déduit  en 
les  difïérentiant,  on  devra  tomber  sur  l'équation  (34)  ;  mais 
3i)  n3  contient  que  les  seules  variables  a  et  p  ;  donc  par  l'effet 
de  la  transformation  indiquée  la  transformée  de  (21)  ne  con- 
tiendra plus  ni  z  m  dz  \  elle  sera  de  la  forme 

Ac^a  -f  Bc/p  =  0  (35) 

A  et  B  étant  des  fonctions  de  a  et  de  p  seulement.  En  intégrant 
cette  équation  (33),  on  aura  donc  F  (a,  P)  =  G  et  par  suite 
F  (/i,  Q  =  c  pour  l'intégrale  cherchée  de  (21). 

De  là  résulte  la  7'ègle  pratique  : 

Cherchez  le  système  intégral  (31)  des  équations  simultanées 
(32)  et  transformez  l'équation  différentielle  proposée  (21)  en 
substituant^  à  Vaide  des  relations  (31)  les  variables  a.et^  aux 
variables  xety\  la  transformée  sera  de  la  forme  (33)  {z  dis- 
paraîtra de  lui-même)  ;  intégrez  la,  et,  dans  son  intégrale 
F  (a,  p)  =  G,  remplacez  'J.  et  ^  par  leurs  valeurs  (31)  en  x,  y,  z  : 
vous  aurez  V intégrale  de  la  proposée. 

Exemple  : 

zdx  -V  {x  -\~  afdy  —  [x  -i-  a)  c?;?  r=  0; 
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système  (32) 

dx dy  dz 

0  1    ~~  F^-  a 

système  intégral 

a,  =  X,        p  =  (a  +  a)  y  —  z 
d'où 

-2"  -+-  P  ^  ; 

a?  =  a,  '/  = ,  dx  =  aa, 

'  ^        a  H-  a' 

^^  ^  (g  +  g)  (6^^  -t-  d<^)  —  (-3-  -i-  P)  c^g 
•^  (a  -h  a)^ 

En  substituant  dans  la  proposée,  on  a 

sdo.  ~t-  (a  -^  a)  {dz  -\-  d^)  —  [z  ~  ^)  dy.  —  [a  -\-  a)  dz  =  0 
qui  se  réduit  à 

(a  +  a)  ^P  —  Pc^a  =  0 

ou 

d^  da      ç. 

et  en  l'intégrant 

l<^  —  Z  (a  +  a)  =  1.  const. 
ou 


I 
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Equation  non  linéaire  aux  dérivées  partielles 
du  premier   ordre  ;  cas  de   deux  variables  indé- 

jjendantes 


551.  L'équation  à  intégrer  a  pour  type 

F  {oc,  y,  z,p,  q)  =  0  (36) 

où  p  et  q  désignent  les  dérivées  partielles p  :=  —,  q  =  —  . 

La  méthode  à  suivre  pour  intégrer  cette  équation  consiste  à 
en  chercher  d'abord  une  intégrale  complète;  on  nomme  ainsi, 
d'après  Lagrange,  une  solution  renfermant  deux  constantes 
arbitraires  (c'est-à-dire  un  nombre  de  constantes  arbitraires 
égal  à  celui  des  variables  indépendantes,  qui  ici  sont  les  deux 
variables  x  ei  y).  Ue  cette  intégrale  complète,  on  déduit  ensuite 
V intégrale  générale. 

55"^.  Recherche  d'une  intégrale  complète. 
Pour  obtenir  une  intégrale  complète,   on   cherche  d'abord 
une  équation 

?  (a;,  y,  z,p,q)  =  cL  (37) 

(où  a  désigne  une  constante  arbitraire),  qui  soit  telle  que  les 
valeurs  de  jo  et  de  ç'  déduites  du  système  (36)  et  (37)  et  por- 
tées dans 

dz  —  pdx  —  qdy  =  0  (38) 

rendent  intégrable  cette  équation  (38)  aux  différentielles  to- 
tales. Nous  allons  voir  qu'il  suffit  que  cp  satisfasse  à  une 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  ;  on  déterminera  donc 
îme  solution  de  cette  équatioQ  linéaire,  ce  qui  fournira  la  re- 
lation (37),  et  puis,  après  avoir  tiré  /?  et  $'  de  (36)  et  (37)  et 
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porté  dans  (38)  ces  valeurs  qui  contiendront  déjà  une  cons- 
tante arbitraire  a,  il  ne  restera  plus  qu'à  intégrer  Téquation 
aux  différentielles  totales  (38)  ce  qui  introduira  une  nouvelle 
constante  arbitraire  ?  ;  on  aura  donc  bien  ainsi  une  solution 
contenant  deux  constantes  arbitraires,  c'est-à-dire  une  inté- 
grale complète. 

Entrons  dans  les  détails  : 

Cherchons  d'abord  la  condition  d'intégrabilité  de  l'équation 
(38),  p  ei  q  n'étant  plus  donnés  directement  en  x,  y,  z  mais 
déterminés  par  les  équations  implicites  (36)  et  (37), 

La  condition  d'intéorrabilité 


'JD' 


/ôQ_ôR 


se  réduit  ici,  (puisque  P  =  — p,    Q  =  —  q,    R=l)à 


-2-  —  q  -^  —  -i-_|_-2-  =  0         ou  — -\-q  —  =  '~-JrP  — 

bz  'àz       by       bx  5i/       ^  ôî       boo       ^  hz 


que  nous  conviendrons  d'écrire 


ôp bq 

dy       i)X 


(39) 


(Il  importe  de  bien  se  familiariser  avec  cette  notation  qui 
simplifie  l'écriture  :  en  général,  w  étant  une  quantité  quel- 
conque^ nous  désignerons 

par^^lexpression-H-/^-, 
etpar~lexpression-  +  g-j. 

Pour  trouver  la  condition  cherchée,   il  suffit  de  tirer  par 

bw        i>0 

différentiation  ^  et  ^  des  relations  (36)  et  (37)   et    de  porter 

dans  (39). 

Or  en  difîérentiant  chacune  des  relations  (36)  et  (37)  d'abord 
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par  rapport  à    x,   puis    par    rapport  à  ?/,  on  a  les  4  équa- 
tions 


ùF       ôF  ôp        ôF  ôg „ 

(40) 

W              ÔF    Ô^             ÔF     ^_    r. 

ôy  "^  D^  ôy  "^  ôg'   ôy  ~ 

(41) 

(41) 

by         dp  ôy          îig'    ô;/ 

(43) 

où  entrent  ;=^  et  -^  mais  aussi  r^  et  -^  dont  nous  n'avons  que 

faire;  il  faut  donc  éliminer  ces  quatre  quantités  entre  les  5 
équations  (39),  (40),  (41),  (42),  (43).  On  y  parvient  élé- 
gamment en  ajoutant  les  équations  (40),  (41),  (42),  (43)  après 

les  avoir  multipliées  respectivement  par  r^>  ;  >  —  ^;  —  5ô  '  ^"^ 
obtient  ainsi  (en  ajoutant  par  colonnes) 

"ôF  ôcp      "ôcp  ôF       ôF  ôtp      "ôç  ùF       ^  .... 
'-  —  -1-  —  _|_—  -T ï    .=-0               (44) 

057  hp         bx  bp  ô?y  ôg         ôy  ôg  ^      ' 

les  autres  termes  se  détruisant  à  cause  de  (39), 

Telle  est  la  condition  cherchée  ;  la  forme  abrégée  (44)  étant 
développée  en  faisant  retour  aux  notations  ordinaires  est 


ôF\  ôcp  _  /ôcp  ôj \  ôF        /ôF  ô_F\  ô| 

^  ^ZJ   dp  \ô^         ^  dzj  ôjO    ~^  \bl/  ^  dz  /  i)p 


^  _i_^^\  ^  =  0 


ôF 

OU,  en  ordonnant  par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  tp, 

5F  ôç        ôF  ôo»        /    ôF  5F\  ôtf)       /ôF  ôF\  ôcp 

Telle  est  l'équation  linéaire   aux  dérivées  partielles  à  la- 
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quelle  il  suffit  que  ç»  satisfasse,  c'est-à-dire,  dont  il  suflit  de- 
connaître  M?ze- solution. 

Cela  posé,  rappelons  que  pour  intégrer  cette  équation,  on 
considère  le  système  d'équations  différentielles  ordinaires  si- 
multanées 

dx dy dz- dp^ dq       

ùp        '^      ^  dp  '^  '^^  ^q  \^x  "^  ^  Ù2-/  \di/        '^  dzj 

et  l'on  sait  que  si  /  (./',  i/,  z^  =  a  est  Viine  quelconque  des 
intégrales  de  ce  système,  la  fonction  /  est  une  solution  de 
l'équation  (44). 

On  déterminera  donc  ?/«e  intégrale /"(a;,  y,  s)  =  a  du  système 

(45)  (celle  que  Ton  trouvera  le  plus  aisément)  et  en  prenant 
o  =  f,  on  aura  l'équation  cherchée  (37).  En  d'autres  termes 
0)1  adjoindra  à  V équation  proposée  l'une  des  intégrales  du 
système  (45)  et  l'on  aura  ainsi  deux  équations  d^oii  l'on  ti- 
rera p  et  q,  pour  les  porter  dans  (38).  //  ne  restera  plus 
alors  qu^à  intégrer  cette  équation  aux  différentielles  totales 
pour  avoir  une  solution  de  (36)  de  la  forme 

*  {x,  y,  z,  a)  = 

p  étant  une  deuxième  constante  arbitraire  ;  ce   sera  une  inté- 
grale complète  de  l'équation  proposée. 

553.  Recherche  de  r intégrale  générale. 
Désignons  par 

W  {X,  y,z,a,<^)  =  0  (46) 

l'intégrale  complète  qu'on  vient  de  trouver.  Puisque  c'est  une 
solution  de  (36),  c'est  que  l'élimination  de  a,  p  et  q  entre  (36), 

(46)  et  les  deux  relations 

nx       dz'  o_y       ^  i,z  ^     ^ 

qui  résultent  de  la  différentiation  de  (46)  successivement  par 
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rapport  k  ,x  ei  k  y,  conduit  à  7ine  identité  ;  les  lettres  a  et  P 
disparaissent  donc  d'elles  mêmes  par  le  fait  de  cette  élimi- 
nation de  z,  p  et  q. 

Par  suite  la  même  chose  arrivera  quelle  que  soit  la  signifi- 
cation de  ces  lettres  pourvu  que  les  relations  (47)  conservent  la 
même  forme,  en  sorte  que  (46)  ne  cessera  pas  d'être  une 
solution  de  (36). 

Or  si  l'on  suppose  que  a  et  P  au  lieu  de  représenter  des 
constantes  représentent  des  fonctions  à'x  et  à.'y,  les  relations 
obtenues  en  difîérentiant  (46)  successivement  par  rapport  à  x 
ei  k  y  seront 


.^J]^     ,    ^  M  4-  ^  ^  +  ^'^  ^ 


"'      ôy  "•"  ô^  ^  "^  ôx  f>2/ "^  ôNy  ~  " 


Pour  qu'elles  se  réduisent  à  (47),  il  sufiit  de  poser 

0,     T^.-^Và==^-     m 


ôa  ix 


ôp  hx 


Telles  sont  les  conditions  que  doivent  remplir  les  fonctions 
a  et  ?  pour  que  (46)  soit  encore  une  solution,  lorsqu'on  y  con- 
sidère a  et  P  comme  des  fonctions  d'^  et  d'y.  On  en  déduit, 

(en multipliant  la l""^ par  —,  la  2=  par  —  et  retranchant) 


iix  ôa? 


i>y  ^z 


=  0 


àx  i»j 
hx  hy 


=  0 


(49) 


ce  qui  d'après  la  théorie  des  déterminants  fonctionnels  exige 
que  [3  soit  une  fonction  de  «  ;  on  posera  donc 


p  =  TT  (a) 


(50) 


•71  étant  une  fonction  arbitraire  ;  les  relations  (48)  se  réduiront 
alors  à  une  seule 


i)<\i  ôa 
ôa  ^x 


-jr   7Z    (et)     =0 

ô^        ^   ^  dX 


(51) 
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OU 


ôa         ôt 


^'(«)  =  0    ^  (51') 


et  l'intégrale  résultera  de  l'élimination  de  a  et  P  entre  (46),  (50) 
et  (35).  L'élimination  de  P  peut  seule  être  effectuée  tant  que  tt 
reste  arbitraire,  et  pou7'  représenter  l'intégrale ^  il  faut  con- 
server le  système  des  deux  équations 

ôa         ÔTi;       ^  ^  / 

cette  intégrale  renfermant  une  fonction  arbitraire  a  reçu  le 
nom  à' Intégrale  générale  de  l'équation  (36). 

On  voit  qu'on  obtient  Vintégrale  générale  en  remplaçant 
clans  une  intégrale  complète,  l'une  des  deux  constantes  p  par 
une  fonction  arbitraire  tc  (a)  de  l'autre  a,  et  adjoignant  à  cette 
équation  sa  dérivée  par  rapport  à  «. 

554.  Conclusions  ;  Intégrale  singulière. 

Nous  venons  de  trouver  une  solution  de  (36)  renfermant 
une  fonction  arbitraire.  Mais  n'existe-t-ilpas  d'autres  solutions 
de  (34)  en  dehors  de  cette  intégrale  générale  ? 

[L'intégrale  complète  dont  nous  sommes  parti  n'est  pas  une 
solution  distincte  de  l'intégrale  générale  ;  elle  y  est  ren- 
fermée; elle  répond,  en  effet,  au  cas  où  l'on  considère  a  comme 
constant  et  où  l'on  prend  pour  la  fonction  arbitraire  it  (a)  une 

constante  P,  car  alors  —  r=  0  et  l'équation  (31)   qui  a  fourni 

la  2®  des  relations  (32)   disparait.] 

Pour  répondre  à  cette  question  nous  démontrerons  d'abord 
le  théorème  suivant  : 

Toute  solution  de  Féciuation  proposée  (36)  peut  se  déduire 
d'une  intégrale  complète  quelconque  en  y  remplaçant  les  deux 
constantes  par  des  fondions  convenables  cTx  et  d'y. 

Puisqu'il  ne  s'agit  que  de  la  démonstration  d'un  théorème, 
nous  pouvons  supposer  que  l'équation  difiérentielle  proposée 
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aussi  bien  que  sa  solution   soient  résolues  par  rapport  à  la 
fonction  inconnue  :;. 
Soient  donc 

~  =F  (x,  y,  p,  q)         l'équation  différentielle,  (!') 

z  ==.  "^{x,  y,  a,  P)  une  intégrale  complète,  (2') 

-  :=  G  (a?,  y)  une  solution  quelconque.        (3') 

Puisque  (2')  et  (3')  satisfont  à  (!') ,  c'est  que  les  deux  relations 

■         +  (X,  ,,  ,,  P)  =  F  [,.,  ,,  ^i(^!:|^.J) ,  ^1  (^ «JJ]     (4/) 
6(.,y)=F[.,,/A(^)/-ii|-ï)]  (5') 

sont  des  identités.  Dans  la  première  les  lettres  a  et  p  doivent 
donc  disparaître  d'elles  mêmes  ;  par  suite  cette  équation  res- 
tera encore  une  identité  si  l'on  y  remplace  dans  les  deux 
membres  «  et  P  par  des  expressions  quelconques  en^  et  y,  et 
en  particulier  par  les  valeurs  de  a  et  de  P  qu'on  tirerait  de 

^'^  {x,  y,  g,  p)  _  ^6  {x,  y)   \ 

m,x,y,  g.  P)  ^  ^^x.y)  (  ^    ' 

^y  ^y     I 

mais  alors  les  seconds  membres  des  relations  (4')  et  (5')  sont 
les  mêmes,  il  doit  donc  en  être  de  même  des  premières;  on  a 
donc  identiquement 

0  [ûo,  y)  =  ^  {x,  y,  a,  P).  (7') 

Ainsi  toute  solution  z  ^=^{x,  y)  peut  se  déduire  de  l'intégrale 
complète  z  =  '^{x,  y,  a,  P)  en  y  remplaçant  les  constantes  «  et  j3 
par  les  expressions  ena?  et  ?/  tirées  du  S3^stème  (6'). 

Ce  théorème  va  nous  permettre  de  répondre  à  la  question 
posée  ci-dessus. 
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i)d    ô6 


En  effet,  en  calculant  -- ,  —  d'après  (6'),  on  a 


£iô  ^  b'ii  ôa  ^  b|3 

bX         bx  ôa  hx  ôp  ôa? 

ô6  04;  0(1;  ôa  à<\i  ôp 

ôy         ôî/  ôa  ôî/  £>P  f>y  ' 

En  portant  dans  (6'),  on  met  cette  équation  (6')  sous  la  forme 

ôtj;  ôa         ô(];  bp  ^ 

ôa  ôj;        ôP  dx 

ô(|;  ôP         ôi{;  ô^ „ 

ôa  ôy  ~^  ôp  ôy  ' 

d'où  l'on  déduit,  en  éliminant  tour  à  tour  ri  et  r^  , 

ôp        ôa 


ôa  ôa 

h<\l 

bX  ôy 

ôa 

ôp    ôP 

ô^  Nj 

=  0 


ô^j; 
ôp 

ôa  ôa 
ôx  ô_?/ 

ôp  ôp 

Ô^   01/ 

On  conclut  de  là  que  l'on  doit  avoir,  soit 


=  0. 


ôa  ôa 

dX  ôy 
ôP  ô p 
bX  07/ 


=  0, 


soit 


ôa 


0 


et 


ôp 


(8') 


(90 


La  condition  (8')  donne  l'intégrale  générale,  comme  nous 
l'avons  vu. 

Quant  aux  conditions  (9'),  elles  donneront  pour  a  et  p 
deux  expressions  déterminées  en  ^  et  y  qui,  portées  dans  (2') 
donneront  une  solution 

^  =  4-1  (^,  y) 

sans  constante  ni  fonction  arbitraire.  On  donne  à  cette  solution 
le  nom  AUntégrale  singulière. 
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Ainsi,  en  dehors  de  l'intégrale  générale^  l'équation  proposée 
(!')  ou  (1)  n'admet  qu'une  solution  singulière,  que  l'on  trouve 
d'ailleurs  en  éliminant  les  constantes  a.  et  ^  entre  l'intégrale 
complète  et  les  deux  équations  qu'on  obtient  en  différentiant 
cette  intégrale  complète  successivement  par  rapport  à  x  et  à  g. 


►.  Exemples  : 
1°  Soit  à  intégrer  l'équation 

p_cp(g)  =  0.  (53) 

Le  système  (45)  est  ici 

dz  dy  dz  dp        dq 

T"  ^  —  ?'  (?)  ^  p  —  qi  {q)  ~~  "ô  ^  T' 

Une  intégrale  suffit  ;  nous  prendrons  q  =  «■  d'où  p  =  '^  («), 
et  il  reste  à  intégrer  l'équation  aux  différentielles  totales 

dz  —  cp  (a)  dx  ■ —  ixdy  =  0 

ce  qui  donne  Vintégrale  complète 

Z  =  x^  (a)  -+-  ay  -H  p. 

L'intégrale  générale  s'ensuit  en  posant  p  =  'l^  (°')  et  adjoi- 
gnant à  l'équation  précédente  la  dérivée  par  rapport  à  a,  elle 
est  donc  constituée  par  le  système 

Z  T=  xo  {a)  ^  aij  -\-  ^  (a)  (54) 

0  =  xo'  (a)  -H  î/  +  ^'  (a).  (55) 

La  surface,  dont  l'équation  en  x,  ?/,  z,  résulterait  de  l'élimi- 
nation de  a  entre  (34)  et  (55)  est  l'enveloppe  du  plan  mobile 
représenté  par  l'équation  (34). 

2°  Soit  à  intégrer 

z  —  Kpq  =  0  (56) 

où  K  est  une  constante  donnée. 
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Le  système  (43)  est  ici 

diV       dy  dz  dp        dq 

\iq       Kp       2  Kpq        p         q 

Une  intégrale  suffit  ;  nous  prendrons  celle 


<i 


K 


qui  résulte  de  la  comparaison  de  la  première  et  de  la  dernière 
fractions:  On  a  alors 


et  par  suite 


dz  = -h  — Tf—  du 


L'intégration  de  cette  équation  aux  équations  différentielles 
totales  donne  Vintégrale  complète  (n"  530) 

Kz={x-^){y-^)  (57) 

où  a  et  p  sont  les  deux  constantes  arbitraires. 

On  obtient  Vintégrale  générale  en  posant  p  z=  (p  (a)  et  en 
adjoignant  à  l'équation  précédente  sa  dérivée  par  rapport  à  a  ; 
cette  intégrale  générale  est  donc  constituée  par  le  système 

Kz  =  (x  —  o)\y  —  ^  (a)] 
0  =  2/  —  cp  (a)  +  («7  —  a)  cp'  (a) 

L'intégrale  complète  représente  un  paraboloïde  hyperbolique 
ayant  pour  sommet  le  point  («,  p,  0),  et,  quant  à  l'intégrale  gé- 
nérale, elle  représente  l'enveloppe  des  paraboloïdes  en  suppo- 
sant que  leurs  sommets  décrivent  k  courbe 

^  =  0,       y  =  '^(,T). 

Il  y  a  une  solution  singulière  ^  =  0  ;  on  l'obtient  en  élimi- 

Caicul  infinitésimal  44 
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nant  a  et  p  entre  la  relation  (57)  et  ses  dérivées  par  rapport  à 

a  et  p. 


Remarques 


556.  Nous  n'avons  considéré  que  le  cas  de  deux  variables 
indépendantes  ;  c'est  le  cas  le  plus  important  au  point  de  vue 
des  applications  géométriques. 

Dès  que  le  nombre  des  variables  indépendantes*  surpasse 
deux^  la  méthode  se  complique  beaucoup.  Toutefois,  la  mar- 
che que  nous  avons  suivie  (n"  553)  pour  passer  d'une  intégrale 
complète  à  l'intégrale  générale  subsiste  quelque  soit  le  nombre 
n  des  variables  indépendantes. 

Soit 

F('7i,  ^,,  qn,  z,  Pi,lh>  Pn)  =  0  (58) 

une  équation  quelconque  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  ',  q^,q.2, ...  ^«sont  les  variables  indépendantes  z,  la  fonction 
et^j,  p,,  ...  pn  les  dérivées 

dZ  ô^  i>Z 

Soit,  en  outre, 

fiÇi,  ?2' Q»>  ^^  «1'  «2'  ««)  =  0  (!>9) 

une  intégrale  complète  de  l'équation  (38).  On  regardera 
Tune  des  ?2  constantes  a^,  a.^,...  a„,  la  dernière  a„  par  exemple, 
comme  une  fonction  des  n  —  1  autres;  en  d'autres  termes,  on 
posera 

Un  =  tt>  (a^,  a,,   «n-^). 

L'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  (38)  résultera 
de  l'élimination  de  cii,  a^,  ...  a„_i  entre  l'équation  (59)  et  les 
dérivées    de    cette    équation    par   rapport    aux    paramètres 

fl!j5  '^2'   •■  •    ^n—  1  • 
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557.  Dans  la  théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre  et,  en  particulier,  dans  la  mé- 
thode de  Jacobi  que  nous  exposerons  tout  à  l'heure,  il  est  sou- 
vent avantageux  et  parfois  nécessaire  de  remplacer  le  type  gé- 
néral 

F(2'i,  qn,  z,  Pi, i^)  =  0  (60) 

par  le  suivant 

?  (S'p   qn,  Pv   Pn)  =  0  (61) 

où  ne  figure  plus  explicitement  la  fonction  inconnue  z.  On  y 
parvient  par  une  transformation  très  simple  mais  qui  introduit 
une  variable  indépendante  de  plus. 

En  effet,  représentons  sous  la  forme  implicite 

ï(2'i'?2> qn,z)  =  (i  (62) 

l'intégrale  z  de  l'équation  différentielle  (08) 

En  différentiant  (61)  successivementpar  rapport  à^i,  q^,  ...^„, 
on  a 

ôg,  ^ô^^*-^' ôg„^ô^^"-"' 

d'où  l'on  tire  • 

En  portant  ces  valeurs  dans  (58)  on  obtient  l'équation 

5Y 

qu'on  peut  écrire 

/  î»Y  ôY      ûY 
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Sous  cette  forme  on  voit  que  cette  équation  (62)  qui  rem- 
place l'équation  différentielle  proposée  (38),  contient  les  n  -h  i 
variables  indépendantes  q^,  ...  g„,  z,  et  les  dérivées  du  premier 

ordre  —■,'•'—-'  -f-  ,  mais  où  y  ne  figure  plus  explicitement. 


Intégration  du  système  de  m  équations 

aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  d'une 

fonction  de  n  variables  indépendantes. 

(lUétliode  de  Jaeobi). 


558.  Enoncé  du  problème  : 

Trouver  une  fonction  V  de  n  variables  indépendantes 
§i>  ^2>  •••  9.ni  étant  données  m  équations  (m  <  n)  distinctes 

A  (3'i.  9'2.  •••  In,  Ï>V  Pi^  ■'•  Pn)  =  0    j 

fA9l>^-2,    '-^n,Pi,P2,    -Pn)  =  0 
fm{qi,    92^    '•■   qn,Pl,Pi   ■•'  Pn)  =  0      ) 

e7itre  ces  variables  et  les  dérivées  partielles 

•_ôV  _ôV  _  ôV 

La  fonction  Y  n'entre  pas  explicitement  dans  les  équations 
(63).- 

Ces  équations  (63)  donnent  m  des  quantités  p^,  p^,  ...  p„  en 
fonction  des  {n  —  m)  autres  et  des  variables  qi,  q^,  ...  qn.  H 
s'agit  donc  de  trouver,  entre  p^,  p^,  ...  p^,  q^,  q^,  ...  q»,  {n  — m) 
autres  relations  telles  que,  si  l'on  tire  de  ces  équations  jointes 
aux  premières  les  valeurs  dep^,  ;?,,  ...  p„  et  que  l'on  substitue 
ces  valeurs  dans  l'expression 

dN  =Pi  dq^  ^  p^dq^  +  ...  -hpndqn, 

le  second  membre  devienne  une  différentielle  exacte. 

L'intégration  de  cette  expression  donnera  alors  la  fonction  V. 
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559.  Conditioj^^s  d'intégrabilité.  Soient 

F{qi,  q^,  ...  qn,  Pi,  Pi^  '••  Pn) 

*(9'l.  ^2   •••   qn,Pu  Pa.   •••  Pr>) 

deux  fonctions  quelconques  des  quantités  g^  g'^,  ...qn>Pi,Pi, 
...  Pn'  Oïl  nomme  crocheta  de  ces  deux  fonctions  l'expression 


a  =  n 

2 

Oi  —  i 


dF 

5* 

(64) 


et,  l'on  désigne  habituellement  cette  somme  de  déterminants 
par  [F,  *]. 

Par  exemple,  si  l'on  a 

F  =  î;  4-  q\  +  PI  +  P\       et       *  =  ap,  q,  -h  bp^  q,, 


on  a 


2?i,     «Pi   Kl   Sg^,     ^^2 


[F,  *]  = 

=  2a(^l-p^-^2b(ql-p^ 


Il  importe  de  remarquer  que  si  l'une  des  fonctions,  *  par 
exemple,  se  réduisait  à  une  constante,  le  crochet  serait  nul. 
Ainsi,  l'on  a 

[F,  const]  =  0        et  [F,  O]  =  0.  , 

560.  Ces  définitions  étant  établies,  voici  un  théorème  im- 
portant : 

Pour  qu^un  système  de  n  équations  distinctes 


Fi=0,     F2  =  0,     ...F„  =  0 


(63) 


soit  tel  que  les  valeurs  de  p^^p.^,  ...  p„  qu'on  en    déduit  rende 
Vexpression 

Pi  dqy  H-  232  ^^^2  +  •••  -^Pndqn 
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une  différentielle  exacte,  il  faut  et  il  suffit  que  les  cro- 
chets de  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  des  fonctions 
F^,  F^,  ...  Fn  soient  nuls,  soit  identiquement,  soit  en  vertu  des 
équations  (65). 

En  effet,  soient  F  et  *  deux  quelconques  des  fonctions  F^, 
F^,  ...  F„,  et,  pour  abréger  les  écritures,  supposons  7i  =  3. 

En  différentiant  les  équations     • 

F(2'i.  S'a,  q^,  Pi,  P2>  Pz,)  =  ^ 
"^  i^i,  92,  93^  Pi,  P^,  Pz^)  =  ^ 

par  rapport  à  ^j,  on  a 


ôF        ôF  ôjo,       ôF  ôp.2        ôF  f)p3 
àq[~^  hpl^ql        ô^  ô^i  "^  ôp~3  ô^i  ~ 

=  0 

iq^  "^  ôpi  ô^  "^  0^2  ^i  ~*~  ^3  ^1  ~ 

=  0 

d'où,  en  multipliant  la  première  par—  et  la  seconde  par^r- , 


et  retranchant, 

ôF   ù4> 
ùq'yàp^~ 

ôF  ô*         /ôF  ô*        ôF  ô*  \  0P2 

^Pi  ^9'i  ~   \ÛP2  ^Pl   ^  ^Pi  ^PJ   ^<li 
fhY   ô*          ôF  ô«î>  \  ÔP3 

En  opérant  par  rapport  à  q^,  puis  par  rapport  à  q^  comme 
nous  venons  de  le  faire  pour  q^,  on  aurait 


ôF  i»*        ôF  ô*  /ôF  ô*        ôF  b*  \  ôpi 

ô^  Sp^  ~~  ôp^  Hç^â  ~"  U^i  ôpg       ''J^a  '^i^i/  M% 
/ôF  5*        ôF  ô*\  ôpj 

ôF  ô*        ôF  ô*  /  ôF  ô*        ôF  ô£  \  ô£j 

^^3  ¥3  ~  ^"^  ^^3  "~ 

/ôF  ô4 

-h 


^i^l 

^P, 

ÔP3 

ôPl/ 

^^3 

'ôF 

ô* 

-H 

Î.F 

^P, 

fip^ 

0^3 

ÔP3 

^93 
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L'addition  des  trois  équations  précédentes  donne 


[F,  *]  = 


-+ 


ôF  ô* 

ôF    b* 

ôF  ô* 

ôF  ô* 

ôF  ô<i> 

f)F  ô* 


^3 

^3 
^?2 


^93   ) 


c'est-à-dire 


[F,  *]  = 


^2   _^   ^P3 

ôF 


^^3  _^  ^1 

ôF 
¥2 


ôF 


(66} 


Sous  cette  forme  du  crochet,  le  théorème  est  évident. 

D'abord,  la  condition  est  nécessaire;  en  efîet,  sip,,  p^yp^  ont 
des  valeurs  telles  que  p^  dq^  h-  /Jj  <^2'2  "^  Ps  '^^z  ^^^^  ^^^  diffé- 
rentielle exacte,  tous  les  éléments  de  la  première  horizontale 
sont  nuls  ;  donc  le  crochet  est  nul. 

En  second  lieu_,  la  condition  est  suffisante.  En  effet,  si  le 
déterminant  précédent  et  ses  deux  analogues,  sont  nuls,  on 
aura  trois  équations  du  premier  degré  et  homogènes  entre  les 
trois  éléments  de  la  première  ligne  horizontale  ;  le  déterminant 


(67) 


sera  le   déterminant   formé  avec   les  coefficients  de  ces  trois 
éléments  dans  les  trois  équations;  il  est  d'ailleurs  différent 


bF, 

bF, 

bFi 

ôp, 

bp, 

^P3 

bF, 

b_F, 

bF, 

bpj 

^^2 

^^3 

^F3 

^F3, 

^F3 

bpi 

^^2 

bp3 
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de  zéro,  sans  quoi  d'après  un  théorème  connu  des  déter- 
minants fonctionnels,  les  fonctions  Fj,  F^,  F^  ne  seraient  pas 
distinctes  ;  donc  il  faut  que  les  trois  éléments  considérés  qui 
jouent  les  rôles  des  inconnues  dans  les  trois  équations  homo- 
gènes soient  nais. 

501. 11  importe  de  voir  à  quoi  se  réduit  le  développement 
du  crochet  [F^  *]  quand  F  et  <i>  ont  quelques  compositions  spé- 
ciales 

fo  Supposons  qu'on  ait 

F  =  F  (Çi,   q^,   ...  qn^2^s-\  i,Ps  +  2^   ■-•Pn) 
'P=Pi—f  (Çi,  q^,    ...   qn,Ps-{  i,Ps  +  2^   ■-■  pn) 

i  étant  inférieur  ou  égale  à  s.  On  voit  alors^  sur  l'expression 
générale  (63)  du  crochet,  que  tous  les  déterminants  relatifs  à 

a=l,2,  ...z  —  1,     i-\~\,     i-\-2,...s 

sont  nuls  ;  car,  pour  toutes  ces  valeurs  de  a,  la  deuxième  ho- 
rizontale a  ses  éléments  nuls  ;  de  plus,  pour  a  =  i  le  déter- 
minant se  réduit  à 


ôF    ôcf 

'^qC  M. 

0      1 


ou  a 


Mi 


On  a  donc,  pour  la  valeur  réduite  du  crochet, 


ôF    ôcû 

ôF  _ 

n^H^ 

Mi 

J^ 

ôF   ôcp 

a  =  s  +  1 

^Va  ^Po. 

[F,*] 


2°  Soient  i  et  k  deux  nombres  tels  que  l'on  ait 
i  <Ck,        k  <is 
et  considérons  les  formes  particulières 

F  =pi,  —  f(q^,  q^,  ...  g„,  Ps  +  i,2h+i>  '"Pn) 
^  =  Pi  —  »(^i,  q.2,   ...  qn,  Ps^i^  Ps^  i,  .--Pn)' 


(68) 
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Oq  aura  dans  ce  cas 


[F,  *]  = 


V 

a  =  ,v  +  1 


(69) 


5^2^.  Propriété  des  crochets  et  Théorème  de  Poisson. 

Si  f,  o,  <])  sont  des  fondions  des  2n  variables  q^,  q.,,  ...  §-„, 
Pi,  p. 2,  ■■'  Pn  considérées  comme  indépendantes,  on  a  identi- 
quement 


[/",  [?,  -W]  +  [?,  \:\,  n]  +  [h  [A  tJ]  =  0 


(70) 


En  effet,  si  on  développe  l'expression  (70),  on  aperçoit  im- 
médiatement que  chacun  de  ses  termes  est  le  produit  de  trois 
facteurs,  qui  sont  une  dérivée  du  second  ordre  de  l'une  des 
fonctions  et  une  dérivée  du  premier  ordre  de  chacune  des  deux 
autres  fonctions. 

Considérons,  par  exemple,  les  termes  qui  contiennent  une 
dérivée  du  second  ordre  de  /";  tout  revient  à  démontrer  que  ces 
termes  s'entredétruisent.  Or,  d'une  part  ces  termes  ont  l'une 
des  trois  formes 


a  pouvant  être   égale  à  P;  d'autre  part,  les  termes   de  cette 
espèce  proviennent  tous  de 

[cp,  [.j.,  n]       et  de      [.^,  [f,  ?]] 

et  l'on  reconnaît  avec  un  peu  d'attention  que,  à  chaque  terme 
de  cette  espèce  provenant  de  la  première  de  ces  deux  expres- 
sions, répond  un  terme  égal  et  de  signe  contraire  provenant 
de  la  seconde. 

563.  De  ce  lemme  résulte  un  théorème  fondamental  du  à 
Poisson  : 
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Soient  v^  et  4^  deux  fonctions  de  q^,  q^,  ...  qn,  px,  p^,  ...pnteiles 
quon  ait  [cp,  i];]  =  0  ;  soit,  en  outre,  F  équation  linéaire  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre 

[?, /']=0  (71) 

où,  f  désigne  la  fonction  inconnue.  Si  f^  est  une  solution  de 
V équation  (71),  l'expression  [^,  /i]  sera  une  nouvelle  solution 
de  cette  équation  (71)  ;  à  condition  toutefois  que  cette  expression 
[^,  /i]  ne  se  réduise  ni  à  zéro,  ni  à  une  constante  ni  à  une 
fonction  de  /j,  car  alors  on  n'aurait  pas  une  solution  nouvelle 
de  (71). 

En  effet,  d'après  le  lemme  précédent  (n°  363),  on  a  l'identité 

[/;.  [?,  ^^\  +  [y>  w.  fA  +  [4-,  [/;,  ?]]  =  o] 

qui  dans  notre  double  hypothèse  [cp,  <];]  =  0,  [tf ,  /,]  =  0,  se 
réduit  à 

[?,  V^,  A]]  =  0 

laquelle  exprime  précisément  que,  dans  le  cas  où  [']>,/i]  n'est  ni 
identiquement  nulle  ni  constante,  elle  est  une  solulion  de  (71)(*). 

(*)  Nous  avons  suivi  la  marche  classique  pour  la  démonstration  du 
théorème  de  Poisson.  On  pourrait  y  parvenir  autrement  à  l'aide  d'un 
théorème  élégant  dû  à  M.  Buhl,  théorème  d'ailleurs  équivalent  à  celui 
de  Poisson,  comme  l'a  montré  M.  Appel  [comptes  rendus,  1901).  Voici 
l'énoncé  du  théorème  de  Buhl. 

Etant  donné  un  système  d'équations  simidtanées 

dx^  dx.)  dx,. 

x7  —  x7"  "~ x;' 

si  <i>  est  une  intégrale  de  ce  système,  il  existe  des  fonctions  7^^,  X2>  •••  "^^r  telles 
que  l'expression 

en  soit  une  autre.  Ces  fonctions  >>,  des  variables  Xi  sont  données  par  les 
r  équations  aux  dérivées  partielles 

X.  -^  +■  ...  X,.  ^  =  \^1.'  4....  >,,    ûX*  ^  ^       2   ___  ^^ 
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564.  Problème  auxiliaire  : 

Etant  données  s  fonctions  [s  <.  n)  de  la  forme 

Pi  —  ?1   (S'i'   5'2>    •••   qn,Ps^i,   Ps  +  i,    ...  Pn)      l 
P2  —  ?2(^1'    ^2'    •••   1n,Ps  +  i,Vs+i,    ...    Pn)      ( 


Ps—    ?s(9'l.    ^2'    •••    <în,  Ps  +  i,   Ps  +  .,    ..-Pn) 


\ 


(A) 


et  telles  que  leurs  crochets  deux  à  deux  soient  nuls,  trouver 
une  fonction  F  [q^,  q^,  ...  §'„,  p^  + 1,  i^^  +  2,  •••  pn)  dont  les  crochets 
avec  chacune  des  précédentes  soient  nuls. 

On  a,  pour  déterminer  F,  les  équations  linéaires  et  du  pre- 
mier ordre  aux  dérivées  partielles  (n°  561,  1°) 


0  =  — 


c>F 
Mi 


ôF 


Mi 


ôF 


ôF 

ôcpj 

a  =  71 

2 

ôF 

a  =  s  +  1 

^Pa 

^P4 

ôF 

ÔCSg 

a  =  71 

2 

ôF 

^'f2 

a  =  s  +  1 

^Pa 

^Poi 

î^F 

ÔCS5 

a  =  n 

2 

Moi 

ôF 

a  =  s  +  1 

^P« 

^Pa 

(!') 


(2') 


(«') 


La  fonction  cherchée  F  est  donc  une  solution  commune  aux 
s  équations  précédentes,  et  il  s'agit  de  trouver  une  solution 
commune  si  particulière  qu'elle  soit,  en  profitant  de  la  forme 
spéciale  de  ces  équations. 

A  cet  effet,  on  cherchera  une  solution  particulière  de  l'une 
des  équations  précédentes,  par  exemple  de  la  première  (F);  soit 
73j  cette  solution  ;  en  substituant  ^i  à  F  dans  une  autre  de& 
équations  précédentes,  la  seconde  (2')  par  exemple,  le  résultat 
de  cette  substitution  sera 


QL  =  n 

M-2  ^ 


^?2 

^T2 

(72) 


:oo 
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et,  s'il  n'est  ni  constantj  ni  nul,  ni  une  fonction  de  ^i  ce  sera 
une  nouvelle  solution  de  (!').  En  opérant  sur  ^^  comme  on  l'a 
fait  sur  nr^  ce  qui  revient  à  remplacer  dans  l'égalité  précédente 
w^  par  TTTj,  on  trouvera  une  nouvelle  solution  tuj  de  (1'),  et  on 
continuera  de  la  sorte  Jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  résultat  rn^_ 
qui  soit  ou  nuloM  constant  ou  fonction  des  résultats  précédents 
Toi,  ra^,  ...  TO|j.-i  et  des  quantités  q^^  q^,  ...  ^^qui  sont  considérées 
comme  des  constantes  dans  l'équation  intégrée  (1');  l'une  de 
ces  trois  circonstances  ne  saurait  manquer  de  se  présenter,  car 
à  défaut  des  deux  premières  la  troisième  arrivera  forcément 
après  un  nombre  limité  d'opérations,  puisque  le  nombre  des 
solutions  particulières  de  l'équation  (!')  est  limité. 

Examinons  ces  trois  cas  en  commençant  par  le  dernier  qui 
comprend  les  deux  autres. 

1°  SironaTOj^=:/(TOi,  ttt^,  ...  ^j^..^  ^„  ^3,  ...  ^,),  c'est  qu'alors 

une  fonction  cjuelconque 

X(toj,  ro„  ...  nT,j_i,  q^,  q^,  ...  q^) 

des  mêmes  quantités  est  une  solution  de  l'équation  (!'),  et  on 
cherchera  à  déterminer  la  forme  de  cette  fonction  ^  de  façon  à 
ce  qu'elle  soit  aussi  une  solution  de  (2'),  c'est-à-dire  de  telle 
sorte  qu'on  ait 


0  =  — 


2 

a  =  s  +  1 


ôX 

ftcp, 

n^ 

H^ 

ôX 

ÙC&2 

Cette  équation  développée  donne 


0  =  -    - 


îiX  ùX      ÔT7J  i)X     ÔTO^ 

^q^        ôTOi  ^q^        0^2  ^^îi 
a.  =  n 


a  =  s  +  1 
a  =r  n 


2  0^2     /   ôX     ÙTO, 


ôX     ^^1^.-1 


%-l 

M2  / 

ôX 

*^^[;-l^ 

^-u-, 

^^«     , 

ôX 

^^[X-l 

ÔCJ 


R-l 


^Pa 
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OU 


ôX 


ônj. 


-1 


5tct. 


Mi 


2 

C^   =z  s   -\-    i 


^?2 

ô^Ix-1 

^?2 

ôp« 

^Pa 

OU  enfin  à  cause  de  la  formule  (71)  et  de  ses  analogues 


0  = 


ôX 


f)X 


ôX 


ùra 


1^-1 


(73) 


Cette  équation  est  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre;  X  est  la  fonction  inconnue;  q^,  ^i,  ^2,  ...  ^[j._i  sont  les 
variables  et  nr^j,  est  une  fonction  connue  de  ces  variables. 

On  déterminera  une  intégrale  particulière  de  cette  équation 
c'est-à-dire  une  intégrale  du  système  correspondant 

1  TO,  TT7,      *"  HT,, 


d'équations  difïérentielles  ordinaires  simultanées,  soit 

cette  solution  sera  une  solution  commune  aux  équations  (1') 
et  (2'). 

2^  si  l'on   a  TOjj.  =   constante,    =  Cj,    on    pourrait   opérer 
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comme  ci-dessus,  mais  on  voit  immédiatement  que  l'ex- 
pression ^-j.  - 1  —  Cig.i  6st  une  solution  commune  à  (1')  et  èi  (2'). 

Enfin,  3"  si  Ton  a  TOjj.  =  0,  on  est  dans  un  cas  particulier  du 
précédent,  celui  où  c  est  nul  ;  donc  ^^j.— i  est  alors  une  solution 
commune  à  (!')  et  à  (2'). 

Nous  possédons  actuellement  une  solution  commune  à  (1') 
et  à  (2')  ;  désignons  là  par  6^,  il  s'agit  d'en  déduire  une  solution 
commune  à  (T),  (2')  et  (3').  A  cet  effet,  nous  substituerons  0^ 
à  la  place  de  F  dans  l'équation  (3'),  et  le  résultat  ô^  de  la  substi- 
tution, s'il  n'est  nul  constant  ou  fonction  de  0,  sera  une  nouvelle 
solution  commune  à  (!')  et  à  (2').  En  substituant  de  nouveau 
ce  résultat  dans  (3')  et  ainsi  de  suite,  on  déterminera  une  série 
de  fonctions  6^,  e^,  ...  ôp  qui  seront  des  solutions  communes  à 
(1')  et  (2'),  la  dernière  fonction  Sp  étant  nulle,  constante,  ou 
fonction  de  6^,  e.^,  ...  Gp.j  et  des  quantités  q^,  q^,  ...q,  qui  sont 
considérées  comme  constantes  dans  les  équations  intégrées 
(!')  et  (2').  Si  0p  est  nul,  6p_,  sera  une  solution  commune  à 
(1')  (2')  et  (3').  Si  6p  est  égal  à  une  constante  c^,  on  aura  une 
solution  commune  à  (l')  (2')  (3').  Enfin  si  Qp  est  une  fonction 
de  ôj,  6^,  ...  ep_jetdeg3,  q^,  ...  q„  on  se  proproserade  satisfaire 
à  l'équation  (3')  par  une  fonction 

Ç(6i,  62,  ...  ep_i,  q^,  q^,  ...  q,) 

et  l'on  verra  qu'il  suffit  pour  cela  de  prendre  ime  intégrale  de 
l'équation  linéaire 

0= ----+- e^-^  -+-  ...  +  ep 


ou  du  système  simultané  correspondant 

clq^        clQ^  ô9o_, 

Ayant  une  solution  commune  de  (!')  (2')  (3'),  on  opérera  de 
la  môme  manière  pour  en  déduire  une  solution  commune  à 
({'),  (2'),  (3'),  (4');  et  ainsi  de  suite.  En  continuant  de  la 
sorte,  on  obtiendra  finalement  une  fonction 

F(qi,  qo,  -..   Çn,  Ps  +  i,  Ps  +  -2,    ".  Pn) 
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qui  sera  une  solution  commune  à  (!'),  (2'),  ...  [s'),  c'est-à-dire 
qui  résoudra  le  problème  proposé. 

565.  Voici  un  exemple  :  soit  le  système 

^'-Tr     ^'~lh'      ^'~~ç7' 

Ici  on  a  ?i  =:  4  et  s  =  3  ;  il  est  d'ailleurs  aisé  de  constater,  à 
l'aide  de  la  formule  (68)  du  n°  561,  que  les  crochets  de  ces 
fonctions  deux  à  deux  sont  nuls. 

Les  équations  (T),  {'1'),  (3')  sont 


ùF 
'i>q, 

\^9i  ^Jh       ^Pi  ^lJ 

avec 

ïl 

_  ^-2  C'a 

P4 

^^2 

avec 

?2 

_  yi9'3 
^4 

ôF 
ffec 

/&F  ô©3       &F  ôcpgX       „ 

tuant, 

,  ôF    ,            t)F 

„  ôF              -  ôF 

avec 
=.0 

?3 

_  Pi  9'4 
^3 

ôF             î>F 

;^F 

=  0. 

(74) 
(75) 
(76) 

Prenons  une  intégrale  de  (76)  c'est-à-dire  une  intégrale  du 
système 

dq.^ cfg^ c?p,  clF  ^ 

soit  ^1  r^-?^-^  cette  intéojrale. 
9'3  ° 

En  substituant  dans  (74)  et  dans  (75),  on  trouve  0  =  0. 

Donc^  est  une  intégrale  commune  à  (74),  (75),  et  (76). 

Nous  venons  d'opérer  de  la  manière  la  plus  simple.  On 
pourrait,  pour  avoir  une  application  plus  complète  des  prin- 
cipes qui  précèdent,  procéder  comme  il  suit: 


704  CHAPITRE    XV 

L'équation  (74)  répond  au  système  différentiel 


on  déduit  de  là 
d'où 


dq^  dq^^  d¥ 


— ~  1i  —  5'4  =^  const,         F  =  const 


F  =  fonction  de  q,  -  îiî^±^ . 
On  a  donc  une  intégrale  de  (74)  en  prenant 


En  portant  dans  l'équation  (73)  on  trouve 


=  q.-  ^-^i^'  (77) 


^ 

qui  n'est  pas  une  solution  nouvelle. 

Une  fonction  quelconque  >^  de  q^,  q^,  in^  sera  encore  une  so- 
lution de  (74);  déterminons  cette  fonction  X,  à  l'aide  de  l'é- 
quation (73),  qui  se  réduit  ici  a 

^        ôX  bX 

hq,  'ôg-/ 

le  système  correspondant  est 

dq^ dq^  d\ 

qui  donne  la  solution  l  =  w^,q^;  on  constate  aisément  que  cette 
solution  qui  est  déjà  commune  à  (74)  et  à  (75)  satisfait  à  (76). 
Donc  enfin 

9, 5'4  —  ^  ^3 
est  une  intégrale  commune  aux  trois  équations  proposées. 
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Problème  définitif 


566.  Nous  sommes  actuellement  en  mesure  de  résoudre  le 
problème  posé  au  h"  558  et  qui  est  le  but  final  de  cette  étude. 

On  commencera  par  résoudre  les  équations  données  (62)  par 
rapport  k  p^,  p^,  ...  p,n  c'est-à-dire  par  mettre  le  système  pro- 
posé sous  la  forme 


Pi  —  '^l  (5'n   9-2^   •'■  Çn,  Pm  4-1,  Pm  + 2^  • . .  Pn)  —  0 
Pi  —  ^i  (Q"!'   5'2.    •••  qn,  Pm  +  1,  Pm  1-  2»  '••  P»)  =  0 

Pm  —  4'm(gi.  ^2,   •..  qn,  Pm  +  i,  Pm  +  2>   ..-  Pn)  =  0 


(78) 


D'après  ce  qui  a  été  dit  au  n°  560,  pour  que  le  système  (76) 
soit  intégrable,  c'est-à-dire  pour  que  les  équations  (76)  aient 
une  solution  commune,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  leur  ad- 
joindre n  —  m  relations  entre  q^,  q^,  ...  g„,  p,„+i,^,„  +  2,  ...  p^ 
telles  que  les  crochets  deux  à  deux  des  premiers  membres  de 
ces  n  relations  soient  nuls,  soit  identiquement^  soit  en  vertu 
de  ces  n  équations  elles  mêmes. 

Donc  en  particulier  les  crochets  des  premiers  membres  des 
équations  (76)  pris  2  à  2  doivent  être  nuls  soit  identiquement, 
soit  en  vertu  des  n  —  m  relations  cherchées  ;  car,  ces  crochets 
ne  contenant  aucune  des  quantités  p^,  p^,  ...  p,„,  il  n'y  aura  pas 
à  faire  intervenir  les  m  équations  proposées  (76)  pour  voir  s'ils 
s'annulent  ;  ils  doivent  s'annuler  soit  identiquement,  soit  en 
vertu  des  n  —  m  relations  nouvelles. 

Si  les  crochets  relatifs  aux  équations  (76)  s'annulent  iden- 
tiquement, le  système  (76)  sera  tout  "préparé  pour  les  calculs 
ultérieurs  et  nous  expliquerons  tout  à  l'heure  ce  qu'on  en 
fera  (n«  567). 

Si  tous  les  crochets  relatifs  aux  équations  (76)  ne  sont  pas 
1^  nulsidentiquement,  ces  crochets  effectués  donnent  des  expres- 
sions composées  avec 

9'l  >  2'2  '    •  •  •   5'"'  P»!  +  l  '  P'"  +  2  »    •  •  •  Pn 

Calcul  infinitésimal  45 
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Alors,  si  dans  l'un  de  ces  crochets  les  quantités  f»  n'entrentpas, 
c'est-à-dire  s'il  n'y  figure  que  les  variables  q^  le  problème  pro- 
posé sera  impossible  ;  car  l'annulation  de  ce  crochet  entraî- 
nerait une  relation  entre  les  variables  q^,  q^,  ...  qn  qui  dès  lors 
ne  seraient  pas  indépendantes  comme  on  l'a  supposé. 

Mais  si  l'un  de  ces  crochets  contient  une  ou  plusieurs  de& 
quantités  p,  on  aura^  en  égalant  cette  expression  à  zéro,  une 
équation  - 

qui  doit  être  vérifiée  en  vertu  des  n  —  m  relations  cherchées. 
On  pourra  donc  prendre  cette  relation  comme  Tune  des  relations 
cherchées  que  l'on  adjoindra  au  système  (76)  après  l'avoir 
résolue  par  rapport  à  l'une  des  quantités  p^-i^^,  pm^-^,  •-•  Pn, 
par  exemple  par  rapport  à  p,„  4.  j  dont  on  portera  la  valeur  dans 
les  équations  (76). 

On  aura  alors,  au  lieu  du  système  donné  (76),  un  nouveau 
système 


Pi  —  4^1   (9'l'  92'   •••  Qn,  Pm+2'Pm  +  ^,   ■••  Pn)  =   0 
Pz  —  4*2  (^1'   9'2.  ;••   9n,  Pm+^,   Pm  +  S'    '••  Pn)  =  0 

Pm  —  'Kl  (^U   ^2'    ■••   9n'  Pm+2'  Pm  + -3,  -•  Pn)  =  0 
Pm+i  —  '^m+i  (qi,  q-i,   '"  qn,Pm  +  2'  Pm  +  z,   •••  Pn)  =  0 


(79) 


sur  lequel  on  recommencera  à  opérer  comme  on  vient  de  la 
faire  sur  le  système  (76). 

Ainsi,  on  formera  tous  les  crochets  deux  à  deux  du  sys- 
tème (77)  ;  leur  expression  aura  l'une  des  trois  formes 

0, 

-     F    (^1'    9'2.    •••    9n), 

^  illf  9-21   •■•  Qn,  pm  +  /i  +  1  '  Pm  +  /i  +  2»   •  •  •  Pn) • 

S'ils  sont  tous  de  la  première  forme,  c'est-à-dire  égaux  à 
zéro,  le  système  sera  préparé.  Si  l'un  deux  est  de  la  seconde 
forme,  il  y  a  impossibilité.  Enfin,  si  un  crochet  est  de  la  troi- 
sième   forme,    on  l'égalera  à  zéro   et   l'on   aura    ainsi   une 
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équation  nouvelle  qu'on  adjoindra  aux  précédentes  (77)  après 
l'avoir  résolue  par  rapport  àp,„^  ^  et  avoir  substitué  sa  valeur 
dans  (77)  ;  on  obtiendra  de  la  sorte  un  nouveau  système 

Pi   —  ^i    (Q-I'    9'2»    •••    qn,Pm^-^^    ...    Pn)  =0  \ 

On  opérera  sur  ce  système  comme  sur  les  précédents  et  l'on 
continuera  de  la  sorte  (à  moins  qu'on  ne  tombe  sur  un  crochet 
qui  soit  fonction  seulement  des  quantités  q,  ce  qui  dénoterait 
une  impossibilité)  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  système  de  n 
équations.  Alors,  si  les  crochets  des  n  équations  sont  tous 
nuls,  le  système  sera  préparé.  Mais,  si  les  crochets  ne  sont 
pas  tous  nuls,  il  y  aura  encore  impossibilité;  car,  en  com- 
binant avec  les  n  équations  l'un  de  leurs  crochets  non  nul  et 
éliminant  p^,  p^,  ...  jo„  on  arriverait  à  une  relation  entre  les 
quantités  q^^,  q^,  ...  q,i  seules,  qui  par  suite  ne  seraient  pas  in- 
dépendantes. 

Donc,  en  dernière  analyse,  si  le  problème  est  possible,  on 
parviendra  à  un  système  tel  que  le  système  (A)  du  n°  364. 

56T.  —  Cela  posé  si  s  =  n,  le  problème  sera  résolu  ;  on 
portera  les  valeurs  dep^,  p.^,  ...  p,j  dans  l'expression 

dz  =  p^  dq^  -^  P^dq^  +  ...  -h  pndqn 

qui  sera  une  différentielle   exacle  et  dont  l'intégration  don- 
nera z  avec  une  constante  arbitraire  ajoutée  à  z. 
-     Si  s  est  ■<  n,  (il  ne  saurait  être  plus  grand,  par  hypothèse) 
on  appliquera  au  système  (A)  la  solution  du  problème  auxi- 
liaire (n°  S64),  ce  qui  fournira  une  fonction 

F  (gi,  q^,  ...  qn,Ps  +  i,  -.Pn) 

dont  le  crochet  avec  chacune  de  celles  du  système  (A)  sera 
nul.  On  adjoindra  donc  aux  équations  du  système  (A)  l'équa- 
tion nouvelle 

F  {q^,  q,,  ...  qn,Ps  +  i,  ■■•  Pn)  —  aj  =  0 
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OÙ  aj  désigne  une  constante  arbitraire  ;  après  l'avoir  résolue 
par  rapport  à  Ps+i^  ^n  portera  la  valeur  de  ps^^  dans  les 
équations  (A),  et  l'on  aura  un  système  nouveau 

Pi  —  ^1  (5'l.  5'2.    •••  <ïn,Ps+2>   '■'  Pn)  =0  \ 

Pi  —  ^^2(11^   92^   •■•  Qn,ps  + 2^   '■■Pn)=0  ( 

Ps+i—^h+i  {Çi,  Ci'   •••  9n,  Ps  +  2'   '"  Pn)  =  0     ) 

sur  lequel  on  recommencera  tout,  c'est-à-dire  sur  lequel  on 
opérera  comme  sur  le  système  (76). 

En  continuant  ainsi,  on  arrivera  finalement  à  un  système 
de  n  équations,  d'où  l'on  tirera  les  valeurs  de^^,  p^,  ...  p„  avec 
des  constantes  arbitraires,  et  qui  seront  telles  qu'en  les  portant 
dans 

dz  =  2^1  dq^  -h  p^  dq^  4-  ...  -h  p„  dqn 

on  ait  une  différentielle  exacte.  En  l'intégrant  on  aura  l'in- 
connue z  à  laquelle  on  ajoutera  une  constante  arbitraire. 

568.  Exemple  : 
Soit  le  système 

PlP3  —  929i  =  ^ 

on  le  met  sous  la  forme 


^'  Pz  '  Pi 

dont  le  crochet  [n°  (561)]  est 

0  =  _  ^  i  ^  -i-  ( ^  ^"f  —  If-  îi]  -^  ( tC  ^ 

ôgi        hq^        \t>q^  hp^        0^3  0^3/         \hq^  ôp^ 


^4   ^74 


avec 


^        Pi  Pi 


EQUATIONS    AUX    DERIVEES    PARTIELLES    DU    PREMIER    ORDRE       709 

ce  crochet  est  donc 

0  =  -  £-3  _  £.  ^  /  îi  ^=Jd[±  _  0  )  +  (  0  -  =4^â  îi  ) 
Pi       Vz        \Pi      PÎ  /        \  Pi      PJ 


ou 


^i  9'3  Siillt   _^    <Ii  9'-2  ^3 


Q  -_  Ï4    Ï3  

Ps         Pi  PiPt  PzPl 

0  =  P3  p|  5'4   —  p|  p,  ^3  —  gi  ^2  5'4P4  -+-   S'i  9'2  2'3i'3 
^^4  ^3^3   —  {Pl  9'4    -^    <îi  ?2  93)  P3    +   <îl  <ii  5'4P4   =  0 


__  Pl  g'>  +  gi  g2  ^3  ±  v/(p^  g^  +  g^,  q^  q^y  —  kq,q^  g,  g,  pl 

-'^'4^3 

^Pl^i-+-   gl  g2  ^3   =^    iPÎ  Çj   —   9l  ^2  Qz)    . 
^P4  2'3 

de  là  les  deux  valeurs 

^'      '^v^qz       Pi 

On  a  donc  les  deux  systèmes, 


Pi  -  —   -  U,  p,  ^^     -  U,  ^3  ^^ 


et 


^'  P3  i'*  ^4 

Prenons  le  premier  système.  11  est  aisé  de  constater  que  les 
crochets  de  ses  équations  deux  à  deux  sont  nuls  ;  le  système 
est  donc  préparé  et  il  faut  lui  appliquer  le  problème  auxiliaire 
(n°  364)  c'est  précisément  l'exemple  du  n°  565  ;  on  trouve  pour 
intégrale  commune  aux  trois  équations 

Pi 
Pi 
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En  égalant  celte  fonction  à  une  constante  arbitraire  a,  on 
obtient  la  relation 

Pi  =  o-Vz 

qui,  combinée  avec  les  trois  équations  du  premier  système, 
donne 

P4  =  «S'a.    Vi  =  «2'4        ^2  ^  a  '    -^i  ^  a  ' 

on  a,  par  suite, 

1 

c^^  =  -  (^2  ^9i  H-  Si  (^92)  +  «  (9'4  ^2'3  +  S'^  ^S'J' 


d'où  en  intégrant 


^  +  b  =  ~^  -i-aq,q, 


h  désignant  une  constante  arbitraire. 

Prenons  maintenant  le  second  système.  On  constate  aussi 
que  les  crochets  deux  à  deux  sont  nuls  ;  le  système  est  donc 
préparé  pour  l'application  du  problème  auxiliaire  (ii<*  564),  et 
l'on  trouve,  pour  intégrale  commune  aux  trois  équations, 


V,  . 

qr 

on  en  déduit 

P,  =  aq,, 

et  par  suite 

^'-% 

On  a  donc 

{ 

dz  =  a  {q^dq^  +  g,  dq^  +  -  {q^dq^  -t-  q^dq^), 
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d'où  en  intégrant 

«  et  6  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Revenons  au  premier  système.  Nous  avons  trouvé  aun"  565 
qu'il  admet  une  intégrale  commune 


^2  2'4  — 


En  égalant  cette  expression  à  une  constante  c  et  combinant 
l'équation  ainsi  obtenue  avec  les  trois  équations  du  premier 
système,  on  obtient  les  valeurs 


^q^m,     p^  =  q. 


m 


p^  —  q^m,    pi  =  q3 


m 


ou  on  a  pose 


m 


Vq,' 


V^5'2  9i  —  c 
De  là  résultent  successivement 


m 


et 


z-\-k  =  1^q^q^  \lq^ 


9'4 


k  étant  une  constante  arbitraire.  On  voit  que  cette  intégrale 
complète  du  premier  système  est  moins  simple  que  celle  déjà 
obtenue  au  n»  565. 

569.  La  méthode  de  Jacobi  que  nous  venons  d'exposer  pour 
le  cas  de  m  équations  simultanées  s'applique  sans  difficulté 
au  cas,  beaucoup  plus  fréquent  dans  la  pratique,  où  il  s'agit 
d'une  seule  équation. 
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Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  reconstituer  le  raison- 
nement relatif  à  ce  cas  ;  mais  nous  croyons  utile  de  traiter,  à 
l'appui  de  la  méthode,  une  série  d'exemples  qui  seront  plus 
instructifs  que  de  longs  préceptes. 


Exemples  relatifs  au  cas  d'une  seule  équation 

5'S'O.  Soit  l'équation 

On  en  déduit,  en  résolvant  par  rapport  à  p,, 

Puis,  on  cherchera  une  intégrale  du  système  simultané 
dgi  __   dq^   __  dp^ 

pl       P2 

Or,  en  considérant  les  deux  derniers  rapports,  on  a 

dq^_dp^ 

et  par  suite,  en  intégrant, 

Cette  relation  permet  de  mettre  p^  sous  la  forme 


Pi 


"2 


et  l'on  a,  parsuite^ 

dz  =  ^  dq^  4-  «2  q^  dq^ 
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d'où  résulte 


z  -^  a^z='h:  ^  a^ql 


qui  est  une  intégrale  complète  de  l'équation  diflérentielle  pro 
posée. 

5*71.  Soit  l'équation 

On  aura  d'abord 

2a,  ^p\. 


Pi 


Ti 


puis  le  système  simultané 


dq dq^ dp^ 

T  -  ~  2£,  -  "ÔT 

■  q\ 

donnera 

^2   =   «2' 

I"     ce  qui  permettra  de  mettre  p^  sous  la  forme 

2a,  H-  «2 


Pi  -  ~^— 


On  aura  donc 


dz 


2ay  -{-  al 


dq,^  +  «2  <^2'2 


et  enfin 


^    +   «3  =   —   (2  «1    -H    «D    -    -H   «2  5'2 
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SIS.  Soit  l'équalion 
On  aura  d'abord 

Puis,  le  système  simultané 

i^l^a  PaPl  P2?)3        PaJJj 

donne,   par  la  considération  du  deuxième  et  du  quatrième 
rapports, 

P2  3'2      ' 


d'où 

et  par  suite 


^2  =  «2  9'2' 


^  «2  Pa 


Cela  posé,  on  considérera  l'autre  système  simultané 

dq^  __  dq^__  dp^ 

,    dont  les  deux  derniers  rapports  donnent 


^^  =  «3  ; 

on  aura  donc,  en  substituant  cette  valeur  de  pg  dans  l'ex- 
pression précédente  de  jjj, 

^  «2  «3 
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et,  par  suite, 

d:s  =  -^  dq^  4-  a^  q^  dq,^  -\-  a^  q^  dq^. 

On  obtient  ainsi^  pour  la    solution    complète  de  l'équation 
proposée 

2z  -^a,  =  -^  +  a^  ql  -H  a^  ql 

573.  —  Soit  l'équation 

Pi  5?  +  ^^2  ?i  +  2^3  g,  ^3  -t-  3  Ps  —  0- 
On  aura  d'abord 

i 

Pi    =   —   -2  (q\P^   -^^Çi  <1-2PZ   -^   37J3). 

Puis  le  système  simultané 

dq^  dq^  dqr^         dp^ dp^ 

-         ~r  "~  "T  ^  2^r?r+"3  -  ir  —    2p, 

donnera 

p,  =  a,, 
et,  par  suite,  jjj  deviendra 

p^  =  — a,  _^|(2g'i5'3  +3). 

Cela  posé,  on  considérera  l'autre  système  simultané 
dqj  _  dq^ ^        dp^ 

dont  les  deux  derniers  rapports  donnent 

Vz<fi  =  ^z- 


716  CHAPITRE   XV 

On  a  donc 

ih  =  ^?'       P2  =  «2>       Pi  =  —  «2  —  ^4  (2^1  q-i  H- 3), 

ï  'il 

et,  par  suite, 


OU 


c?^  =  c?  (—  «2  qO  -\-  d^^-\-  d  («2  C'a)  +  d  -^ . 


On  déduit  de  là 


z  +  «4  ==  —  a^  ^i  +  -I  -i-  «2  5'2  +  -^ 
pour  l'intégrale  complète  de  l'équation  proposée. 


CHAPITRE  XYI 

ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DU  SECOND  ORDRE 


Objet  de  ce  Chapitre 


574.  Tl  n'existe  pas  de  méthode  générale  pour  intégrer  les 
équations  aux  dérivées  partielles  dont  l'ordre  est  supérieur  au 
premier. 

Cependant  on  est  parvenu  à  traiter  avec  succès  quelques 
types  particuliers  que  nous  allons  faire  connaître  et  qui  sont 
susceptibles  de  nombreuses  applications. 


Equation  de  la  corde  vibrante 
Iléthode  de  Dalembert 


575.  L'équation 


ô2£ 


2ÔV 


(1) 


est  célèbre  dans  l'histoire  des  Mathématiques  ;  on  la  rencontre 
à  propos  des  cordes  vibrantes,  des  tuyaux  sonores  et  dans  la 
Théorie  de  la  Chaleur.  «  C'est  Dalembert  qui,  le  premier,  a 
«  considéré  cette  équation  et  en  a  donné  l'intégrale  complète 
«  avec  deux  fondions  arbitraires  ;  il  a  fait  voir  de  plus  corn- 
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c<  ment  les  fonctions  arbitraires  se  déterminent  au  moyen  des 
«  conditions  relatives  aux  points  extrêmes  de  la  corde  ainsi 
«  qu'à  l'état  initial,  et  comment  une  discussion  détaillée  des 
«  formules  conduit  ensuite  à  reconnaître  le  caractère  pério- 
«  dique  et  toutes  les  circonstances  du  phénomène  physique 
((  auquel  l'équation  répond.  Par  cette  application  capitale, 
«  Dalembert  a  montré  toute  l'étendue  et  toute  l'importance 
«  du  Calcul  aux  dérivées  partielles  alors  à  sa  naissance  et  à 
«  peine  connu  et  défini  «  (*). 
Dalembert  écrit  d'abord  l'équation  (l)  sous  la  forme 

ô  -_  ô  — 

~W  ^  '~bx  ' 

qui  exprime  la  condition  pour  que  l'expression 

-r-  dx  ■+  a^  —  d^, 

soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  x  et  de  y. 
Posant  alors 

-Ç^  dx  +  a^   ^  c?6  =  du, 
et  remarquant  que  l'on  a  déjà 

~f-  d^  -{-  —-  dx  =^  dz, 
ôô  bx  ' 

le  célèbre  géomètre  obtient 

(sf  "^  ^  si)  ^  (^  -t-  «6)  =  t^  (^  -+-  «2)> 

d'où  il  conclut  que 

bz  hz 

^-^  -h  a  —         et        M  -t-  az, 

Ô0  bX 

(')  LîouviLLE,  note  VII  de  la  5«  édition  de  l'Ouvrage  de  Monge  inti- 
tulé :  Application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie. 
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sont  des  fonctions  de  x  -+-  aO. 
Comme  on  a  pareillement 

.      '  [â  ~^^d)  ^'  ^^''  —  aQ)  =  d  {u  —  az), 

on  voit  que  "  •    ' 

^Z  i)Z  \ 

-p:  —  a  —         et        u  —  az. 

sont  des  fonctions  de  a?  —  «9. 
On  a  donc  à  la  fois 

u  -^  az  =  ^^  (.V  -h  «6),         Il  —  az  =  <\i^  [ce  —  «6), 

et,  par  suite,  en  retranchant  et  divisant  par  2  a, 

^  =  cp  (a;  -h  aO)  +  <|/  (a?  —  «6).    '  (2) 

5^6.  Il  reste  à  déterminer  les  deux  fonctions  arbitraires 
cf  et  '\i. 

A  cet  effet,  commençons  par  indiquer  la  signification  de 
chacune  des  lettres  qui  entrent  dans  l'équation  (1). 

A  et  B  étant  les  extrémités  de  la  corde  vibrante,  désignons 
par  AX,  AY,  AZ,  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires 
ayant  le  point  A  pour  origine  ;  AX  est  d'ailleurs  dirigé  suivant 
AB. 

La  corde  vibrante  est  supposée  se  déplacer  dans  le  plan 
ZAX,  et  z  désigne  l'ordonnée,  à  l'instant  ô,  du  point  M  de  la 
courbe  dont  l'abscisse  est  x. 

-Cela  posé,  la  fonction  cherchée  z  doit  non  seulement  satis- 
faire à  l'équation  (2),  mais  encore  remplir  des  conditions  de 
deux  sortes  :  1°  les  conditions  initiales^  qui  expriment  que 
l'on  connaît,  à  l'origine  du  temps  (6  =  0),  pour  chaque  valeur 

hz 
de  X,  les  valeurs  de  ^r  et  de  —,  c'est-à-dire  la  position  initiale 

de  la  corde  et  les  vitesses  initiales  de  ses  divers  points.  —  2<'les 
conditions  aux  limites  qui  expriment  que  z  est  nul,  quel  que 
soit  6,  aux  points  A  et  B. 
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577.  Considérons  d'abord  les  conditions  initiales. 
Soit 

z  =  f{oc),       ^  = /;(«?),  (3) 

pour  6  =  0.  En  introduisant  ces  conditions  dans  l'équation  (2) 
et  dans  la  dérivée 


~  =  acp'  {x  -+  aô)  —  «y  ('^  —  «®) 


par  rapport  à  6,  on  obtient 

^'  {œ)-^'{x)^\f{x).  (5) 

Mais,  en  intégrant  celte  dernière  par  rapport  à  ^  et  posant 

\         f,{œ)dx  =  F{œ),  (6) 

on  a 

<p  (^)  _  ^  (^)  =  F  (a?)  H-  C.  (7) 

Dès  lors,  on  déduit  de  (4)  et  de  (7) 

cp  (a.)  =  I  [r^'v) -h  F  (a.)  H- C]  (8) 

'V(«^)  =  ^[/(^)-F(^)-C].  X8') 

Par  suite,  en  remplaçant  x  par  ,2?  -i-  «G  dans  (8)  et  par  x  -\-  a^ 
dans  {S'),  puis  faisant  la  somme,  on  aura,  d'après  (2), 

^  =  *  [/-(a;  -H  aG)  4-  /•  (a;  —  «9)  -h  F  (a?  -h  aO)  —  F  (a;  —  «6)], 
où  la  constante  C  n'entre  plus. 
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Il  importe  d'observer  que  les  fonctions  cp  (.2)  et  <]>  [x)  déter- 
minées par  les  relations  (8)  et  (8')  ne  sont  connues,  comme 
d'ailleurs  f{x)  et  F  {œ),  que  pour  des  valeurs  de  x  comprises 
entre  0  et  /.  Pour  déterminer  cp  {x)  et  ^  (x)  au  delà  de  cet  in- 
tervalle, nous  allons  faire  intervenir  les  conditions  au  limites. 

5^8.  Au  point  A,  z  doit  être  nul  quelque  soit  6  ;  on  doit 
donc  avoir  à  tout  instant 

?  («6)  -+-  4/  (—  a8)  =  0 
c'est-à-dire 

cp  (w)  -h  4;  (—  m)  =  0  (9) 

en  posant  «6  =  u- 

Au  point  B,  on  doit  avoir  à  tout  instant 

^{l-^u)  -h^{l  —  u)  =  0.  (10) 

D'ailleurs  cp(?/)  et  <1^  (m)  sont  connues  (n°  377)  pour  toutes  les 
valeurs  de  u  appartenant  à  l'intervalle  (0,  /). 

Mais  /  —  w  se  trouve  comprise  aussi  entre  0  et  /  ;  donc 
4;  (/  —  u)  est  connue  dans  l'intervalle  (0,  /)  ;  et,  comme  on  a, 
d'après  (10), 

tf  (?  -h  w)  =  —  <î^  (Z  —  it), 

l'expression  o{l  -{-  u)  est  connue  pour  les  mêmes  valeurs  de 
u.  Donc,  si  l'on  pose  l  -^  u  =  v,  ^  {v)  sera  connue  pour  les 
valeurs  de  v  appartenant  à  l'intervalle  (/,  2  /)  ;  mais,  cette 
fonction  cp  [v]^  étant  déjà  connue  dans  l'intervalle  (0,  /),  le  sera 
entre  0  et  2  /. 

Gela  posé,  en  remplaçant  dans  (10)  u  par  /  +  u^  on  a 

cp  (2  Z  -H  w)  +  <>  (—  w)  =  0, 

et  comme  ?  [u)  h-  «^  (—  w)  =  0,  on  aura, 

cp  (2  ^  H-  w)  =  <P  (w), 
Calcul  infinitésimal  ^6 
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On  conclut  de  là  que  la  fonction  co  {u)  est  périodique  et  que  sa 
période  est  2  /.  Cette  fonction  sera  donc  connue  pour  toutes 
les  valeurs,  positives  ou  négatives  de  x,  puisqu'elle  l'est  dans 
l'intervalle  (o,  2  /). 

Considérons  maintenant  la  fonction  ^.  On  a 


et,  par  suite, 

Mais 

âonc 


i^{—u)  =  —  ^  {il), 

^  (_  2  /  —  t^)  -h  9  (2  ;  +  1^)  =  0. 

cp  (2  ^  -H  u)  =  cf  (w)  =  —  il  [u)  ; 


4.  (_  ^)  =  .^  (_  2  ^  _  ic). 

Dès  lors  si  l'on  pose 

—  21  —  u  ^=-  w,  * 

on  aura 

^(21-^  w)  =  ^  {lo). 

,.    La  fonction  4^  est  donc  périodique  et  sa  période  est  2  /. 

La  discussion  précédente  montre  que,  lorsque  «0  augmente 
d'une  quantité  égale  à  2/  c'est-à-dire  lorsque  G  croit  d'une 

quantité  égale  à—,  l'ordonnée  z  et  la  vitesse  gQ  reprennent 

les  mêmes  valeurs.  Donc,  la  corde  exécute  une  suite  de  vibra- 
tions qui  sont  égales  entre  elles  et  isochrones  et  dont  la  durée 

21 
est  — . 
a 

5T9.  Quelcfues  années  après  la  publication  du  Mémoire  de 
Dalembert,  Euler  donna,  pour  intégrer  l'équation  (1),  une  mé- 
Ihode  fort  élégante  fondée  sur  un  changement  très  simple  des 
variables  indépendantes. 

En  posant 
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on  a  successivement 


i)Z  'dZ         ^z 

Dx  Mt  ÔU 


et  de  même 


i)^Z  d^Z  çy    ()-Z  'dZ^ 


ù  Z  ô^^ 

La  substitution  de  ces  valeurs  de  --- ^  et  de  -^^i  dans  l'équation 
(1)  donne 


c'est-à-dire 


ce  qui  prouve  que  -  -  ne  dépend  pas  de  it  mais  dépend  seule- 
ment de  V.  La  fonction  z  est  donc  de  la  forme 

?  (zi)  H-  'il  (u) 

et  l'on  a  finalement 

2-  =;  cp  (a;  -h  aO)  4-  'i  [x  —  a6)  ; 
c'est  le  résultat  déjà  trouvé  au  (n°  575). 

Eqiialtoii  de  Laplace 

580.  On  nomme  ainsi  l'équation 

-—  +a---hp: hYC  =  £  (11) 
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dans  laquelle  «,  p,  y.  ^»  sont  des  fonctions  des  deux  variables 
indépendantes  x  et  ij. 
Si  l'on  pose 


et 


Y  —  aS =  A, 


l'équation  (11)  devient 


bX 


f  +  Ni  +  A^  =  £. 


(12) 


(13) 


(14) 


Cela  posé,  considérons  le  cas  où  A  =  0. 
L'équation  précédente  se  réduit  alors  à 


i)Z 
bOO 


;  +  P^i=^; 


(14') 


et,  si  l'on  y  considère  y  comme  constante,  c'est  une  équation 
différentielle  linéaire   et  du  premier  ordre  entre  z^  et  x  ;  on 


aura  donc  en  l'intégrant 


^.^.-/P'^^ 


e        edx  -i~  '\i  {y) 


(IS) 


où  'h  [y)  désigne  une  fonction  arbitraire  de  y. 

On  a  de  même,  en  intégrant  (12)  par  rapport  à  y, 


^^p-f^'^^y 


dy 


e""^  z^dij  ~\-  ^  {x)   I 
où  '^{x)  représente  une  fonction  arbitraire  de  x. 


(16) 
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En  substituant  dans  cette  expression  (16)  l'expression  (15) 
de  ^1,  on  obtiendra  pour  l'intégrale  z  l'expression 


^ p 


cp  (a^)  -h  e  P  -  Q  j  ^  (y)  -t-    I    e^tdx  > 


(17) 


où  P  et  Q  désignent  respectivement    /  ddy  et    /  ^dx  et  qui 

renferme  une  fonction  arbitraire  de  x  et  une  fonction  arbi- 
traire de  y. 

Supposons  maintenant  A  différent  de  zéro.  L'équation  (14) 
s'écrit 


et,  en  formant  —,  puis  portant  z  et  -  dans  (12),  on  obtient, 

if  J 

pour  déterminer  z^  l'équation 

où  a,,  Pj,  Yi,  £j,  ont  les  valeurs  suivantes 


«1 

=  a_ 

1  ôA 

'Aôy 

p. 

-P 

T) 

=  A- 

_  p  ôA 

^1 

Ô£ 

£    ôA 

Aôy 

H-  ae 

r^4-«p 


(19) 


L'équation  (18)  est  de  même  forme  que  la  proposée  (11)  ;  on 

la  traitera  de  la  même  manière. 

Des  considérations  qui  précèdent  résulte  cette  proposition  : 
Suivant  que  A  est  nul  ou  est  différent  de  zéro,  V équation 

(11)  s'intègre  ou  se  ramène  à  une  autre  de  même  type. 
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En  permutant,  dans  1  équation  (11),  ^  et  a  avec  y  et  P,  puis 
posant 

on  peut  dire  encore  :  suivant  que  B  est  nul  ou  différent  de 
zéro,  r équation  (11)  sHntègre  ou  se  ramène  à  une  autre  du 
même  type. 

Depuis  Laplace,  l'équation  (11)  a  été  l'objet  de  remarquables 
travaux  parmi  lesquels  il  faut  citer  principalement  ceux  de 
Moutard  (Journal  de  F  Ecole  Polytechnique)  et  ceux  de 
M.  \)diVhouji  [Leçons  sur  la  théorie  générale  des  sur  faces).  Mais 
l'exposition  de  ces  recherches,  importantes  surtout  au  point 
de  vue  théorique,  nous  entraînerait  trop  loin. 

^  581.  Soit  l'équation 

Ar  -h  2  Bs  -+-  Ci  -+-  Dj3  -I-  Eg  -H  F^  +  G  =  0 

oùAjB,  C,  D,  E,  F,  G  sont  des  fonctions  quelconques  des  deux 
variables  indépendantes  x  et  y.  Euler  avait  prouvé  qu'on  pou- 
vait, par  un  changement  de  variables,  lorsque  B^  —  AC  était 
différent  de  zéro,  amener  l'équation  précédente  à  la  forme 

Il  suffit,  en  effet,  de  prendre,  pour  nouvelles  variables  u  o^iv^ 
deux  fonctions  de  x  et  de  y  satisfaisant  respectivement  aux 
deux  relations 

dans  lesquelles  mj  et  m^  désignent  les  racines  de  l'équation 

Am^  — 2Bm-+-C  =  0. 

On  voit  de  la  sorte  comment  Làplace  a  été  conduit  à  consi- 
dérer l'équation  (11). 
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Equation  de  Lioiivîlle 

582.  Dans  ses  études  sur  la  théorie  des  surfaces,  Liouville 
a  rencontré  l'équation  remarquable 

Ut  î>v         2  a- 
dont  l'intégrale  générale  est 

[1  ±  e^  ^^^  +  ^  ^^)]'         ' 

f'{u)  et  y  (y)  désignant  respectivement  les  dérivées  des  deux 
fonctions  arbitraires  cp(t«)  et  <]^(i'). 

Ce  grand  géomètre  n'a  pas  indiqué  les  considérations  qui 
l'avaient  amené  à  trouver  cette  intégrale.  Comme  cette 
recherche  est  un  peu  compliquée  (voir  Jordan,  Cours  d'Â?ia~ 
ly se),  nous  nous  bornerons  comme  Liouville  à  vérifier  le  fait. 

En  prenant  les  logarithmes  dans  la  relation  (20),  on  obtient 

log  X  =  log  (4  a-)  -+-  log  cp'  (u)  -+-  log  >]/'  {v) 
-h'i(u)-hà  (r)  -  2  log  [1  -h  e^  ^""^  +  ^  ^% 


d'où 


et 


On  a  donc 


,cp  (iO  +  tj;  (V) 


ôMog  X  _  _  2  e^  ^^)  +  ^  <^^)  cp^  (^0  ^^  (v) 
Uiiv        "+"        1  +  g?  (u)  +  4'  (î^) 
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et  enfin,  à  cause  de  (20), 

^'  log  ^  -h  Jl  =  0  (*) 

Méthode  de  Monge 

583.  Le  type  général  des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes  œ  ei  i/  est 

f{a),y,  z,p,q,r,  s,t)  =  ù  (21) 

OÙ  l'on  désigne,  suivant  l'usage,,  respectivement  par 

2,P,  q,  r,  s,  t 

la  fonction  inconnue  et  ses  dérivées  partielles 

hZ  ^Z  ^^Z  ^^Z  b'-g 

584,  On  nomme  intégrale  intermédiaire  de  l'équation  pro- 
posée (21)  toute  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre 

?  (■»,  y,  z,  p,  q)  =  0.  (22) 

dont  la  proposée  est  une  conséquence.  D'une  telle  intégrale 
intermédiaire  (22),  si  elle  existe,  on  déduit  ensuite  l'intégrale 
générale  de  (21)  par  les  méthodes  exposées  dans  le  chapitre 
précédent.  Tout  revient  donc  à  la  recherche  des  intégrales 
intermédiaires. 

(*)  Si  l'on  pose 

log'K  =  z,      (f  (w)  =  log  (— ^V      'l^{v)  =  logY, 

l'équation  de  Liouville  prend  la  forme 

Ou  ï)v  2  «2 

et  son  intégrale  s'écrit 

,_  4ffl2U'V' 
*   ~  ^U  ±  V)2  • 
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585.  L'équation  considérée  par  Monge  est 

Rr  -hSs-hTt  =  V,  (23) 

où  R,  S,  T,  V,  désignent  des  fonctions  de  x,  y,  z,  p,  q. 
En  substituant  dans  cette  équation  les  valeurs 

^ dp  —  sdy  f  _^dq  —  sdx- 

dx       '  dy        ' 

tirées  des  relations  , 

djo  =  rdx  H-  sdy,         dq  =  sdx  -h  tdy,  (23') 

on  obtient 

Rdpdy  H-  Idqdx  —  \dxdy  =  s  [Rdy^  —  Sdxdy  -h  Tdx^].    (24) 
Posons  séparément,  avec  Monge, 

Rdy^  —  Sdxdy  -}-  Tdx'-  =  0  (25) 

Rdpdy  +  Tdqdx  -+-  Ydxdy  =  0.  (26)- 

11  est  clair  que  si  ces  deux  équations  sont  satisfaites  identique- 
ment, l'équation  (23)  sera  aussi  satisfaite. 

En  résolvant  l'équation  (25)  par  rapport  à  dy,  on  en  dé- 
duira deux  autres 

dy  =  m'dx,         dy  =  7n"dx, 

m'  et  m"  étant  les  racines  de  l'équation 

Rm^  —  Sw  +  T  =  0  ;  (2S') 

et,   si  l'on  porte  successivement  chacune  des  valeurs  de  dy 
dans  l'équation  (26),  on  aura  les  deux  systèmes 


(27) 


dy  =  77i'dx  ) 

Rm'dp  -h  Tdq  —  \77i'dx  ==  0    ) 

dy  =  m"dx  ) 

Rm"dp  ^  Tdq  —  Y?7i"dx  =  0   )'  ^^^^ 

à  chacun  desquels  on  doit  joindre  la  relation 

dz  =  pdx  -h  qdy.  (29) 
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586.  Cela  posé,  nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  : 
Si 

A  (^'  2/>  -sr,  23,  q)  =  a,         f^  {x,  y,  Z,  p,  q)  =  b       (30) 

so)ît  deux  mtègrales  satisfaisant  au  système  (27),  l'équation 

•A  =  ?(A)  °      *      (31) 

où  tp  désigne  une  fonction  arbitraire,  est  une  intégrale  ijiter- 
médiaire  de  V équation  proposée  (23). 

La  différentiation  des  équations  (30)  donne 

^A  dx  4-  ^^  di,  +  '-^^  dz  +  '^i  rf]3  +  ^^  rfg  =  0 
ôa;  &î/     •''        ^z  (>p     ^         i^q     ^ 

^^^-dx-h ^^J^dq  =  0. 

En  y  remplaçant  dy,  dq  et  dz  par  leurs  valeurs  tirées  des  rela- 
tions (27)  et  (29),  on  obtient  deux  équations  qui,  devant  être 
vérifiées  quels  que  soient  dx  et  dp,  fourniront  les  relations 


(32) 


J±  _]_   yj^'  _y    4_    ^3   _|_  (7JJ2,'      -Ll   -^ JJ:   :=  ( 

007  ô_v  '  ^      -^  Ô^  T     c^^ 

i>C?  ï     i^q 

et  les  deux  analogues  en  f^. 
Mais  la  différentiation  de  l'équation  (31)  donne 

^II  dx  +  -^2  c^v  +  ^^  dz  4-  ^  dp  4-  ^-^^  c^^ 

=  c'  if)  [^  da>  +  '-^-  ^v  +  P-  d-  +  'r^  ^P  -^  ^-  ^^1- 
'    ^'^^  \j\x  ^y     ^        ^z  èp     ^        ^q     ^J 

En  y  remplaçant 

d.      'A       ^       ^.A       ^I, 

"  '        fia?  '        L>^  '        rip  '        ;>/?  ' 

par  leurs  valeurs  tirées  des  relations  (29),  (32)  et  des  deux 
analogues  de  (32),  on  est  conduit  à  l'équation 

Rm'dp  4-  Tdq  —  Vm'dx  =  M  (dy  —  77i'dx)(33), 
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dans  laquelle  on  désigne  par  M  l'expression 

M  =  -  ^y       y      ,A.^V.      '^^jr-^'l .  (34) 


j>q         ^q 

Si  l'on  remplace  dans  l'équation  (33)  les  quantités  dp  et  dq 
par  leurs  valeurs  tirées  des  relations  (23')  ;  et,  si  l'on  égale  à 
zéro  les  coefficients  de  dx  et  de  dy,  on  obtient  le  système 

Rm'r  -H  Ts  —  Vm'  -4-  Mm'  =  0 
Rm's  -h  Ti  —  M  =  0  ; 

l'élimination  de  r  et  /  entre  ces  deux  équations  et  la  proposée 
(23)  fait  disparaître  M,  et  il  reste 

s  (Rm'2  —  Sm'  -h  T)  =  0 

qui  est  une  identité,  puisque  m'  est  une  racine  de  l'équation 
(25'). 

On  verrait,  par  le  même  raisonnement,  que  si 

A  {^>  y,  ^>p,q)  =  a,',      h  ('^.  y,  --  v^  <i)  =  ^', 

sont  deux  intégrales  satisfaisant  au  système  (28),  V équation 

A  =  4^(/"3)>  (35) 

ou  ^  désigne  une  fonction  arbitraire,  est  une  intégrale  inter-> 
médiaire  de  V équation  proposée  (23). 

587.  La  méthode  de  Monge  ne  réussit  que  rarement,  puis- 
qu'elle est  subordonnée  à  la  possibilité  d'intégrer  les  systèmes 
(27)  et  (28)  ou  au  moins  l'un  d'eux. 

Supposons  qu'on  ait  déterminé  deux  intégrales  intermé- 
diaires (31)  et  (35).  Pour  obtenir  l'intégrale  générale,  on 
résoudra  ces  deux  équations  par  rapport  k  p  et  à  ç',  et  après 
avoir  porté  ces  valeurs  dans  (29)  on  intégrera  cette  dernière 
qui  sera  une  différentielle  exacte. 
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Voici  des  exemples  : 
1°  Soit  l'équation 

Kr  +  B5  -F  C^  =  0  (36) 

où  A,  B,  C  sont  des  constantes;  c'est  une  généralisation  de 
l'équation  des  cordes  vibrantes. 

Les  racines  de  l'équation  (25')  sont  ici  des  nombres  mj  et  m^. 

La  première  m^  donne  les  intégrales 

y  —  miX  =  «1,       kmiP  H-  Cg'  =  a^, 
et,  par  suite,  l'intégrale  intermédiaire 

km^p  -h  Cg'  =  <fi  (î/  —  m^x).  (37) 

On  obtient  pareillement,  au  moyen  de  la  seconde  racine  ma, 
une  autre  intégrale  intermédiaire 

km^p  -i-  Cq  =:  tf^  [y  —  m^x).  (38) 

Des  intégrales  intermédiaires  (37)  et  (38)  on  déduit 

p  tr=  w^2  -l^  (î/  —  m^x)  —  '\i{y  —  Wj  x) 
q  =  (D  (y  —  m^x)  —  ^1^  (y  —  *^2  ^)j 

en  posant 

ç,  (w  —  m.x  ,  , 

-jii-M 1 .   =  œ  (y  —  m,  X) 

km^  [m^  —  mj       ^  ^^  ^    ^ 

■  ^^  ^^ 2 — ■-  =  4^  ( w  —  m,  X) 

km.2  (Wg  —  mj  ^"^  "■   ' 

La  substitution  de  ces  valeurs  de  p  et  de  ^  dans  l'équation 
(29)  donne 

dz  =  {dy  —  nii  dx)  ^{y  —  m^x)  —  {dy  —  m^  dx)  f  [y  —  m^ x). 

Dès  lors,  en  intégrant  et  représentant  par  *^  et  <i>2  les  fonctions 
qui  ont  respectivement  pour  dérivées  les  fonctions  arbitraires 
(f  et  —  '^,  on  aura,  pour  l'intégrale  générale  de  la  proposée  (3fi) 

-  =  *i  («/  —  ?>^i x)  +  *2  (y  —  m^x)  (39) 
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2°  Soit  Féquation 

pqr  —  5  (1  +  p^)  =  0  (40) 

qui  est  relative  aux  surfaces  qui  ont  les  lignes  de  l'une  des 
courbures  situées  dans  des  plans  parallèles  à  zQx. 
On  a  ici  les  deux  systèmes 

dy  =  0,        pqdp  —  {l  -i- p^)  dy  =  0  (41) 

dy  ==  —  L±_^  dx,         dp  =  0.  (42)^ 

Le  premier  système  donne  une  première  intégrale  intermé- 
diaire 


q  =  [/l-^p^^^'(tj).  (43) 

Le  second  système  (42)  en  donnerait  une  autre,  mais  la  précé- 
dente suffira,  si  on  applique  la  méthode  de  Jacobi  pour  l'inté- 
gration des  équations  différentielles  aux  dérivées  partielles  du 
premier  membre.  Dans  cette  méthode,  on  est  conduit  à  consi- 
dérer le  système  d'équations  aux  différentielles  ordinaires 

dy doo        dp  . 

T  —  —  p^'  {y)  —  "Ô 

/l  4-  p2  '         • 

On  en  déduit  successivement 


p  =  a,         q  =  \/l  +  a2  <];'  {y), 
dz  =  adx  +  V  1  4-  a^  <]^'  (y)  dy, 


et  enfin 


cf,  (a)  =  ax  -\-  \/\.  -+-  a^  ^  [y).  (44) 


L'intégrale  générale  résultera  de  l'élimination  de  a  entre  la 
relation  (44)  et  la  suivante 

^  4-  :p'  (a)  +  -gtM-  =  0.  (44') 

Vl  -4-  «2 
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3°  Soit  encore  l'équation 

x^-r  -^  2œys  -+-  y-t  =  0  (45) 

qui  est  relative  aux  surfaces  réglées  dont  les  directrices  sont 
rectilignes. 

Les  équations  (25)  et  (26)  sont  ici 

œdy  —  ydx  =  0,         xdp  +  îjdy  =  0  ; 

elles  ont  pour  intégrales 

ij  =  ax,  ^3  H-  a^  =  p, 

d'où  l'on  déduit  l'intégrale  intermédiaire 

poo  -^qy  =  X'f  (1^ 

C'est  une  équation  linéaire  et  du  premier  ordre  qui  s'intègre 
sans  difficulté.  On  considère,  à  cet  effet,  les  équations  simul- 
tanées 

dos dy ds 

co  y  (y 

^         xm  [- 

'  \x 

ou 

xdy  —  ydx  =  0,         dz  ^=  dœo  (•- 

On  en  déduit 

y  :=  a'a;,  2  —  œ^  (a'')  =  P'  ; 

et,  il  suffit  alors  de  remplacer  p'  par  '\  («')  et  a'  par  '-^  pour  ob- 
tenir l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  (45)  ;  «?  et  t|-  sont 
deux  fonctions  arbitraires. 
4°  Soit  l'équation 

Rr  -h  S5  -H  Tf  =  0 
R,  S,  T  étant  des  fonctions  de  p  et  (7  seulement. 
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La  transformation  de  Legendre  (tome  1,  n°  115)  donne 
pour  r,  s,  i  des  valeurs  qui,  substituées  dans  l'équation  précé- 
dente lui  font  prendre  la  forme 

dq^  hp  dq  dq^ 

Cette  équation  est  plus  simple  que  la  proposée  ;  on  lui  appli- 
quera aisément  la  méthode  de  Monge. 


Equation  d'Ampère 


588.  L'illustre  Ampère  a  consacré  deux  beaux  Mémoires 
{Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  11^  et  18^  cahiers)  à  l'inté- 
gration des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 
Il  a  considéré  en  particulier  l'équation 

Hr2  H-  2  K^  4-  L^  -+-  M  -f-  N  [rt  —  s^)  =  0  (46) 

dans  laquelle  les  coeflîcients  H,  K,  L,  M,  N  sont  des  fonctions 
connues  de  x,  y,  z,  p,  q  et  qui,  pour  N  =  0,  se  réduit  à  l'équa- 
tion de  Monge  (23). 

Le  travail  d'Ampère  est  difficile  à  lire  à  cause  de  la  compli- 
cation des  notations  employées.  Nous  suivrons  ici  une  marche 
plus  simple,  indiquée  par  Boole  et  qui  conduit  aux  mômes 
résultats  concernant  l'équation  (46).  Cette  méthode  n'est 
d'ailleurs  qu'une  généralisation  de  celle  qui  a  été  exposée 
(n°  585)  pour  l'équation  de  Monge. 

Mais,  avant  d'entrer  véritablement  en  matière^  il  est  inté- 
ressant d'indiquer  l'origine  de  l'équation  (46). 

Soient  ii  et  v  deux  fonctions  données  de  x,  ?/,  z,  p,  q.  Con- 
sidérons l'équation  du  premier  ordre 

cp  (^u,  v)  =  0 
où  ©  désigne  une  fonction  arbitraire.  En  différenliant  succès- 
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sivement  par  rapport  è.  œ  ei  h  y,  on  obtient  les  deux  rela- 
tions 


i>tp    I  ÔM 


entre   lesquelles  il  suffit  d'éliminer  le  rapport  des   dérivées 
-^  ,  —  pour  tomber  sur  une  équation  de  la  forme  (46). 

589.  Cela  posé,  considérons  l'équation  (46)  et  opérons 
d'abord  comme  au  n"  1585,  c'est-à-dire  substituons  dans  (46) 
les  valeurs  de  r  et  de  if  déduites  des  relations  (23').  Nous  ob- 
tiendrons ainsi  une  équation  de  la  forme  X  —  ^is  =  0  que  nous 
remplacerons,  comme  au  n°  583,  par  le  système 

Hdy^-  —  2  Kdx  dy  -+-  hdx-  +  N  {dq  dy  -+-  dp  dx)  =  0     (47) 
Edp  dij  H-  hdq  dy  4-  Mdr  dy  -\-  Ndp  dq  =  0.  (48) 

Actuellement,  cherchons  à  décomposer  ce  système  en  d'au- 
tres qui  soient  linéaires.  A  cet  effet,  ajoutons  à  l'équation  (48) 
multipliée  par  N  l'équation  (47)  multipliée  par  un  facteur 
indéterminé  m.  On  aura 

Hw  dy^  -h  (MN  —  2  Km)  dx  dy  ■+■  Lm  dx^ 
H-  Nm  [dx  dp  -+-  dy  dq)  -)-  LN  dx  dq  -+-  NH  dp  dy  -\-  N^dp  dq  =  0, 

qui,  si  l'on  détermine  m  par  l'équation 

m^  +  2  Km  +  HL  —  MN,  (49) 

devient 

(Rdy  -h  mdx  -h  Ndq)  (pidy  h-  L:r  H-  ^dp)  =  0,      (50) 

L'équation  (49)  a  deux  racines,  qu'on  peut  écrire 

m  =  — Ki/G,  (51) 
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si  l'on  pose 

G  =  K2  —  HL  -^  MN  ;  (52) 

on  aura  donc,  au  lieu  de  (50),  l'équation 

[Rdi/  —  {K:=çz\/g)cIx-{-  Ndq]        ) 
[LcIx  —  (k  h=  /g)  dy  -h  Ndp]  =0   \ 

c'est-à-dire  quatre  systèmes  linéaires  auxquels  se  trouve 
ramenée  l'intégration  de  l'équation  proposée  (46).  Ces  quatre 
systèmes  sont 


Edy  —  (K  —  ^q\  dx  +  l^dq  =  0  j 

Edtj  —  (k  +  \/g)  dx  +  ndq  =  0  \ 

hdx  —  (k  —  \/g)  dy  -h  Ndp  =  0  ) 

Ldx  —  (k  4-  \/g)  dy  -h  Nc/j3  =  0  \ 

Edy  —  ( K  —  /g)  dx  +  "S^dq  =  0  ) 

Ldx  _  (k  -i-  \/g)  dy  +  iNd'jj  =  0  ) 
Edy  —  (k  +  v/g)  dx  4-  Ndq  =  0 
Ldx  —  (k  —  v/g)  dy  -\-  Ndp  =  0 


(54) 
(55) 
(56) 

(57) 


Les  systèmes  (34)  et  (33)  doivent  être  rejetés  ;  ils  ne  sau- 
raient satisfaire  à  l'équation  proposée  (46),  car  ils  conduiraient 
respectivement  aux  relations 

.  (H  -+-  Nt)  (rt  -  s'-)  =  0,         (L  +  Nr)  (rû  ~  s'-). 

Il  ne  reste  donc  que  les  systèmes  (36)  et  (37)  à  chacun  des- 
quels il  faut  joindre 

dz  =  pdx  -\-  qdy 

il  est  aisé  de  voir  qu'ils  satisfont  à  Téquation  proposée,  car 
en  éliminant  dp,  dq,  dx,  dy  entre  la  relation  (23')  et  les  équa- 
tions (36)  ou  (37),  on  tombe  sur  (46). 

Les  équations  (36)  et  (37)  sont  celles  qu'Ampère  avait 
trouvées. 

Calcul  infinitésimal  47 
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590.  Exemple  : 
Soit  l'équation 


rt  —  s2  +  «2  ^  0 


que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  mécanique  de  là  chaleur. 
On  a  ici 

H=K=L=0 

et  l'équation  (51)  donne  m  =  ±a;  donc  les   deux  systèmes 
(56  et  57)  deviennent 

dp  -1-  ady  =  0   ^         dp  —  ady  =  0  \ 
dq  —  adûc  =  0   ^  dq  -^  adx  =  0  y 

On  déduit  de  là  les  deux  intégrales  intermédiaires 

q  —  ax  =r. 'j^  {p  -^  ay),         q  -^  ax  i=  ^  {p  —  ay) 

qui  renferment  chacune  une  fonction  arbitraire. 

On  passera  ensuite  comme  il  suit  à  l'intégrale  générale. 
Des  relations 

^j  +  ay  =  a  p  —  ay  =  ^ 

q  —  aa?  =:  ç)  (a)         q  -\-  ax  =  <|^  (|3) 


on  tire 


q  —  2 


grâce  à  ces  valeurs  l'équation 

dz  =  pdx  -\-  qdy 
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devient, 

dz  =  ?  (^)  +  '^  (P)  -  (^  +  P)  ?^  (^)  a^ 

(g  -H  P)  .y  (P)  -  cp  (g)  -  ^  (P)  ^ 

et  l'on  aura,  en  intégrant, 


4  a  ^  '^'^ 


/-  /  «?'(-)  ^^^^  +  2^  /  P'y(p)^?. 


On  fait  disparaître  les  signes  de  quadrature  en  remplaçant 
©(g)  et  4/(|3)  par  des  dérivées,  en  sorte  que  l'intégrale  générale 
sera  exprimée  par  le  S3"stème 


lia 


(a  +  p)  [,y  (P)  _  ,y  (a)]  -^  2o  (-)  -  2HP) 


L'équalîoii  des  télégraphistes 

591.  On  rencontre  dans  la  Théorie  de  la  Télégraphie  sans 
fil  l'équation 


où  A,  B,  G  désignent   des  constantes  et  qui  a  été  intégrée  par 
M.  Poincaré.  On  peut  l'écrire^  en  choisissant  les  unités. 


0  __L 


&f-   "^  "   ù^  "  f^.t'^  ' 


740 

et,  si  l'on  pose 

elle  devient 
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v  =  ue-^ 


u. 


Les  conditions  initiales  sont  les  suivantes  :  pour  ^  =  0,  U  et  — 

sont  des  fonctions  données  de  x  ;  nous  les  écrirons,  en  les  met- 
tant immédiatement  sous  la  forme  d'intégrales, 


Uo  = 


6  [q]  e^'i'  dq 


ôj  (q)  e'v'-  dq. 


L'intégrale  de  l'équation  proposée  est  alors,  comme  on  le  vé- 
rifie aisément, 


»+  ^ 


U 


Qiqx 


0  {q)  cos  t  \^q'  -  1  +  G,  (g)  !HL1L^1ziJ 

/o2  —  1 


dq 


00  ^  —  ûO  , 

«  et  [J  ayant  pour  valeurs 

Nous  n'étudierons  pas  plus  à  fond  cette  intégrale  ;  les  ingé- 
nieurs que  le  problème  intéresse  trouveront  cette  étude  com- 
plète dans  le  Traité  des  Oscillations  électriques  de  M.  Poincaré. 
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Les  équations  aux  dérivées  partielles 
et  les  apïïroxiiiiatioiis  successives 

593.  Ce  sujet  fort  intéressant  a  été  l'objet  des  belles 
recherches  de  M.  Emile  Picard,  qui  a  bien  voulu  rédiger  pour 
notre  livre  la  fin  de  ce  chapitre  dont  nos  lecteurs  sauront 
certainement  apprécier  toute  l'importance. 

Dans  un  grand  nombre  d'applications,  tant  en  géométrie 
qu'en  physique  mathématique^  il  importe  d'obtenir  les  inté- 
grales d'une  équation  aux  dérivées  partielles  satisfaisant  à 
certaines  conditions  aux  limites.  Ces  conditions  peuvent  être 
de  nature  très  variée,  et  on  ne  peut  à  cet  égard  donner  d'indi- 
cations entièrement  générales.  Dans  des  cas  assez  étendus 
toutefois,  l'emploi  d'une  méthode  très  usitée  en  mathéma- 
tiques, celle  des  approximations  successives,  est  susceptible 
de  conduire  heureusement  à  l'intégration  de  l'équation^  en 
permettant  d'établir  l'existence  de  l'intégrale  et  de  la  calculer 
avec  telle  approximation  que  l'on  voudra.  Nous  nous  propo- 
sons d'en  donner  ici  quelques  exemples  simples,  en  énonçant 
seulement  les  résultats  dont  la  démonstration  nous  entraînerait 
trop  loin. 

593.  Considérons  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  de  la  forme 

A,  B,  C  dépendent  seulement  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y.  On  peut,  pour  intégrer  cette  équation  avec  des 
conditions  aux  limites  déterminées,  procéder  de  la  manière 
suivante  par  approximations  successives.  Nous  mettons  dans 
le  second  membre  une  fonction  quelconque  u^  de  x  et  y,  et 
nous  formons  l'équation 
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(en  posant,  pour  abréger,  Ai«  =  A  '-^  H-  2  B h  G  — ^-Con- 

cevons  qu'on  intègre  cette  équation  en  u^^  en  se  donnant  cer- 
taines conditions  aux  limites  qui,  nous  le  supposons,  déter- 
minent complètement  une  intégrale  que  nous  désignerons 
par  U2.  On  formera  ensuite  l'équation 

àu  =   M,,  — i    — ï    ce,  y] 

et  l'on  intégrera  cette  équation  en  u^,  en  satisfaisant  aux 
mêmes  conditions  aux  limites  que  plus  haut,  et  nous  conti- 
nuons ainsi  indéfiniment.  Si  V intégrale  iin  tend  vers  une  limite 
déterminée  ii,  quand  n  grandit  indéfiniment,  on  obtiendra 
ainsi  Finte'grale  it  de  l'équation  (1)  satisfaisant  aux  co-nditions- 
données. 

Ces  généralités  n'ont  d'intérêt  qu'autant  qu'on  précise  les 
conditions  aux  limites,  et  qu'on  se  place  dans  des  conditions 
où  l'on  puisse  établir  rigoureusement  la  convergence  de  iin 
vers  une  limite  u.  Nous  allons  essentiellement  supposer 
que,  dans  la  région  du  plan  où  reste  le  point  {x,  y),  le  déter- 
minant B-  —  AC  garde  un  signe  invariable.  11  est  alors  aisé  de 
voir  que  notre  équation  (1)  peut  alors  être  réduite  aux  deux 
types  suivants 

=  F   u,  —  ,  — ,  X,  y]  (A) 

hoc^y  \    '  X)x'  ^y        ^ )  ^   ^ 

^x^        hy^  \      i>x    i)y         •^/  ^   -^ 

pour  lesquels  les  problèmes  à  poser  sont  entièrement  diffé- 
rents. 

594.  Arrêtons  nous  d'abord  sur  les  équations  du  type  (A) 
et  envisageons  d'abord  le  cas  le  plus  simple  de  l'équation 
linéaire 

=  a {-  h \-  cz  (59) 

bxi^y  'b.x  by  ^     ' 

où  a,  b,  c  sont  dans  une  certaine  région  du  plan  des  fonctions 
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continues  de  x  et  y.  La  méthode  des  approximations  succes- 
sives donne,  au  point  de  vue  de  l'existence  et  du  calcul  des 
intégrales,  la  réponse  aux  principales  questions  qu'on  peut  se 
poser  sur  cette  équation.  Ainsi,  si  on  se  donne  sur  un  segment  OA 
de  l'axe  des  x  et  sur  un  segment  OB  de  l'axe  des  y,  les  valeurs 
d'une  intégrale  5,  celle-ci  est  complètement  définie  dans  le  rec- 
tangle construit  sur  OA  et  OB.  Un  second  problème  consiste 
à  prendre  un  arc  de  courbe  MP  rencontré  au  plus  une  fois  par 
toute  parallèle  à  l'axe  des  ^  ou  à  l'axe  des  y  ^  et  à  se  donner  les 

valeurs  de  2  et  —  sur  cet  arc  de   courbe  ;  une  intégrale  de 

l'équation  aux  dérivées  partielles  sera  complètement  définie 
par  ces  données  dans  le  rectangle  MM'PP',  elle  y  sera  continue 
ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 


M 


M' 


""^^^^^          A    • 

!            ^^ 

^ 

F' 


\P 


Il  est  facile  de  voir  que  dans  les  deux  problèmes  précédents 
on  pourra  utiliser  les  indications  générales  données  au  n°  593 
On  aura  ici  à  former  l'intégrale  z  d'une  équation  de  la  forme 


^'% 


l>x^y       '^^'  '^' 


(60) 


où /est  une  fonction  donnée  de  x  et  ?/,  satisfaisant  aux  condi- 
tions de  l'un  ou  l'autre  des  deux  problèmes  proposés. 

Pour  le  premier  problème  les  choses  seront  particulièrement 
simples.  Supposons  que  pour  sy  =  0,  on  ait  z  =  §(a?),  et  que 
pour  œ  ^=iO,  s  ='^{y)  ',  on  a,  bien  entendu,  (f(0)  =  4'(0)-  L'inté- 
grale cherchée  de  l'équation  (60)  sera 


fiv,  tj)dxdy  H-  ^{x)  -h  <]>(?/)  —  cp(0). 


74^ 
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Pour  le  second  problème,  supposons,  ce  qui,  au  fond,  ne 


et 


03- 


diminue  pas  la  généralité,  que  les  valeurs  données  de 

sur  l'arc  MP  soient  nulles;  l'intégrale  cherchée  de  l'équation  (60) 
peut  se  représenter  de  la  manière  suivante.  Soit  A  un  point 
de  coordonnées  x  et  y.  Menons  par  ce  point  des  parallèles 
aux  axes  rencontrant  la  courbe  en  C  et  B  ;  l'intégrale  sera 
représentée  par  l'intégrale  double 


'\)d\dt 


étendue  au  triangle  curviligne  ABC. 

On  pourra  donc  procéder^  dans  les  deux  problèmes  indiqués, 
par  approximations  successives,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  dé- 
montrer que  ces  approximations  convergent  vers  la  solution 
cherchée,  ce  qui  demande  une  analyse  assez  longue  mais  ne 
présentant  pas  de  réelles  difficultés. 

595.  Les  problèmes  précédents,  notamment  le  second, 
appellent  quelques  remarques  qui  ne  sont  pas  sans  intérêt. 
Il  n'est  pas  inutile  d'insister  sur  la  nécessité  de  Thypothèse 
faite  que  l'arc  MP  n'est  rencontré  qu'en  un  seul  point  par  une 
parallèle  aux  axes  de  coordonnées.  Considérons,  en  effet,  pour 
prendre  un  exemple  très  simple,,  un  arc  MP  dont  les  extré- 
mités soient  sur  0^  de  part  et  d'autre  de  l'origine,  et  supposons 
que  le  point  S  de  cet  arc  où  la  tangente  est  parallèle  à  Ox 
soit  sur  l'axe  des  y. 


Jf  0  p      X 

Si  l'on  se  donne  sur  l'arc  MSP  une  succession  continue  de 
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valeurs  pour  z  et:;£,  ou   encore,  ce  qui  revient  au  même, 

pour  --  et  —  en  se  donnant  en  plus  la  valeur  de  z  en  S,  il 

nexiste?'apas  en  général  d'intégrale  de  V équation  (o^j ,  continue 
ainsi  que  ses  dérivées  partielles  de  premier  ordre  dans  le  segment 
MOPS,  et  répondant  à  ces  données.  On  aura,  en  efîet,  une 
intégrale  déterminée  dans  la  partie  OSP,  une  autre  intégrale 
déterminée  dans  la  partie  OSM  ;  ces  deux  intégrales  ne  se  rac- 
cordent pas  en  général  le  long  de  OS. 

596.  Considérons  un  segment  AB  de  droite  parallèle  à  0^. 

On  ne  peut  pas,  sur  ce  segment  se  donner,  pour  une  intégrale 

^z  ^z 

z,  la  valeur  de  z  et  celle  de  — .  car  les  valeurs  de  -  sur  AB 

sont  déterminées,  à  une  constante  près,  en  fonction  des  va- 
leurs de  z  ;  c'est  ce  qui  résulte  de  l'équation 

i'Z 

qui  montre  que  sur  AB  les  valeurs  de  —  sont  déterminées  par 
une  équation  linéaire  du  premier  ordre.  Si  donc,  pour  une 
intégrale,  z  est  donnée  le  long  de  AB,  et  si  -;-  est  donnée  au 

point  A,  les  valeurs  de  ^  seront  connues  tout  le  long  de  AB. 

Cette  remarque  peut  être  utile  pour  décider  dans  certains  cas 
du  raccordement  de  deux  intégrales.  Ainsi,  soient  un  segment 
BB'  de  l'axe  des  y  comprenant  l'origine  0^  et  le  segment  OA 
de  l'axe  des  x  ;  si  l'on  se  donne  une  intégrale  par  ses  valeurs 
le  long  de  BB'  et  de  OA,  elle  sera  déterminée  dans  le  rectangle 
de  base  BB'  et  de  hauteur  Ox\.  On  a,  en  effet,  deux  intégrales 
définies,  l'une  dans  le  rectangle  construit  sur  OA  et  OB, 
l'autre  dans  le  rectangle  construit  sur  OA  et  OB'  ;  la  remarque 
précédente  montre  que  ces  deux  intégrales  se  raccordent  (c'est- 
à-dire  ont  mêmes  dérivées  premières)  le  long  de  OA  et  par 
suite  n'en  font  qu'une. 
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59^.  Les  résultats  précédents  s'étendent,  avec  quelques 
modifications  seulement,  aux  équations  linéaires 

Jf   (  0      — ,     —     ce 

Un  cas  particulièrement  simple  est  celui  où  F  {z,  w,  v,  x,  y) 
serait  déterminée  et  continue  pour  toute  valeur  réelle  àe  z,  u 
et  V  [le  point  {x,  y)  étant  dans  une  certaine  région  du  plan], 
et  où  cette  fonction  aurait  des  dérivées  premières 

è^F    ôF    ôF 

restant,  en  valeur  absolue,  moindres  qu'un  nombre  fixe  ;  dans 
€e  cas,  la  convergence  des  approximations  successives  a  lieu 
dans  les  mêmes  conditions  que  pour  les  équations  linéaires. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

x>^z         .  ' 

— —  =  sm  z 
i)Xi>y 

intéressante  dans  la  théorie  des  surfaces  à  courbure  constante. 
Il  existe  une  intégrale  de  cette  équation  prenant  des  valeurs 
données  sur  un  segment  OA  de  l'axe  des  x,  et  sur  un  segment 
OB  de  l'axe  des  ij  ;  elle  est  complètement  déterminée  dans  le 
rectangle  construit  sur  OA  et  OB. 

598.  Occupons  nous  maintenant  des  équations  du  type 
(B).  Les  problèmes  principaux  qui  se  présentent  alors,  au 
point  de  vue  de  la  détermination  des  intégrales  par  des  condi- 
tions aux  limites,  sont  d'une  toute  autre  nature.  Le  cas  de 
l'équation 

5    H 5   =   0  (61) 

a  fait  l'objet  d'un  très  grand  nombre  de  travaux,  et  un  pro- 
blème célèbre  consiste  dans  la  détermination  de  l'intégrale  de 
cette  équation,  continue  à   Vintérieur  d'une  aù'e  et  'prenant 
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sur  le  périmètre  de  cette  aire  une  succession  de  valeurs  don- 
nées. Une  question  analogue  peut  dans  beaucoup  de  cas  se 
poser  pour  l'équation  (B). 

Considérons  d'abord  le  cas  de  l'équation  linéaire  : 

-^  -t~  r— ,  =  «  , H  & h  eu  (62) 

où  a,  b,  c  sont  des  fonctions  continues  de  x  et  y.  On  établit 
d'abord  que,  si  l'on  prend  un  contour  fermé  C  enveloppant 
une  aire  suffisamment  petite,  il  ne  peut  exister  qu'une  seule 
intégrale  de  l'équation,  continue  à  l'intérieur  de  l'aire  limitée 
par  C,  et  prenant  des  valeurs  données  sur  le  contour. 

599.  Si  maintenant,  on  veut  établir  l'existence  de  cette 
solution,  on  pourra  recourir  à  l'emploi  des  approximations 
successives.  D'après  les  indications  que  nous  avons  données 
au  début,  on  pourra  le  faire  si  on  sait  résoudre  le  problème 
suivant.  Soient  l'équation 


où  f  {x,  y)  est  une  fonction  donnée  de  x  et  ?/,  et  un  contour 
fermé  C  :  trouver  l'intégrale  u  de  cette  équation,  continue 
dans  l'aire  A  limitée  par  G,  et  s'annulant  sur  ce  contour.  Or, 
la  solution  de  ce  problème  est  donnée  par  la  formule 

u{x,  y)=—  ^    j    j     G(ç,  7)  ;  œ,  y)  f{^,r)  d^  dri, 

l'intégrale  précédente  étant  étendue  à  Taire  A.  Dans  cette  for- 
mule G  (^,  ^  ;  X,  y)  désigne  une  fonction  classique  dans 
l'étude  de  l'équation  (61),  connue  sous  le  nom  de  fonction  de 
Green.  Regardée  comme  fonction  de  i  et  o,  elle  satisfait  à 
l'équation 
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elle  s'annule  sur  le  contour  C,  est  continue  à  l'intérieur  de 
l'aire  A  sauf  au  point  {x,  y)  où  elle  devient  infinie  comme 

1 

log  -,  en  désignant  par  r  la  distance  du  point  variable  (ç,  tj) 

au  point  {x,  y). 

Ce  résultat  étant  connu,  on  peut  appliquer  à  l'équation  (62) 
la  méthode  des  approximations  successives,  et  établir  que  les 
approximations  convergeront  vers  l'intégrale  cherchée  (dont 
l'existence  se  trouve  en  même  temps  établie),  si  Vaire  A  est 
suffisamment  petite. 

600.  Quelques-uns  des  résultats  précédents  peuvent  être 
étendus  aux  équations  non  linéaires,  quoique  on  ne  puisse  le 
plus  souvent  être  assuré  que  l'intégrale  soit  unique.  Il  est 
cependant  des  cas  où  il  en  est  ainsi  ;  telle  est  l'équation 

— ô  -H  — 9  =  F  (u,  V,  w,  X,  y),  y  =  —    li)  =  —   , 

si  on  suppose  que,  le  point  [x,  y)  étant  dans  la  région  envi- 
sagée du  plan,  on  ait  pour  toute  valeur  de  ii,  v,  tv 

Ul  ^  \^v  )  \hw 

Une  équation  particulière  donne  lieu  à  une  remarque  très 
curieuse  ;  c'est  l'équation 

ii'lC         'd^U         ^,  . 

-— -  +  ;— 5  =  r(u,  ce,  y), 

où  F  est  une  fonction  positive,  croissant  avec  u.  Quand  on 
effectuera  les  approximations  successives,  elles  seront  diver- 
gentes, si  le  contour  n'est  pas  suffisamment  petit;  mais  quel 
que  soit  ce  contour,  les  u  d'indices  pairs  convergeront  uni- 
formément vers  une  limite  U,  et  les  u  d'indices  impairs  vers 
une  limite  V  ;  les  deux  limites  trouvées  U  et  V  satisfont  aux 
deux  équations 

%2TT  %2TT 

=  F[Y,x,y) 
=  F{\],x,tj) 


4- 

-h 
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et  prennent,  l'une  et  l'autre,  la  succession  des  valeurs  données 
sur  le  contour.  On  peut  montrer  qu'il  y  a  dans  ce  cas,  quel 
que  soit  le  contour,  une  unique  intégrale  prenant  les  valeurs 
données  sur  le  contour  et  continue  à  l'intérieur  ;  les  approxi- 
mations successives  ne  la  donnent  pas,  mais  donnent  deux 
fonctions  U  et  V  que  l'on  ne  s'attendait  pas  à  trouver.  Bien 
entendu,  si  le  contour  est  sufiîsamment  petit,  on  a  U  =^  V. 

601.  La  circonstance  curieuse  que  nous  venons  de  men- 
tionner se  rencontre  d'ailleurs  dans  des  problèmes  plus  sim- 
ples relatifs  aux  équations  différentielles  ordinaires.  Considé- 
rons l'équation  différentielle 

où  /est  une  fonction  positive,  croissante  avec  y.  Il  existe  une 
intégrale  et  une  seule  de  cette  équation  prenant  pour  x^=  a 
ei  X  =  b  des  valeurs  données,  que  nous  pouvons  supposer 
être  nulles.  On  peut  d'autre  part  essayer  d'obtenir  cette  inté- 
grale en  procédant  par  approximations  successives  suivant  la 
méthode  générale,  indiquée  au  début;  or,  si  l'intervalle  {a,  b) 
est  suffisamment  grand,  les  approximations  conduisent  à 
deiix  fonctions  u  et  v  s'annulant  pour  x  =  a  et  x  =  b,  qï 
satisfaisant  aux  équations 

on  peut  de  plas  établir  que  l'on  a  pour  toute  valeur  de  x  entre 
«  et  è 

L'équation  très  simple 
offre  un  exemple  de  la  circonstance  précédente. 
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602.  Une  conséquence  intéressante  de  l'emploi  de  la  mé- 
thode des  approximations  successives  est  relative  à  la  nature 
des  solutions  des  équations  linéaires  du  second  ordre.  Soit 
l'équation 

A  —,  -h  2B hC  — ,  -+-D 1-E:; — hFî«H-G  =  0 

iiX^  ôXô?/  dij-  007  Oy 

OÙ  les  coefficients  A,  B,  C,...,  G  sont  des  fonctions  analyti- 
ques àQ  X  q\  y  dans  une  certaine  partie  du  plan  (c'est-à-dire 
susceptibles  d'être  développées  en  séries  de  Taylor  autour  de 
chaque  point).  On  peut  établir  que,  dans  toute  région  oii 

B2  — AG<0, 

toute  intégrale  bien  déterminée  et  continue  ainsi  que  ses  déri- 
vées partielles  des  deux  premiers  ordres  est  aussi  une  fonction 
analytique.  Il  n'en  est  pas  nécessairement  ainsi  dans  une 
région  du  plan  oii  B-  —  AC  est  positif. 

603.  Comme  nous  l'avons  vu,  les  approximations  succes- 
sives ne  conduisent  pour  les  équations  du  type  B  à  la  solution 
cherchée  que  dans  une  aire  suffisamment  petite.  Dans  les  cas 
où  le  problème  proposé  admet  des  solutions  pour  une  aire 
quelconque,  il  faut  combiner  les  approximations  successives 
avec  d'autres  méthodes  pour  arriver  au  résultat.  On  peut  sou- 
vent y  parvenir  au  moyen  de  méthodes  d'exhaustion,  qui  per- 
mettent de  passer  d'une  aire  à  une  aire  plus  grande  ;  ces 
méthodes  sont  encore  en  réalité  des  méthodes  d'approxima- 
tions successives,  mais  nous  ne  pouvons  ici  entrer  dans  aucun 
détail  à  ce  sujet.  Indiquons  seulement  un  cas  où  elles  peuvent 
être  appliquées.  Soit  l'équation 

— -  -}-  — 2  .+  C?  .  — -  -+-  C  .  —  H-  /m  =  0  (63) 

où  les  coefficients  d,  e,  f  sont  des  fonctions  continues  de  x  et 
y.  Si  un  contour  fermé  C  est  contenu  dans  une  région  du  plan 
où  - 
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il  existe  une  intégrale  et  une  seule  de  l'e'quation  précédente, 
continue  dans  Faire  limitée  par  C  et  prenant  des  valeurs  don- 
nées sur  le  contour  C.  L'existence  d'une  intégrale  s'établit  par 
les  procédés  auxquels  je  viens  de  faire  allusion  ;  qaant  au  fait 
qu'il  n'y  a  qu'âme  intégrale  satisfaisant  aux  conditions  indi- 
quées, on  le  prouve  immédiatement  de  la  manière  suivante. 
Une  intégrale  de  l'équation  précédente  ne  peut  en  effet  avoir 
un  maximum  positif  à  l'intérieur  d'une  région  où  elle  est  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  partielles  premières  et  secondes  ; 
car  soit  {xq,  y^)  un  point  répondant  à  un  tel  maximum,  on 
aura  nécessairement  en  ce  point 

u  >>  0,  -    =0,  —  =  0,  — -5  <  0,  -^  <  0, 

et  ces  inégalités  sont  incompatibles  avec  l'équation  (63).  Pour 
des  raisons  analogues,  on  ne  peut  avoir  de  minimum  négatif. 
Ceci  posé,  si  le  problème  posé  avait  deux  solutions,  l'équation 
(63)  aurait  une  solution,  non  identiquement  nulle,  continue  à 
l'intérieur  de  C  et  s'annulant  sur  G  ;  cette  solution  devrait 
avoir  dans  l'aire  soit  un  maximum  positif^,  soit  un  minimum 
négatif. 

604.  J'indiquerai  un  dernier  exemple,  où  une  intégrale  se 
trouve  déterminée  par  des  conditions  un  peu  différentes,  mais 
où  les  méthodes  d'approximations  successives  permettent 
encore  de  trouver  la  solution.  Envisageons  l'équation 

— T,  H ^,  =  e"  (64) 

qui  se  présente  dans  plusieurs  questions  d'analyse  et  de  géo- 
métrie. Une  intégrale  de  cette  équation  est  complètement 
déterminée,  par  la  condition  d'avoir  n  points  singuliers 
Oj,  Og,...,  On  à  distance  Unie,  et  d'avoir  aussi  comme  point 
singulier  le  point  à  l'infini  du  plan,  sous  l'hypothèse  qu'elle 
se  comportera  de  la  manière  suivante  aux  divers  points  sin- 
guliers. Au  point  Oi  l'intégrale  devient  infinie  comme  P;  log  r, 
en  désignant  par  pi  une  constante  supérieure  à  —  2,  et  par 
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Vi  la  distance  du  point  [x,  y)  au  point  0^  ;  j'entends  par  là  que 
dans  le  voisinage  de  Oi,  l'intégrale  est  de  la  forme 

pi  log  Ti  +  Vi 

Vj  étant  continue  à  l'infini',  l'intégrale  devient  infinie  comme 

—  a  log  r  (r  =  \/x-  -f-  y^\ 

a  désignant  une  constante  supérieure  à  2.  On  a  de  plus  l'iné- 
galité 

«  4-  ?i  +P2+...+  P„<0. 

Une  intégrale  de  l'équation  (64)  est  complètement  déterminée 
par  les  conditions  précédentes.  On  a  un  exemple  de  condi- 
tions aux  limites,  qui  est  de  nature  différente  de  ceux  que 
nous  avons  donnés  plus  haut  ;  les  conditions  aux  limites  sont 
ici  le  mode  de  discontinuité  de  l'intégrale  en  certains  points 
singuliers,  et  cette  intégrale  est  déterminée  dans  tout  le  plan. 

695.  Nous  pourrions  multiplier  beaucoup  les  exemples, 
où  l'emploi  d'approximations  successives  convenablement 
dirigées  permet  d'établir  l'existence  et  d'effectuer  la  recherche 
de  certaines  intégrales,  Nous  nous  sommes  borné  à  des  équa- 
tions à  deux  variables  indépendantes  ;  le  cas  de  plus  de 
deux  variables  fournirait  d'autres  applications.  Bien  ancien 
est  d'ailleurs,  en  analyse,  l'usage  des  approximations  succes- 
sives, surtout  dans  les  applications  ;  mais  souvent,  pour  des 
raisons  diverses,  la  question  de  la  convergence  des  approxi- 
mations n'est  pas  complètement  élucidée.  Au  contraire^  dans 
les  problèmes  que  nous  venons  de  nous  poser,  les  solutions 
se  présentent  avec  toute  la  rigueur  qu'exigent  les  mathéma- 
tiques pures.  On  aurait  pu  prendre  encore  des  exemples  ailleurs 
que  dans  la  théorie  des  équations  différentielles  :  certaines 
équations  fonctionnelles^  notamment,  peuvent  être  étudiées  en 
procédant  par  approximations  successives  ;  les  questions,  dont 
la  solution  vient  d'être  esquissée,  montrent  assez  la  souplesse 
de  la  méthode. 


CHAPITRE  XYII 
CALCUL  DES  VARIATIONS 


Notions  prélîiiiinaîres  ;  définitions 

606.  Le  calcul  des  variations  a  été  imaginé  par  Euler  et  La- 
grange  pour  résoudre  des  problèmes  tels  que  celui-ci  :  Trouver 
une  courbe  plane  qui  passe  par  deux  points  A  et  B  et  dont  l'arc 
compris  entre  ces  deux  points  engendre  une  aire  minimum  en 
tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan.  Ainsi,  tandis  que, 
dans  la  recherche  ordinaire  des  maxima  ou  des  minima,  on  a 
à  rechercher  pour  quelles  valeurs  de  la  ou  des  variables  une 
fonction  connue  de  ces  variables  devient  maximum,  dans  le 
calcul  des  variations  la  forme  même  de  la  fonction  est  inconnue. 
De  plus  la  fonction  inconnue  figure  sous  des  signes  d'intégra- 
tion. 

Afin  de  simplifier  le  langage,  nous  adopterons,  pour  désigner 
l'un  quelconque  des  deux  mots  maximum  ou  minimum  le 
mot  unique  extremum  adopté  par  le  D""  Kneser  dans  un 
ouvrage  qu'il  vient  de  publier  sur  le  sujet  qui  va  nous  occu- 
per. Nous  nous  bornerons  au  cas  de  deux  ou  de  trois  variables 
à  cause  des  facilités  que  présente,  pour  l'exposition,  le  langage 
géométrique  ;  l'extension  au  cas  d'un  plus  grand  nombre  de 
variables  se  fait  sans  difficulté. 

Enfin  nous  ne  rechercherons  que  des  conditions  nécessaires 
à  l'existence  de  l'extremum,  ce  qui  suffit  la  plupart  du  temps 
dans  la  pratique.  C'est  ainsi  que  dans  la  théorie  élémentaire 
du  maximum  d'une  fonction  d'une  variable  on  n'a  besoin,  la 
plupart  du  temps,  que  d'annuler  la  dérivée  première  :  on  voit 

Calcul  ikfihiiésimal  48 
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ensuite,  sans  difficulté  et  sans  calculer  la  dérivée  seconde,  si  la 
fonction  passe  par  un  maximum,  par  un  minimum  ou  si  elle 
est  simplement  croissante  ou  décroissante. 

Nous  supposerons  que  les  fonctions  sur  lesquelles  nous 
aurons  à  raisonner  sont  ce  que  Jacobi  appelait  des  fonctions 
raisonnables,  c'est-à-dire  qu'elles  seront  continues,  pourvues 
de  dérivées,  développables  en  séries  de  Taylor,  etc. 

607.  La  différentielle  d'une  fonction  d'une  variable  est  la 
partie  principale  de  la  différence  entre  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion pour  deux  valeurs  voisines  de  la  variable. 

La  variation  d'une  fonction  est  la  fonction  qu'il  faut  lui 
ajouter  pour  obtenir  une  autre  fonction,  la  fonction  ajoutée 
étant  par  définition  arbitrairement  petite.  Par  exemple  on 
pourra  assurer  cette  petitesse  par  la  présence  d'un  facteur 
numérique  z.  Soit 

la  fonction  donnée  ;  si  l'on  désigne  par  ^oo  la  variation,  et 
par  F  [x)  la  nouvelle  fonction  à  obtenir  on  aura 

hx  =  Y{x)  —  f{x),  (2) 

Géométriquement  on  peut  dire  que  les  deux  courbes  qui  ont 
pour  équations  respectivement 

y  =  fi^) 

et 

Y=F(a;) 

restent,  pour  chaque  valeur  de  œ,  très  voisines  l'une  de  l'autre. 
Ilne  faut  pas  d'ailleurs  s'arrêter  à  cette  idée  que  les  points  des 
deux  courbes  se  correspondent  nécessairement  pour  une  même 
valeur  de  x.  Pour  éviter  la  difficulté  qui  pourrait  résulter  de 
cette  idée  dans  certains  cas,  nous  supposerons  toujours  les 
deux  coordonnées  ^  et  y  de  la  courbe  (G)  exprimées  en 
fonction  d'un  paramètre  X  ;  le  passage  à  la  courbe 
voisine  (C)  que  nous  appellerons  la  courhe  variée  s'effectuera 
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en  ajoutant  k  ,x  et  y  des  fonctions  de  ^  que  nous  désignerons 
par  la  notation  ox  et  oy,  et  qui  peuvent  rester  indéterminées 
pour  le  moment.  Ces  fonctions  ox,  oy,  par  hypothèse  très  petites, 
s'appelleront  les  variations  de  x  et  de  y. 

608.  Pour  n'y  pas  revenir,  nous  conviendrons  toujours 
d'appeler  (A)  un  arc  limité  de  la  courhe  (C),  (A')  l'arc  corres- 
pondant de  la  courbe  (C).  Voici  comment  s'établira  la  corres- 
pondance :  X(j  sera  la  valeur  du  paramètre  qui  définit  l'origine 
Mq  (xq,  yo)  de  l'arc,  X^  la  valeur  qui  définit  l'extrémité  M^  (x^,  ijj 
de  l'arc  (A)  ;  occ^,  8^^  seront  des  expressions  en  X^,  Bxi,  5yi,en  Xj  ; 
le  point  M'o,  origine  de  l'arc  (A'),  aura  pour  coordonnées 
Xq  -h  oxq,  î/o  -t-  8?/o,  l'extrémité  M\  du  même  arc  aura  pour 
coordonnées  x^  -+-  ox^,  y^  +  hj^,  de  sorte  que,  pour  l'arc  (A') 
comme  pour  l'arc  (4),  les  coordonnées  des  extrémités  seront 
supposées  exprimées  en  fonction  d'une  même  valeur  du  para- 
mètre, Xq  ou  Xj. 

Nous  supposerons  que  l'arc  (A)  ne  présente  aucun  point 
singulier,  c'est-à-dire  que  les  dérivées  par  rapport  à  X,  x'\  ,  y'\  ne 
s'y  annulent  pas  en  même  temps.  Il  en  sera  de  même  sur  (A') 
si  les  variations  sont  convenablement  choisies. 

009.  Toute  fonction  F  [x,  y)  des  coordonnées  x  Qiy  subira 
par  la  substitution  àe  x  -[-  ox,  y  -\-  oy  k  x,  y  une  altération 

¥[x  -\-  ox,  y  -\-8y)  —  F  [x,  y), 

et  il  en  sera  de  même  de  toute  fonction  plus  compliquée  con- 
tenant non  seulement  les  coordonnées,  mais  leurs  dérivées 
d'un  ordre  quelconque  par  rapport  à  X,  F(x,  y,  x',  y',  x",  y"  ...). 
On  aura,  pour  l'accroissement,  une  expression 

AF=F  [x  -h  ox,  y  -h  oy,  os'  H-  8^',  y'  -h  oy',  x"  H-  ox"  ...)  j 

^         -Fix,y,x',y',x"...)  r> 

que  nous  supposerons,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit,  déve- 
loppable  en  série  de  Taylor.  Dans  ce  développement,  les  termes 
du  premier  ordre  par  rapport  aux  variations  ^x,  Sy,  Sa;',  oy',  ox" ... 
constitueront  \a>.variation  première  ou  simplement  la  variation 
^F  de  F 

8F  =  F'^  8a;  -h  F'y  hj  +  F'^,  Sa;'  m-  F',,  hj'  -\-  F',.,  ox"  h-  ...    (4) 
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Ainsi,  en  partant  du  point  M  d'une  courbe,  on  peut  soit  se 
déplacer  sur  la  courbe  ce  qui  se  fera  en  donnant  au  paramètre  X 
un  accroissement  dk,  d'où  résulteront  pour  les  coordonnées, 
pour  leurs  dérivées  et  pour  toute  fonction  des  quantités  pré- 
cédentes des  accroissements  dont  les  parties  principales  seront 
les  différentielles  des  quantités  correspondantes.  On  peut  aussi 
laisser  l  invariable  et  donner  aux  coordonnées  des  accroisse- 
ments ^x,  ^y  fonctions  de  l,  d'où  résulteront  les  variations 
qui  viennent  d'être  définies. 

610.  Pour  bien  faire  ressortir  la  différence  qui  existe  entre 
la  différentielle  et  la  variation,  considérons  par  exemple 
l'intégrale 


[ 


^        J=    /      f(k)dl;  •         (5) 

*-  a 

c'est  une  fonction  de  a  et  de  è  dont  la  différentielle  s^obtiendra 
en  donnant  k  a  et  k  b  des  accroissements  très  petits 

dJ  =  f{b)  db  —  f{a)  da.  (6) 

Au  contraire,  la  variation  de  J  s'obtiendra  en  donnant  kf{\) 
un  accroissement  arbitraire,  mais  petit,  4*  (X)  et  l'on  aura 


(7) 


Le  calcul  des  Variations  a  pour  objet  précis  la  variation  des. 
intégrales  définies  ;  nous  commencerons  par  étudier  les 
intégrales  simples  dans  lesquelles  ne  figurent  sous  le  signe  f 
que  des  fonctions  des  variables  ^,  ?/,  s  ...  et  de  leurs  dérivées  du 
premier  ordre  par  rapport  à  la  variable  indépendante,  qui  sera 
distincte  de  x,  y,  z,  sauf  avis  contraire,  et  que  nous  désigne- 
rons par  la  lettre  X.  Nous  nous  bornerons  à  écrire  deux 
lettres  x  et  y,  l'extension  à  un  plus  grand  nombre  de  lettres 
ne  présentant  aucune  difficulté.  Il  nous  sera  permis  alors  de 


CALCUL    DES    VARIATIONS  737 

parler  d'intégrales  prises  le  long  de  la  courbe  (C)  ;  elles  seront 
de  la  forme 

J=    /       ¥{x,y,x',y')crk.  (8) 

où  Xf  y  sont  des  fonctions  de  X. 


Premières  foriiuiles  du  calcul  des  variations 


OU.  La  courbe  (C)  sera  définie  par  les  équations 


(9) 


(10) 


x  =  f{\) 

2/  ==  cp  (X) 

Le  point  M'  de  la  courbe  variée  sera  donné  par 

03  -^^X=  f(k)  -h  ^  (X) 

y  +  8y  =  (f  (X)  -H  'h,  (X) 

i°  Variation  des  dérivées. 

Les  dérivées  des  coordonnées  de  M'  seront 

les  variations  Sr»',  hj  des  dérivées  x' ,  y'  par  rapport  à  X  auront 
donc  pour  expression 


^   ,        d  ,  rs  .        dx       dùx 


(H) 


ce  qu'on  peut  écrire 


dx d  [ox]         r.  dy d  (Sy) 

dX  ~~  ■~^>r  '     '^dk'~dî' 


(12) 
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OU,  plus  simplement,  puisqu'il  n'y  a  qu'une  variable  indépen- 
dante 

^dx  =  clox,        ody  =  d^y.  (13) 

D'où  ce  théorème  :  on  peut  intervertir  V ordre  des  opérations 
exprimées  par  les  caractéristiques  d  et  S. 

Corollaire.  On  a,  quels  que  soient  les  entiers  m  et  n 

c?'«  o'Hi  =  8"  (i™  w.  (14) 

2°  Variation  des  deux  fonctions 

y'       du  x' 

*        X        dx        ^       y' 

On  a 

^^  ^  y  +  ^y'     y'  ^  ^'^y'  —  y'^«^'  > 

^       x'  -{-  Aa?'       x'        x'  {pd  -h  Lx') 

d'où 

g    ^  x'  dy'  —  .y'  ^x\ 
^  x'- 

ou,  à  cause  de  (12), 


■s    1  dly       p  d^x 

^       x'  rfX         x'  oJA 

^         dx  dhi  —  dy  dox 
°^= d^-  — 


(15) 


De  même 


.    dy  d^x  —  dx  dBy  _  ^6) 

^  dy^ 


La  première  de  ces  deux  formules  est  valable  tant  que  x'  n'est 
pas  nulle,  la  seconde,  si  y'  ne  l'est  pas. 

3°  Soit  encore  F  {x,  y,  x',  ij)  une  fonction  régulière  en  tous 
les  points  de  l'arc  (A)  ;  on  aura  immédiatement 

8F  =  F',  Sa;  -4-  F'„  ^y  +  F',,  oV  -h  F',,  y.  (17) 
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4-0  Considérons  enfin  la  variation  d'une  intégrale  définie 

Jo,=    /      F{a^,y,x',ij')d\.  (18) 

On  aura 

F  (a;  +  c?£c,  2/  +  dy,  x'  -h  ^x\  y'  -+-  %')  dl 

F  (x,  y,  ce',  y')  dl 

=    j       [Fcc-\-^œ,y-^^y,x'-i-W,y'-i-hj')  —  F{x,y,oo',y')]dl. 

D'où  enfin 

8J,,=    /       oFdl,  '  (19) 

0 


ce  qu'on  peut  écrire, 


Fdl=         8  (F 


JX).  (20) 


On  voit  donc  qu'o?2  peut  interverti?'  Vordre  des  opérations  f 
et^. 


Formules  ne  contenant  plus  les  variations 
des  dérivées 

612.  La  formule  (19)  s'écrit 

SJ„,  =    /       (F',  ^œ  -\-  ¥'y  oy  H-  F',,^x'  -h  FV  Sy')  dl. 
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Intégrons  par  parties  les  termes  qui  contiennent  Ix' ,  hij  après 

avoir  remplacé  ces  variations  par  (12)  -^'  -^^  ;  on  aura  par 
exemple 


Si  donc  on  pose 


F'^.  -^-  dk  =  Y\,  ox—    j    —^  dl  ox. 


(22) 


P^F'.-f.,        Q  =  F',_^',      '       (22) 
la  formule  (19),  qui  donne  la  variation  SJ^^  deviendra 

8Joi==[FVSa^ +  FV%]  '+     /      {?^x -^  (à^y)d\     (23) 


P  et  Q  contiennent  les  dérivées  secondes,  x",  y"  ;  nous  sup- 
poserons ces  dérivées  continues  comme  ce,  y,  x' ,  y'. 

6 1 3.  La  formule  (23)  peut  être  simplifiée  dans  le  cas,  très 
fréquent^  où  J^,  est  indépendante  du  choix  de  la  variable  d'in- 
tégration et  ne  dépend  que  de  l'arc  et  de  la  nature  de  la  fonction 
intégrée.  On  doit  en  effet  avoir,  dans  ce  cas,  en  désignant 
par  iJ.  une  autre  variable 

F  (^x,y,  g,  -^f)  dl  =  F  [x,y,  ^-^,  ^f)  d^, 

ce  qui  entraine,  en  remarquant  que 


l'identité 


hx bx  dl     î)y by  ôX      ,    d^i.    7, 


^  V    '^'  dix  ôX  '  dt^  ôX;  —  diJ.  ^  1,^'^'  ôX  '  ôX/' 
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OU,  en  posant 

V(x,y,  kx' ,  kij)  =^F(a7,2/,  œ' ,ij'). 

La  fonction  à  intégrer,  qu'on  peut  appeler  dans  le  cas  actuel 
fonction  d'arc,  est  donc  homogène  du  premier  degré  en  x'  et  y'. 
Cette  fonction,  étant  homogène,  satisfait  à  l'identité  d'Euler 

F{x,y,œ\y')  =  x'¥',.-^y'F'y.. 

Dérivons  les  deux  membres  de  celte  dernière  identité  par 
rapport  à  x,  on  obtient 

^  =  xb  r'-^yi^  y  -^o:  -^  -\-y  -^  ' 

mais  l'on  a  directement 

F\  =  x'¥',  -i-  y'F'y  +  x"F',.  -+-  y"¥'y., 

d'où,  en  retranchant, 

c'est-à-dire 

?x'  H-  Qy  =  0  (24) 

614.  Tirons  de  cette  dernière  égalité,  soit  P,  soit  Q,  pour 
porter  dans  l'égalité  (23)  ;  nous  obtiendrons,  pour  la  variation 
de  l'intégrale,  une  des  deux  expressions 

\         /"'^^ 
SJ,^  =  [f V  ^x  +  FV  8  J  V    /      (àd\  (hj  -  p^x)    (2b) 


SJo 


,  =  [fV  ox  -f-  F',.  8»/]  '  -i-    /      Pdl  (ox  -  qhy)  ;  (26) 


dy 


rappelons  que,  dans  ces  formules,  p  désigne  ^  et  ^  la  quan- 


.  ,  dx 
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615.  Ces  formules  s'étendent  sans  difficulté  au  cas  d'un 
nombre  quelconque  de  variables  dépendant  d'un  paramètre  X. 
Nous  nous  bornerons  à  les  transcrire 

^F{a^,y,...z,iv,  x' ,y\...z' ,iv')  =  SF'^Sa;  -{-  ^F'Jcc', 

/"kl 
Fd\ 

'■0 

=  h'Jx■+...-^F'^,Mvy -i-  {P^CG-\-...-^Soiv)dl     (27) 


où  l'on  a  posé 


7^0 


p  T7I  ^F',r, 


ri/  î**^  w 

—  -T  wi rr — 


Premières  conditions  nécessaires  à  l'existence 
d'un  extreniuni.  Applications. 

616.  Il  s'agit  de  rendre  extremum,  c'est-à-dire  maximnm 
ou  minimum,  l'intégrale 

/\ 
F[x,\j,  x',y')dl, 

les  variables  et  les  dérivées  étant  ou  non  soumises  à  des  con- 
ditions, soit  dans  leur  ensemble,  soit  seulement  aux  limites. 
L'accroissement  de  cette  intégrale  devra  conserver  un  signe 
constant  lorsqu'on  remplacera  la  courbe  C  par  une  courbe 
quelconque  infiniment  voisine.  Désignons  par 

une  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  ascendantes 
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de  u,  V,  IV  ...  et  dont  les  termes  d'ordre  moindre  seront  du 
degré  p.  Nous  pourrons  écrire,  pour  l'accroissement  de  Joi, 
lorsqu'on  remplace  le  point  décrivant^  x,  y  par  le  point 

-%, 


Considérons  encore  la  courbe  décrite  par  le  point  x  -h  tox, 
y  -h  £0^  OÙ  E  désigne  une  constante  aussi  petite  que  nous  vou- 
drons ;  l'intégrale  deviendra  J^j  -4-As  Jop  et  l'on  aura 

A,J„,  =  e8J„, +  [s],.  (28) 

Dans  cette  égalité,  le  premier  terme  du  second  membre 
est  prépondérant  et  lui  donne  son  signe  ;  comme  il  change  de 
signe  avec  s,  il  doit  être  nul  si  l'accroissement  de  l'intégrale 
doit  garder  un  signe  constant.  On  doit  donc  avoir 


SJoi  =  0, 


c'est-à-dire 


[Y'Ax  -i-  FVSt/]J;  -+-    /       (PB^  -\-  Q^y)dl  =  0.     (29) 


X 


QIH.  Nous  supposerons  d'abord  que  les  variations  soient 
absolument  arbitraires.  Partageons  alors  l'arc  A  en  parties 
sur  chacune  desquelles  P  ou  Q  conserve  un  signe  constant  ; 
soit  par  exemple  un  arc  A23,  correspondant  aux  valeurs  X^  et  >3 
du  paramètre,  sur  lequel  Q  reste  positif.  Nous  choisirons  les 
variations  de  la  manière  suivante  :  partout,  sur  l'arc  A,  sauf 
sur  la  portion  A23,  8a?  et  Sy  seront  nulles  ;  de  plus  sur  l'arc  A.^^ 
on  aura 


Bx  =  0  ^y=(\-\)(k^-l),  ^3>A, 
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La  variation  de  l'intégrale  SJqi,  qui  doit  être  nulle,  se  réduit  à 

Q(X_X,)(X3-X)c^X. 

A2 

Mais,  dans  cette  dernière  intégrale,  tous  les  éléments  sont 
positifs  ;  elle  ne  peut  donc  être  nulle  que  si  l'on  a  identi- 
quement 

•      Q  =  0.  ^'  (30) 

Le  raisonnement  se  répétera  d'ailleurs  pour  chaque  portion 
de  l'arc  correspondant  à  un  extremum,  et  l'on  verra  de  même 
qu'on  doit  avoir 

P  =  0.  (31) 

Nous  appellerons  courbes  extrémales  celles  le  long  desquelles 
les  conditions  (30)  et  (31)  sont  vérifiées,  c'est-à-dire  qui  corres- 
pondent à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  l'intégrale  Jm. 
Il  résulte  d'ailleurs  de  l'identité  (24)  qu'une  des  équations  (30) 
ou  (31)  entraine  l'autre,  lorsque  x'  ou  y'  ne  sont  pas  nulles. 

618.  Premier  Exemple.  —  Trouver  le  plus  court  chemin 
entre  deux  points. 

L'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  minimum  est 


J.    ' 


L'équation  (29)  est  ici,  en  tenant  compte  de  (22), 
0  =  l~=£=  Bx  H-    ,      •^'  Syl  ' 

/       ^.r     ^  .^^  .     d         y'       "I 

-  dl  yox  ^^  .  ^==p  +  o,j  ^^  ^^^rz^.j 


(32) 
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Les  extrémités  du  chemin  cherché  étant  fixes,  on  a  pour  X„ 
et  pour  >.j 

s^o  =  S2/0  =  ^^i  =  °yi  =  0,  , 

et  les  conditions  (30)  et  (31)  deviennent 

^  -pi/   _^ ^    _  f\      jo^_        y /^ 

d\     ""'  ~  dl  sjaj^  -h  z/'2  "~  o?>^  ^^'2  _|_  y2  ~~    ' 

d'où 


00'       _  y       _ 


et,  en  divisant  membre  à  membre, 


t  =  ^  =  a 


î/  =  «iZ;  -H  6.  (33) 

Ainsi  les  courbes  extrémales  sont  des  lignés  droites.  Les 
constantes  arbitraires  «  et  6  se  déterminent  en  exprimant  que 
la  droite  passe  par  les  deux  points  donnés. 

619.  Nous  avons  implicitement  supposé  la  ligne  inconnue 
plane.  Mais  le  calcul  reste  le  même  si  l'on  introduit  trois 
coordonnées  au  lieu  de  deux. 

L'équation  (32)  est  remplacée  par  la  suivante 

0  =  r  ^       Zx  H-  —=É==  Sy 

ip -\- z'^     Jlo     J  L     f^^  v/a;'' -^  2/'^ -h  ^'2 


\/x" 


g     d^  y^ L  8^  i?.  ^'  1 

"^    y  dl  ^^'2  _^  y2  _^  ^'2     '    -'  d\^oo"-  -\-y"'  -\-  z'U' 
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d'où  les  conditions 


_  _  y'  _  z'  _ 

T/T?  '       J ZjI    7'~7Jï    \~~Zr2  ^'       ./TTl    ,    „/2    ;    'Ztl      '    2' 


^,  =  a,       -,  =  6, 

j;  œ 

y  =z  ax  -\-  1,       z  =^hx  -\-  ^. 
La  conclusion  reste  la  même. 

6!30.  Il  est  essentiel  d'observer  que  les  formules  utilisées 
jusqu'à  présent  supposent  expressément  que  la  variable  indé- 
pendante en  fonction  de  laquelle  sont  exprimées  les  différentes 
lettres  x^y  ...  ne  figure  que  par  sa  dilTérentielle.  Comme,  le 
plus  souvent,  les  variables  sont  exprimées  en  fonction  de  l'une 
d'entre  elles  qui  figure  aussi  sous  le  signe  /  par  sa  différen- 
tielle, nons  allons  voir  comment  il  convient  de  modifier  les 
formules  dans  ce  cas. 

A  cet  effet,  soit  x  la  variable  indépendante  ;  nous  désigne- 
rons par  f[x,  ?/,  p)  une  fonction  définie  par  l'identité 

f{x,y,p)=  -^-^, ^'  \^  =  dxy 

fonction  qui  s'introduit  naturellement  si  l'on  réfléchit  que, 
F(j?,  î/, .«',  %J)  étant  homogène  et  du  premier  degré  en  x'  et  y', 
l'on  a 

F  {x,  tf,  x',  y',)  =  œ'  F  (x,  y,  \,  |-, j  ; 
la  fonction  f[x,  y,p)  n'est  donc  autre  que  la  fonction 

f(x,  y,  1,  i). 
On  aura  alors 

ôF^    ,  ô/"         ^  _    /^ 

^X  l)X^        by  ^1/  '     )  (34) 

ôF        ^         „    "      ôF 


ox' ~^  ^     ^f  ^'        ^./ — /V 


i 


"y 

-''{f^ -"-&)■  (35) 
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La  formule  (2a)  devient  ainsi 

«^Joi  =  [(/-PAO  ox^f,  S^]^^  -^  dx  {ry--^Yoy-p^x){dQ). 

Par  analogie,  on  pourrait  introduire  une  fonction 

{x,  y,  q)  ou         2'  =  ^-  , 

d'où 

dfq 


et  mettre  la  variation  de  l'intégrale  (26)  sous  la  forme 


■U,.  =  \J\^x^(J-qf\)oy]^^-^     /       dy{f'.-^^)  {^^-qh). 


Cette  dernière  formule  pourrait  être  utilisée  dans  le  cas  où, 
par  suite  de  l'évanouissement  de  x'j  la  précédente  deviendrait 
illusoire. 

631. Avec  les  nouvelles  notations,  la  condition  d'extremum 
de  l'intégrale  Jqi  s'écrit,  soit 

A-4^^  =  0,  (37) 

sait  -  . 


7'«-^  =  »-  (*8) 


0!S!S«  L'équation 


,ô/ d    ^_^_i^^_A 

i)y       dx  hx       ôy       dx  hy' 
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développée^  s'écrit 

»  »• 

^ ,/  ^  ^V  ,/  ,  _^  _  ^i  -  0      '       (m 

M.  Darboux  a  lait  remarquer  que,  réciproquement,  toute 
équation  différentielle  du  second  ordre  peut  être  considérée 
comme  définissant  une  infinité  de  fonctions  f{a;,  y,  y')  telles 
que  l'intégrale. 


/ 


/  (^»  2/»  y')  cix 


prise  entre  deux  points  quelconques  de  l'une  des  courbes  in- 
tégrales de  l'équation  considérée  soit  un  extremum. 
Pour  le  voir,  soit 

y"  =  <?  {x,  2/,  y')  \        (40) 

l'équation  différentielle  du  2«  ordre  donnée  ;  si  ses  intégrales 
sont  les  extrémales  d'un  problème  de  variation,  elle  devra  être 
identique  à  Téqualion  (39),  c'est-à-dire  que  la  valeur  de  «/'  tirée 
de  (40)  devra  vérifier  l'équation  (31))  quelles  que  soient  x,  y' 
et  y'.  \f  sera  donc  une  solution  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

considérée  comme  contenant  les  trois  variables  indépendantes 
œ^  y,  y'.  Le  problème  comporte,  on  le  sait,  une  infinité  de  so- 
lutions. ' 

633.  Cherchons,  par  exemple,  les  problèmes  d'extremum 
qui  conduisent  à  l'équation 

y"  =  o. 
Il  s'agit  d'intégrer  l'équation 

J_!/  u'  H-    ^'^  —  ^  =  0.  (39  bis) 
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A  cet  effet,  nous  commencerons  par  dériver  par  rapport  à 
y'  ce  qui  donne 

Posons 

M  =  |4;  (41) 

réquation  précédente  s'écrit 

ôM    ,       M       „ 
—  V  -h  —  =  0  ; 

elle  est  linéaire  et  homogène.   Pour  l'intégrer^  on  sait  qu'il 
faut  considérer  le  système  d'équations  différentielles  ordinaires 

dx dy dy' 

T  ~  y"       0" 
dont  l'intégration  est  immédiate.  On  a 

y  —  aa;  =  P 
d'oii  les  deux  intégrales 

a  =  î/' 
P  =  y  —  xy' 
€t 

M  =  F  {y',  y  -  xy') 

F  étant  une  fonction  arbitraire. 
On  a  ensuite  (41) 

Intégrons  et,  pour  éviter  des  confusions,  changeons  le   nom 
de  la  variable  sur  laquelle  porte  l'intégration  ;  il  vient 

|^=     /      'P{^,y-^^)di-^F,{x,y) 
^  0 

f  {ce,  y,  y')  =        dy'  F  (?,  y  —  '^x)  d^,  +  y'  F,  {x,  y)  +  F^  {x,  ij). 

Calcul  infinitésimal  49 
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OU,  en  intégrant  par  parties, 

/  (^,  y,  y')  =  /    (y-  ^)  F  (^.  y  -  ^•^)  ^^ + y'  f,  C^',  y)  +  f,  (x,  y), 

Fj  et  F2  désignant  des  fonctions  arbitraires.  Mais,  comme 
nous  avons  commencé  par  différencier,  cette  solution  est  trop 
générale.  Il  faut  exprimer  qu'elle  convient  à  l'équation  (39bis), 
ce  qui  donne  la  condition 

^x         ^y  ■ 

qui  permet  de  considérer  Fj  et  F^  comme  les  dérivées  par- 
tielles d'une  même  fonction  arbitraire  9.  On  a  ainsi  pour  solu- 
tion définitive  du  problème 

f{^,  y,  y')  =    /      (//  -  0  F  il  y  -  ix)  d\  +  y'  I  +  £ 
et  les  extrémales  de  l'intégrale. 


/' 


f{x,y,ij')dx  =  ^ 

sont  les  droites 

y  =z  ax  -\-  h, 
solutions  de  réqua%ion 

y"  =  0. 

6!S4.  Deuxième  exemple.  —  Ti^ouver  la  courbe  plane  passant 
par  deux  points  et  qui,  en  tournant  autour  d'une  droite  de 
son  plan,  engendre  une  surface  de  révolution  d' aire  minimum. 

Si  l'on  prend  l'axe  de  la  surface  comme  axe  des  x  et  une 
perpendiculaire  comme  axe  des  rj,  l'élément  de  l'aire  de  la  sur- 


CALCUL   DES    VARIATIONS  '  771 

face  de  révolution  sera  2izy  ds,s  étant  l'élément  d'arc  de  courbe. 
L'intégrale  à  rendre  minimum  est  donc 


2^  J  =    /    y  ds=   I    y  \/\  -^p'dx 


Parmi  les  différentes  formes  que  l'on  peut  donner  à  la  con- 
dition cherchée,  nous  choisirons,  parce  que  x  ne  figure  pas 
explicitement  sous  le  signe  J ,  la  suivante 

p  =  f'.-1fv  =  o,  •    '^       - 

qui  donne 

ou,  à  cause  de  (34) 

c'est-à-dire 


2/  v/i  +  P^  —  ^ 


a. 


V 
On  en  tire 


\/l    _|_  p2   =  I 


dx       \  a^        "■• 

Nous  avons  déjà  rencontré  (n'^  449)  cette  équation  différen- 
tielle ;  elle  a  pour  intégrale 

'         *■  a  (  ^-H^         -^^ 

2/  =  2  \e    "     +  e         « 

C'est  la  méridienne  de  la  caténoïde  déjà  rencontrée  (tome 
l"n''528). 

Les  courbes  extrémales,  dans  ce  problème,  sont  donc  des 
chaînettes.  On  déterminera  les  deux  constantes  arbitraires 
introduites  par  l'intégration  en  exprimant  que  la  chaînette 
passe  par  les  deux  points  donnés. 
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635.  Remarque.  —  On  ne  trouve  pas  toujours  des  valeurs 
re'elles  pour  les  constantes  arbitraires.  Supposons,  par  exemple, 
que  les  deux  points  donnés  A  et  B  soient  symétriques  par 
rapport  à  ox^  et  aient  pour  coordonnées  ^o,  ^o  et  —  ^o,  2/o-  On 
voit  aisément  que,  dans  ce  cas,  h  est  nulle  et  que  a  est  donnée 
par  l'équation  transcendante 


2.yc 


en  discutant  cette  équation,  on  trouve  que  l'angle  AoB  doit 
être  infe'rieur  à  l'angle,  33°  32',  des  deux  tangentes  à  la  chaî- 
nette issues  du  point  o. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  ce  résultat  paradoxal  que  le 
problème  posé  ne  peut  pas  admettre  de  solutions.  Cela  tient  à 
ce  que  nous  avons  exclu,  dès  le  début  de  notre  analyse,  les  so- 
lutions discontinues,  par  exemple  les  courbes  qui  présentent 
des  points  anguleux.  Sans  entrer  dans  la  recherche  de  cette 
catégorie  de  solutions,  recherche  qui  exigerait  de  longs  déve- 
loppements théoriques,  nous  dirons  qu'ici  la  courbe  extrémale, 
lorsqu'elle  n'est  pas  une  chaînette,  se  compose  de  deux  ;per- 
pendiculaires  AA',  BB'  abaissées  de  A  et  B  sur  ox  et  de  la 
portion  de  l'axe  ox  comprise  entre  ces  perpendiculaires.  Cette 
solution,  évidente  géométriquement,  peut  être  aussi  vérifiée 
par  le  calcul  :  elle  s'obtient,  en  supposant  nulle  la  constante 
a  que  le  calcul  précédent  supposait  essentiellement  différente 
de  zéro.  Il  en  résulte  immédiatement 

de  plus  nous  avons  implicitement  supposé  x'  différent  de  zéro. 
Il  faut  donc  ajouter  les  portions  de  courbes  correspondant  à 
l'hypothèse  x  =  constante,,  ce  qui  donne  les  deux  droites 
AA'  et  BB'. 

626.  Dans  les  deux  exemples  que  nous  venons  de  traiter, 
les  variables  et  les  dérivées  se  trouvent  séparées  sous  le  signe 
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/.  Ce  cas  se  rencontre  fréquemment  dans  les  applications  et 
nous  devons  y  insister  un  peu.  Soit  donc  l'intégrale 


J  =    I      ^{x,tj,  z)  ds, 
avec 


ds  =  \Jx'^  4-  ij'  -+-  ^'2  d\  =  Rc^X  ; 
on  a  ici 

F  {x,  ij,  z,  x' )  =  Rcp  (x,  y,  z). 

Les  équations  des  extrémales  (30)  seront  donc  ici 


'bx        rfX  V  dx'  j 
et  deux  autres  pareilles  ;  par  suite,  comme 


<^R       x'       x'd'k dx 

dx'  ~  R        R(iX        ds  ' 

on  aura 

''(4:)-^^^='' 


^(^f)-?/-»  <*'' 


y  dsj      bz  j 

Ces  équations  qui  ne  contiennent  que  des  éléments  géomé- 
triques et  qui,  d'ailleurs,  se  réduisent  à  deux,  sont  susceptibles 
d'une  interprétation  intéressante  que  nous  signalerons  en 
passant. 

Les  extrémales  sont  les  figures  d'équilibre  d'un  fil  sollicité 
par  une  force  dérivant  de  la  fonction  des  forces  —  «?  (x,  z/,  z), 
la  tension  du  fil  étant  assujettie  à  avoir  la  valeur  «p  [x,  y,  z) 
(Môbius,  Statique,  2"^^  Partie,  Chap.  VII), 

6!S7.  Troisième  exemple,  —  On  appelle  brachistochrone  la 
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courbe  que  doit  suivre  un  point  matériel  pesant,  abandonné  à 
lui-même  sans  vitesse  initiale,  pour  aller  du  point  A  au 
point  B  dans  le  temps  le  plus  court.  C'est  cette  courbe  dont 
nous  nous  proposons  d'obtenir  l'équation. 

Soient  ox  et  oy  les  deux  axes  de  coordonnées,  le  premier 
horizontal  passant  par  A,  le  second  vertical  passant  par  B. 
Nous  admettons  comme  évident  que  le  point  mobile  ne  sortira 
pas  du  plan  vertical  qui  contient  les  deux  points  A  et  B.  Cela 
posé,  on  sait  que  la  vitesse  v  du  mobile  a  pour  valeur,  à 
chaque  instant,  la  hauteur  dont  est  tombé  le  point  matériel 
multipliée  par  s/lg,  g  désignant  l'accélération  due  à  la  pesan- 
teur. On  aura  donc,  en  désignant  par  s  la  longueur  de  l'arc 
parcouru  comptée  à  partir  du  point  A,  par  t  le  temps  et  par  h 
l'ordonnée  du  point  A, 


f.  =  /27^.— 


d'où 


L'intégrale  à  rendre  minimum  est  donc 


X  étant  la  variable.  Elle  s'écrit 


et  l'on  peut  toujours  appliquer  la  même  règle  pour  obtenir  le 
minimum,  c'est-à-dire  écrire  la  condition 
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OU 


■■  \/h  —  y        \/i^p^-\//i  —  y       \/ c 

en  désignant  par  c  une  constante  arbitraire. 
On  déduit  de  là 

^      h  — y 


^y  ^     i  A  —  h  +  y^ 
doG  V      h  —  y    ' 

en  choisissant  le  signe  moins  parce  que  les  axes  ont  été  fixés 
de  manière  que  y  décroisse  lorsque  x  croît.  Posons 

n 

h  —  y  =c sin^  a  =  ^  (1  —  cos  2  a) 

d'où 

—  dy  =  -i-  2c  sin  a  cos  a  da.  ; 

réquation  différentielle  devient 

2c  sin  ce  cos  a  o?a  =  dr  -. —  dx 
sin  a 

c^a;  =  d=  2c  sin^  a  dx  =  zh  c  {l  —  cos  2a)  dot, 

et  en  intégrant 

1    .  c 

a;  —  &z=±e(a  —  ^  sin  2a)  =  dr  ^  (2a  —  sin  2a). 

Si  h  désigne  l'abcisse  du  point  B  qui  correspond  a  y  =  0 
(a  =  0),  on  aura  finalement  pour  équations  de  la  brachisto- 
€hrone 

c 
0)  =  -^  (2a  —  sin  2a)  H-  b 

y  =  h~-~  ^{l  —  cos  2a). 

On  reconnaît  les  équations  d'une  cycloïde  dont  le  cercle  géné- 
rateur a  pour  diamètre  c. 
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Remarque.  —  On  peut  généraliser  le  problème  précédent  en 
supposant  d'une  part  que  le  point  est  lancé  avec  une  vitesse 
initiale  Vq^  d'autre  part  que  la  force  agissante,  au  lieu  d'être 
la  pesanteur,  dérive  d'une  fonction  de  forces  TJ  (x,  y,  z).  Si 
Ton  suppose  constante  la  quantité  h  définie  par  l'égalité 

le  théorème  des  forces  vives  fournit  l'équation 
et  l'intégrale  à  rendre  minimum  est 


TïlV^ 


r 


(B) 

, —     ,  ds 

t  =  sjm 


v/2(U-hAV 
-^  (a) 

Elle  rentre  dans  le  type  étudié  au  numéro  précédent. 

638.  Quatrième  exemple.  —  Equation  différentielle  des 
lignes  géodèsiques.  Nous  avons  déjà  parlé  (Tome  premier^ 
n°  517)  de  ces  lignes;  la  propriété  caractéristique,  dont  elles 
jouissent,  d'être  le  plus  court  chemin  entre  deux  de  leurs 
points  pourvu  que  ces  points  soient  suffisamment  rapprochés, 
permet  de  former  immédiatement  leur  équation  différentielle. 
Soient  11^  v  les  coordonnées  curvilignes  d'un  point  de  la  surface 
dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont  x,  y,  z  ;  nous  savons 
que  l'élément  de  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme  (tome 
premier,  n"  477). 


ds  =  \/e  dic'  -+-  2  F  du  dv  -t-  Gdv^ 
=  v/e  ~h  2  Fv'  H-  Gu'2  du.     " 

Il  s'agit  de  rendre  minimum  Pintégrale 


2  Fv'  -h  Gî;'2  du , 
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On  a  ici 


£»E       o  ,  ^F         /o  ^G 

\-  2v' \-  V-  — 

ô/^        ou  ÔU    ÔU 

^  "~  2  v/e  +  2Fu'-i-  Gy'2 
s/  ^  F  -f-  Gu^ 

^^'  "  \/E  +  2  Fu'  -h  Gy'-2 

OF  /    ôG  /-,      /; 

h  V h  Gw' 


OU  ôz<       \/E-+-2Fi)'  -hCy"^ 
^^  _H  2u'  -  ~h  v'-'  '-^  +  2  (F  +  Gy')  u" 


/m     1     n    ?\  ÔW  ôW  ôW 

—  (f   +  Gu  ) 


/(E  +  2  Fu'  -h  G?;'2)3 
Il  suffit  de  porter  ces  valeurs  dans  l'équation  (37) 

.      ^^ 

^      ^  _  -^  =  0 
ou         du 

pour  avoir  l'e'quation  cherchée  que  nous  ne  transcrirons  pas, 
l'ayant  déjà  donnée  dans  le  Tome  premier  (page  334)  sans 
particulariser  la  variable  indépendante. 

Il  résulte  de  cette  équation  qu'en  un  point  d'une  surface  il 
ne  passe  qu'une  ligne  géodésique  y  admettant  une  tangente  ; 
car  si  pour  u  =  u^^,  on  donne  t;  ==  Vq  et  î;'  =  v\^  l'équation 
fera  connaître  t;"o,  et  par  suite  v"\....  Nous  avons  fait  observer 
(1,  520)  qu'au  contraire  par  deux  points  donnés,  quelque 
voisins  qu'ils  fussent,  il  pouvait  arriver  qu'il  passât  une  infi- 
nité de  lignes  géodésiques.  Le  fait  sur  lequel  nous  appelons 
l'attention  du  lecteur  a  une  portée  plus  générale  que  celle 
d'une  simple  interprétation  géométrique  ;  il  suffit,  pour  s'en 
rendre  compte,  de  considérer  la  généralité  de  l'intégrale  J  sur 
laquelle  nous  venons  de  raisonner.  Il  faut  donc  concevoir 
que  deux  points  ne  déterminent  pas  toujours  une  extrémale 
de  l'intégrale 

a, 

F  ix,  y,  x\  y')  d'K, 
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tandis  qu'une  extrémale  est  parfaitement  déterminée  par  un 
point  et  la  tangente  en  ce  point. 

Si  d'ailleurs  nous  avions  adopté  pour  le  ds^  la  forme  donnée 
dans  le  tome  premier  à  la  fin  du  n"  526,  savoir 

ds"  =  diâ  -+-  Gdv\  -    - 

dans  laquelle  ti  représente  la  longueur  d'un  arc  de  géodésique, 
tandis  que  les  courbes  u  =  constante  sont  les  trajectoires 
orthogonales  des  géodésiques,  la  propriété  de  minimum 
dont  nous  nous  occupons  ici  eût  été  immédiatement  démon- 
trée. En  effet  soit  M  un  point  de  coordonnées  Uq,  Vq,  situé 
dans  la  portion  de  surface  que  peut  balayer  entièrement  sans 
y  passer  deux  fois,  un  arc  géodésique  de  longueur  Uq  suffi- 
samment petit  tournant  autour  de  son  origine  0.  De  0  à  M  ira 
une  seule  ligne  géodésique  de  longueur  Uq  ;  tout  autre  arc 
allant  de  0  à  M  aura  une  longueur 


évidemment  supérieure 


du  =  îCq. 


6S9.  Le  problème  des  géodésiques  peut  donc  encore 
s'énoncer  de  la  manière  suivante  :  mettre  le  ds^  sous  la  forme 
dQ^-{-<j^d^,  c'est-à-dire  trouver  trois  fonctions  G,  ôj  et  a  de  z^et 
de  V  telles  qu'on  ait  identiquement 

Edic'-  -t2Fditdv-h  Gdv^  =  dB^  4-  <j^dfii, 

ou  encore  telles  que  ds^  —  d^^  soit  carré  parfait. 
Si  l'on  pose 

^  EG  —  F^ 
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on  trouve  sans  peine  la  condition 

„    A6  =  l,  (43)' 

qui  est  aussi  suffisante  ;  car  on  aura  alors 

ds^  =  d^^  -\-  {m  du  -+-  n  dvy, 
ou,  en  choisissant  convenablement  le  facteur  intégrant  (n°  399), 

ds'-  =  d^^  -h  (7^  d^]. 

Cela  posé,  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  :  Si  l'on 
a  une  solution  contenant  une  constante  arbitraire  di,  F  équation 
générale  des  lignes  géodèsiques  sera 

ô0         , 
—  =  a. 

ha  v 

Dans  cet  énoncé,  il  faut  entendre  que  a  figure  au  moins  dans 
une  des  dérivées  ^  ou  — ,  et  n'est  pas  seulement  introduite 
par  l'intégration  de  c?e.  L'identité 

^52  ^   ^02    _^   ^2  çl^ï 

différentiée   en   faisant  varier   seulement    a  donnera,   parce 
que  ds"^  est  indépendant  de  a, 

■        o  =  '»'*(M)  +  "i«.Cr:^«.  +  "'(S)]-,. 

11  en  résulte  que  la  fonction  linéaire  d^^  de  du,  dv,  divise  dQ 
OM  d  ir-j  ;  mais  ce  ne  peut-être  c?ô,  sans  quoi  ds-  serait  un 

vu 

carré  parfait.  Donc  6^  est  fonction  de  ^-  et  l'on  peut  poser,  si 
l'on  veut, 


m 
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Or  les  géodésiques  ont  pour  équation,  avec  la  forme  choisie 
du  ds"-, 

6j  =  constante  ; 

leur  équation  sera  donc 

Cette  équation  renferme  les  deux  constantes  arbitraires  a 
a'  ;  c'est  l'équation  générale  des  géodésiques. 

630.  Jusqu'à  présent,  les  extrémités  de  la  courbe  cherchée 
étant  fixes,  et  la  courbe  variée  pouvant  être  prise  arbitraire- 
ment, nous  avons  pu  négliger  la  partie  toute  intégrée  de 
l'équation  (29).  On  peut  souvent,  par  un  choix  convenable  des 
variables,  ramener  au  cas  précédent  des  problèmes  qui,  à 
première  vue,  n'y  paraissent  pas  renfermés. 

Cinquième  exemple.  Déterminer  la  courbe  de  longueur 
donnée  1  qui  issue  d'un  point  et  limitée  à  une  droite  do7inée, 
menée  par  le  point,  enferme  avec  la  droite  une  aire  maxima. 

Prenons  le  point  0  comme  origine  des  coordonnées,  la  droite 
donnée  comme  axe  des  x,  et  une  perpendiculaire  à  0^  comme 
axe  des  y.  Il  s'agit  de  rendre  maximum  l'intégrale 


sachant  que 


\^dx^'  -+-  di/  ==  l. 


X 


Le  problème  étant  posé  dans  ces  termes,  nous  ne  sommes  pas 
encore  en  mesure  de  le  résoudre.  Mais  prenons  pour  variable 
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indépendante  l'arc  de  courbe  compté    à  partir  de  l'origine 
[1  =  s)  ;  nous  sommes  ramenés  à  rendre  maximum  l'intégrale 

r' 

dans  laquelle  x  et  y  sont  considérées  comme  des  fonctions 
de  s.  On  a,  entre  les  variables,  la  relation 


dx^  -h  dy^  =  ds^. 


d'où  l'on  tire 


et  J  devient 


da^  =  y^i-['^ljds 


»i 


^=  /V^-l^fV'''- 


La  quantité  à  iatégrer  ne  contenant  pas  .ç  explicitement,  nous 
appliquerons  encore,  comme  dans  le  problème  précédent,  la 
formule 


f—  Pf'p  =  a, 

rap 
pour  équation  différentielle 


en  désignant  ici  par  p  le  rapport  ^j .  Les  extrémales  ont  donc 


^V  *-"(§)' "^v;;-./   —====  =  «, 


ds  J 


\/'^-m 


ou 


a-  \ds  J 


ds  = 


adt/ 


s  -\-  h 


y  =  a  sin 
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On  a  ensuite 

-  (tr=« 

— 

\ds  J                    a 

dx       _,      .     s  -\- 

— —  Cl  n 

b 

> 

s  -h  b 

X  -\-  c  =  a  cos  

a 

ds                      a 

L'élimination  de  s  donne  enfin  pour  équation  des  extrémales 

î/2  +  {cG  -h  c)'  =  a^. 

La  courbe  clierchée  est  donc  un  demi-cercle  :  on  achève  le 
problème  en  déterminant  les  constantes  arbitraires.  On  doit 
avoir,  pour  s  =  0,  x  =  y  =  Oce  qui  permet  de  prendre  5  =  0, 
c  =  a.  Pour  s  =  l,  il  faut  encore  avoir  y  =  0,  d'où  ^  =  air  et 


631.  Sixième  exemple.  —  Trouver  la  surface  de  révolution 
qui,  sous  une  aire  donnée  w,  renferme  le  volume  maximum, 
étant  entendu  que  cette  surface  rencontre  son  axe  en  deux 
points  et  en  deux  points  seulement. 

Nous  prendrons  l'axe  de  la  surface  pour  axe  des  x,  un  som- 
met de  la  surface  comme  origine  des  coordonnées^  et,  comme 
coordonnées,  la  perpendiculaire  y  abaissée  d'un  point  de  la 
méridienne  sur  cet  axe  et  l'abscisse  du  même  point.  L'inté- 
grale à  rendre  maximum  est 


sachant  que 


a  une  valeur  constante  w.  Sous  cette  forme,  nous  ne  savons 
pas   encore    résoudre  le  problème  ;  mais  prenons   comme 
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deuxième  variable,  au  lieu  de  x,  la  portion  m  d'aire  comprise 
entre  le  sommet  et  un  parallèle  quelconque  ou  plutôt  cette 
aire  divisée  par  liz  ;  l'intégrale  à  rendre  maximum  sera 

J  =     /       y^  doc; 


'1 


il  s'agit  seulement  de  l'exprimer  à  l'aide  des  variables  y  et  u. 
Or  on  a 


du  =  y  ds  =  y  ydo)^  +  dy^, 
ou 


"^"^ = vd T  ~  ^^' = ^^'  v^^  ~  (Mî  ' 


Donc 


Comme  u  ne  figure  pas  sous  le  signe  /,  c'est  encore  l'égalité 
f—pfp=a 

que  nous  allons  appliquer.  L'équation  différentielle  de  l'extré- 
maie  est  donc  : 


Y  \du/         \duj 


\/^^-^m 


=  a 


ou 


ij  =  a 


\/^-^m 
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L'intégration  s'effectue  sans  peine  et  l'on  trouve 

u  —  bV 


Comme  u  et  y  doivent  s'annuler  en  même  temps,  il  faudra 
poser 

b  =  ±ia\ 

ce  qui  donne,  pour  l'équation  de  l'extrémale, 

Pour  y  =  0,  on  doit  avoir  ii  =  0  et  w  =  œ  ;  nous  suppose- 
rons de  plus  que  u  croisse  avec  y,  ce  qui  donne  finalement 
l'équation  ^, 


;2 


r    +    (^'   —   «)       =«^^ 


avec  l'égalité 

On  a,  d'autre  part. 


donc  l'équation  en  coordonnées  cartésiennes   de  l'extrémale 
est 

{x  —  cf  -{-y^=a^ 

c'est  une  circonférence. 


IVouvelles  conditions  nécessaires  clans  le  cas  où  Ses 
points  extrêmes  des  courbes  cliercliées  ne  sont 
plus  fixes. 

63S.  Jusqu'à  présent  nous  avons  toujours  supposé  fixes  les 
extrémités  des  courbes  cherchées,  et  le  chemin  de  l'intégration 
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entièrement  arbitraire.  Supposons  maintenant  que  les  extré- 
mités du  chemin  d'intégration  ne  soient  plus  fixes,  mais  seule- 
ment soumises  à  certaines  conditions.  Parexemplesi^o,  ?/o  sont 
les  valeurs  des  coordonnées  x,  y  qui  correspondent  à  X  =^  X^' 
x^,  ?/i  celles  qui  correspondent  à  X  =  X^,  supposons  qu'on  ait 
entre  ces  quatre  quantités  des  relations  telles  que 

9i  {^^^  ^0'  ^1'  lU)  ===0        (^'  <  4)-  (^^*) 

Ilest  clair  qu'avant  tout  les  courbes  cherchées  devront  être  des 
extrémales  ;  un  exemple  simple  le  fera  comprendre.  Le  plus 
court  chemin  entre  deux  points  inconnus  et  soumis  à  certaines 
conditions  sera  toujours  une  ligne  droite  ;  les  conditions  acces- 
soires serviront  seulement  à  fixer  la  position  de  la  droite.  De 
même,  en  général,  si  la  courbe  f{x,  ?/)  =  0  est  une  solution  du 
problème,  entre  les  points  extrêmes  de  l'arc  de  cette  courbe 
cet  arc  devra  être  extrémal  ;  sans  quoi,  on  pourrait  entre  ces 
deux  points  le  remplacer  par  un  arc  d'extrémale. 

Nous  ne  sommes  plus  ici  absolument  maîtres  des  variations 
parce  que,  aux  extrémités  du  champ  d'intégration,  il  faudra 
satisfaire  aux  conditions  nécessaires  qui  résultent  de  (44)  c'est- 
à-dire  aux  équations  (44)  et  à 

les  équations  (45)  peuvent  s'écrire,  en  se  limitant  aux  varia- 
tions premières, 

Ig,  =  ^  Zx,  -h  ^  oyo  +  ^^'  Zx,  -H  ^-^  8y,  =  0.     (46) 

Nous  choisirons  les  valeurs  suivantes,  Xg  et  X3  étant  deux  va- 
leurs de  X  comprises  entre  les  valeurs  extrêmes  X^  et  X^. 
Entre  X^  et  Xg,  nous  prendrons 

/X  —  X   \3  "        ^  ,      /X  —  X,\3  •  ' 

ô^  ^  s.;„  \y^^^  )  •.     °i/  =  ^yo  ^"7=^; j 

qui  conservent  un  signe  constant  sur  l'arc  A  et  qui  de  plus  se 
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réduisent  à  ^œ-^,  Sy^  pour  X  =  l^  ;  entre  X^  et  Xg,  nous  suppose- 
rons 

.,  ^x  =  Oy  =  0 

et  enfin  entre  X3  et  Xj  nous  poserons 

.  /X  —  XgV  .  ,  /X  —  X3V 

0^  =  ^o^'.  IxT^if  j  '      ^y  =  °2/,  (x;Trf3 j  ' 

de  sorte  que  la  courbe  variée  sera  très  voisine  de  l'arc  A  et 
de  plus  satisfera  aux  conditions  aux  limites  :  elle  est  de  celles 
vis-à-vis  desquelles  l'arc  A  doit  fournir  un  extremum.  La  va- 
riation de  l'intégrale  est  toujours  donnée  par  l'identité  (23) 

(Ph:  -h  Qoy)  dl. 

L'arc  A  devant  être  une  portion  d'extrémale,  on  devra  toujours 
avoir,  comme  d'ailleurs  on  le  voit  en  adoptant  les  valeurs  ci- 
dessus  données  pour  les  variations  {*), 

Mais  il  faudra  de  plus^  pour  que  SJ^^  soit  nulle,  que  l'on  ait 
[F'^,]^  8a;,  +  [¥\^]^  82/,  -  [F'^.]^  8a^o  -  [F'^^.]^  8y„  =  0.  (47) 

Dans  l'équation  précédente  les  indices  indiquent  qu'il  faut 
remplacer,  dans  les  dérivées  FV,  FV,  les  variables  iv,  y,  x',  y', 
par  x^,  2/1,  x\,  y\,  pour  celles  qui  ont  l'indice  1  et  par 
^0»  ?/o»  ^'o>  y'o  pour  celles  qui  ont  l'indice  ^eVo.  Des  équations 


(*)  On.  pourrait  se  demander  s'il  rie  serait  pas  possible  d'annuler  8J01 
en  compensant  la  partie  intégrée  par  l'autre  ;  mais  le  signe  de  la  partie 
non  intégrée  étant  arbitraire,  cette  partie  ne  pourra  être  dans  tous  les 
cas  égale  et  de  signe  contraire  à  l'autre.  Elle  devra  donc  être  nulle 
séparément. 
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(46),  on  tirera  i  des  variations  Sa;^,  Sy^,  ^cc^,  y  ^  pour  les  porter 
dans  (47)  et  l'on  annulera  les  coefficients  des  variations  qui 
auront  subsisté.  On  aura  ainsi  de  nouvelles  conditions  néces- 
saires. 

Supposons  par  exemple   qu'il  y  ait  deux  relations  de  la 
l'orme  (44 


9,  (^o>  2/0)  =  0 
9i  {^u  Vi)  =  U 


(48) 


Les  relations  (46)  s'écriront 


-^  oxi  -h-  -^  o?y   =  0 


(49) 


«n  portant  dans  (47)  les  valeurs  de  ^x^,  ^x^  tire'es  des  égalités 
précédentes,  et  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  0^,^  et  de  8^^, 
on  obtient  les  proportions 

Ces  équations  jointes  aux  équations  (48)  détermineront  les 
|)oints  £»(),  î/o,  ojj,  2/1  où  aboutiront  les  extrémales.  On  peut 
encore,  si  l'on  veut,  remplacer  les  équations  (30)  par  les  sui- 
vantes 

[FV]    ox,  4-  [F]    8y,  =  0    ) 

auxquelles  il  faut  alors  adjoindre  les  équations  (49). 

033,  Reprenons  quelques-uns  des  exemples  déjà  traités. 
Nous  avons  vu  au  n^  618  que  les  plus  courts  chemins  entre 
deux  points  étaient  des  droites.  Si  les  points  extrêmes  doivent 
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être  sur  deux  courbes  données,    on  aura   en  chacun  de  ces^ 
points 

c'est-à-dire,  à  cause  des  valeurs  de  F',r',  F',^', 

cc'ox  H-  y'oy  =  0 
OU  . 

l-4-pî?/  =  0.  '  (52) 


C'est  la  condition  d'orthogonalité  connue;  ainsi  le  plu& 
court  chemin  entre  deux  courbes  se  compte  sur  une  normale 
commune.  De  même  si  l'un  des  points  œ^,  y^  est  fixe,  la  plus 
courte  distance  de  ce  point  à  une  courbe  se  compte  sur  une 
normale  à  la  courbe  issue  de  ce  point.  Remarquons,  en  pas- 
sant, que  nous  avons  seulement  exprimé  que  la  distance  des 
deux  points  était  extremum  :  l'on  sait,  en  effet,  que  les  nor- 
males issues  d'un  point  aune  courbe  peuvent  être  des  chemins 
maximum  ou  minimum. 

Le  deuxième  exemple  donnerait  lieu  à  des  remarques  ana- 
logues ;  la  chaînette,  qui  est  l'extrémale  cherchée,  doit  être 
normale  aux  courbes  qui  la  limitent. 

634.  Théorème  sur  les  lignes  géodésiques.  —  Soit  l'arc  de- 
(/éo  désigne 


J  =    /       v/Eti'2  _,_  2  Fu'v'  -f-  Gv'^dl  ; 


'Ka 


sa  variation,  si  les  extrémités  M^  et  Mj  décrivent  deux  élé- 
ments de  courbes  quelconques  MqNo  et  MjN^,  aura  pour  ex- 
pression (23) 

gj  _  UEu'  -4-  Fv')ou  -f-  (F^^'  H-  Gv')  S^"j^'  , 
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Or,  si  l'on  considère  les  deux  droites 

X  —  œ       Y  —  1/       Z  —  ^ 


dx 

dy 

dz 

\  —  x 

Y -y 

Z  —  z 

^x 

oy 

"      ^z     ' 

le 

cosinus 

de  leui 

[■  angle  aura  pour 

expression 

dx^x 

+  dyoy  -t-  dzoz 

dsos 
ou,  en  remplaçant  dx  par 

—  du  -\ dv, 

de  même  dy,  dz,  qx,  oy,  oz  par  des  développements  analogues, 

,  ,     .  .  {Edu  -+-  Fdv)  ou  -+-  (Fdu  H-  Gdv)^v 

cos  (rts,  ùs)  _  ^      ^^^ 

La  variation  de  l'arc  de  géodésique  peut  donc  s'écrire 

3J  z=  \h  cos  {ds,  ùs)]  ^  =  MoNq  cos  {ds^,  os^)  -\-  M^N^  cos  (ds^,  8si). 

C'est  la  généralisation  d'une  formule  connue  (I,  n°  449).  A 
l'aide  de  l'expression  de  8J  en  ou,  ov,  on  vérifierait  aisément 
que  J  est  une  solution  de  l'équation  (43)  (n°  629). 

635.  Formule  de  Tait  et  ïhomsom.  —  Les  mêmes  consi- 
dérations permettent  d'interpréter  la  variation  d'une  des  inté- 
grales définies  au  n°  626,  ou  plus  exactement  la  partie  princi- 
pale de  l'accroissement  de  cette  intégrale  lorsqu'on  remplace 
la  courbe  extrémale  par  une  courbe  infiniment  voisine.  A  cet 
«ffet  reprenons  la  formule  (23)  étendue  à  trois  variables  ; 
comme  la  courbe  (G)  d'où  l'on  part  est,  par  hypothèse,  une 
€xtrémale,  l'intégrale  est  nulle  et  l'on  a 

6J  =,  [FV  ^x  +  FV  Sy  -+-  F','  ^zf' 

V    dx  ^  dij  5j  dz  ^~\  ^ 
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Désignons  par  ©  (Mo),  ?  (Mj)  les  valeurs  de  <?  (x,  y,  z)  aux  li- 
mites et  soient  No,  Ni  les  extrémités  de  la  courbe  (r)  infini- 
ment voisine  de  (C)  ;  soient  enfin  Mo  To  et  M^  T,  les  tangentes 
à  l'extrémale  (G)  en  Mo  et  Mj.  On  aura 

i_ds  ds    -^        ds       J^^ 

Lofs  ds    ^        ds       J^^ 

=  —  M^Ni  cos  ïJÏA 


FiG.  oO 


et  enfin 

oj  =  _  MqNo  (f  (Mo)  cos  T^lX  —  M^Nj  cf  (Mj)  cos  I^ÏX 

Telle  est  la  formule  que  nous  voulions  obtenir. 

Dans  le  cas  particulier  où  <f  =  1,  on  retrouve  la  formule  du 
n°  449  tome  1"^^  si  la  courbe  (C)  est  une  ligne  droite,  et  celle  du' 
numéro  précédent,  si  la  courbe  (G)  est  une  géodésique  tracée 
sur  une  surface. 

636.  Les  applications  de  la  formule  précédente  sont  nom- 
breuses. Gherchons  par  exemple  les  extrémales,  définies  par 
les  formules  (42),  qui  vont  d'une  surface  donnée  à  une  autre 
surface  donnée.  Soit  encore  Mo  et  Mi  les  extrémités  de  l'ex- 
trémale cherchée;  faisons  varier  seulement  le  point  M,.  On  aura 

SJ  =  —  M^Nj  cos  ïjî^"; 

et,  puisque  ôj  doit  être  nulle, 

cos  tJï^i  ==  0. 
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Ainsi  l'extrémale  inconnue  doit  être  normale  à  la  deuxième 
surface  ;  on  verrait  de  même  qu'elle  doit  être  normale  à  la 
première. 

Par  exemple  les  brachistochrones,  correspondant  à  une 
fonction  de  forces  donnée  U  (n"  627,  remarque)  et  à  une  va- 
leur donnée  de  la  constante  h,  qui  vont  d'une  surface  à  une 
autre  sont  normales  aux  deux  surfaces. 

637.  Nous  avons  suppose'  jusqu'à  présent  que  la  quan- 
tité F,  qui  figure  sous  le  signe  /,  est  indépendante  des  limites 
et  qu'il  est  toujours  possible  de  trouver  un  paramètre  qui 
prenne  les  mêmes  valeurs  aux  limites  sur  toutes  les  courbes 
variées.  Il  n'en  est  pas  toujours  ainsi  ;  par  exemple  dans  le 
problème  de  la  brachistochrone  (n^  627),  si  les  extrémite's  ne 
sont  plus  données,  mais  seulement  assujetties  à  se  trouver  sur 
des  courbes  données,  la  vitesse  sera  donnée  en  un  point  quel- 
conque par  la  formule 

l'axe  des  y  est  toujours  une  verticale  (dirigée  cette  fois  vers 
le  bas),  et  la  quantité  F  contiendra  y^  et,  en  outre,  t\  qui  peut 
être  supposée  une  fonction  donnée  de  X(^  et  de  z/o» 

Avant  de  voir  ce  qu'il  convient  de  faire  dans  ce  cas,  mon- 
trons qu'on  peut  toujours  supposer  les  limites  de  l'intégrale 
fixes.  Si  l'on  a  en  effet 


J=    /       f{ûo,y,...)d'k, 
il  suffira  de  poser 

pour  transformer  cette  intégrale  dans  la  suivante 
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et  ici  les  variables  doivent  être  considérées  comme  dépendant 
de  t  et  des  constantes  Xj,  >^o' 

Plaçons-nous  donc  dans  celte  hypothèse  et  soit 

i=   j      Fdl=   j      F  [oo,  y,  x',ij',x^,y^,x^,y,),  dl 
l'intégrale  à  rendre  extremum.  On  aura 

F  (^  +  ^x,  y  -\-^y,  x'  -h  Sa:',  ...  ?/i  +  ^yi)  dl. 

Choisissons  d'abord  un  système  de  variations  qui  laissent  fixes 
les  extrémités  de  la  courbe  C  ;  il  faut  traiter  cc^,  y^,  x^,  y^  comme 
'des  constantes.  L'équation  des  extrémales  (P  ==  0,  Q  =  0)  donne 
alors,  en  se  reportant  à  la  formule  (23),  l'identité 

*\ 

(F^  ^x  +  F  y  ly  -^  F',,  ox'  -h  F' y.  8t/')  dl  =  [F',-  Ix  +  F'^^-  hj]l'-, 

il  en  résulte  pour  la  partie  principale  de  AJ,  si  Ton  choisit  les 
variations  ox,  oy  comme  au  n°  632, 

c'est  cette  variation  qui  devra  être  nulle  en  vertu  des  égalités 
(46).  D'où  l'équation 

F\^^d\-i-\..-^oy,    /       F'y^^X.(53) 


^l 


638.  Appliquons  ces  considérations  à  la  brachistochrone. 


vf^ 
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Soit  d'abord  v^  =  0.  On  aura 

v^  =  2g{y  —  y,) 
d'où  ^  •  ■=  . 

ds 


dt  = 


v/2^  (2/  -  Vo) 
Nous  avons  donc  à  rendre  extremum  l'intégrale 


■.\ 


j=  /   ^-^l^£di. 

D'abord  la  courbe  cherchée,  devant  être  une  extrémale,  sera 
une  cycloïde  ;  les  formules  (49)  et  (53)  nous  apprendront  seu- 
lement comment  la  brachistochrone  aboutit  aux  courbes  qui 
la  limitent.  On  doit  avoir  simultanément 

-     _e-^  ox,  H ^  0?/.  =  0 

r       ^'  0^      _j_       y'  ^y     i^'i 


y^'2  H-  y^  \/y  —  ^0     v/^'^"  +  y"  ^y 


d    \Iog'^ 


y 


n 


(54) 


/        dy,  sji^j  -  y^) 


C-'   AQ 


Choisissons  d'abord  un  système  de  variations  tel  que 

^^0  =  ^2/o  =  0  ; 

l'équation  (34)  devient 

x\  Ix,  +  2/'j  ô^,  =  0,  (55) 

c'est-à-dire  que  la  brachistochrone  aboutit  normalement  à  la 
courbe  d'arrivée  (condition  nécessaire). 
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Si  maintenant  les  variations  o^Tq,  h/^  ne  sont  pas  nulles,  nous 
allons  transformer  l'équation  (54).  Remarquons  que  l'une  des 
équations  de  l'extrémale 


P  =  F'    —  ~  F'  -  =  0 


donne 


et  aussi 


F',  = 


De  même 


\/x'-  -i-  i/'^  \J\j  —  2/0       \/c 


Y'd\  =  dF',, 


F'yd\   =  d¥\j: 


(56) 


En  portant  cette  dernière  expression  sous  le  signe  /  dans  (54) , 
cette  équation  devient,  en  intégrant  et  tenant  compte  de  (56), 

[x'  ox  -H  ?/'  ô^/n^i  r    y'   ~i^i 


ou 


OU  enQn,  ^  cause  de  la  condition  déjà  écrite  (55), 

Au  point  de  départ  sur  la  courbe  g^  (x,  y)  =  0  la  tangente  à 
cette  courbe  est  donc  perpendiculaire  sur  la  tangente  à  la 
brachistochrone  au  point  d'arrivée. 

639.  On  aurait  pu  encore  ne  pas  supposer  la  vitesse  initiale 
nulle^  mais  supposer  par  exemple, 

vl  —  ^gvr 
Dans  ce  cas,  l'extrémale  est  normale  aux  deux  courbes  qui  la 
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limitent  ;  on  retombe  en  effet  sur  le  cas  où  l'expression  à 
intégrer  est  indépendante  des  limites,  cas  que  nous  avons 
étudié  géométriquement  (n°  635). 


Cas  où  une  intégrale  conserve  une  valeur  donnée 
le  long'  du  chemin  qui  doit  rendre  une  autre  inté- 
grale extreniuni. 


640.  Le  problème   nouveau  à  traiter  est  le  suivant.    Il 
s'agit  de  rendre  extremum  l'intégrale 

F  (^,  y,  x',  ij)  âX 
sous  la  condition  que  l'intégrale 

G  [x,  y,  X',  y')  dl  (57) 

ait  une  valeur  constante.  Le  type  de  ces  problèmes,  qu'on 
peut  di^^û^v  problèmes  isopérimétriques,  est  celui  qui  consiste 
à  enfermer  sous  une  ligne  convexe  fermée  une  aire  maximum  ; 
il  faut  dans  ce  cas  rendre  maximum  l'intégrale 

ij  ds  cos  (N,  tj), 
■■« 

sachant  que  la  ligne  courbe  a  une  longueur  donnée 

^\ 

ds=  l. 
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Nous  supposerons  expressément  que  Textremum  absolu 
de  J  ne  peut  pas  être  atteint,  sans  quoi  le  problème  ne  se 
poserait  pas. 

On  peut  calculer  la  variation  de  K  comme  on  a  calculé  celle 
de  J  ;  introduisons  alors  des  quantités  analogues  à  P  et  à  Q 
(22),  savoir 

rlC  fie 

la  variation  première  de  K  s'écrira 


8K 


=  [GV  5^  +  G'y  Sy]5;^  4-     /       (S  3^  +  QS^/)  dl.    (59) 


Cela  posé  considérons  toujours  un  arc  A  partagé  en  trois 
sections  correspondantes  aux  valeurs  de  X,  ^o  <  ^2  <  ^3  <  ^1  '■> 
supposons  que  l'on  ait  entre  X^^  et  1^ 

entre  X^  et  Xg  "  ' 

OX  =   OlJ  z=  Oj 

et  entre  l^  et  À^ 

8^=  VA'. 

On  aura,  en  supposant  fixes  les  extrémités  du  chemin  d'in- 
tégration, 

/^''2  /^^2  /-»^l  ri^i 

ôj  =  £    /      PAdl-{-r^   j      QAc^X  +  e'    /      PA'c^X+V   /      QAm. 
*y\  ^\  ^h  ^\ 

Les  quantités  A,  A  restant  positives,  on  peut  appliquer  le 
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*  théorème  de  la  moyenne,  et,  en  désignant  parP,„,  Q„„  Pp.,  Q.i. 
des  valeurs  moyennes  dans  les  intervalles  correspondants, 
écrire 

/Xj  ^y^.;,  /^^4  /^''l 

.0  .  ^\  *-'\,  ^À3 

On  aura  de  même 

/^■2  /^^'2  /^^I  /^^l 

AcA  +  'oT„^    /      Ac^X-he'S,,    /      7VcA  +  r]'T,,_    /      A'cA. 

Les  quatre  intégrales  qui  figurent  dans  ces  deux  variations 
étant  essentiellement  positives,  8K  et  oj  ne  peuvent  s'annuler 
pour  des  valeurs  simultanées  des  arbitraires. s,  ï],  t',  -q'  que  si 
l'on  a 

P         Q         P        Q 

q—  —  *--  —  -q-   —  TfT  •  V""7 

ni  ni  [JL  IX 

Supposons  maintenant  que  a^  tende  vers  l^  et  Àg  vers  Xj,  on 
aura 

Mm  P,jj  =  Pq,     11m  Ojj^  =  Qq,     lim  S,,^  ==  Sq,     lim  T,,i  =  Tq 
lim  P,,   =  P^,     lim  Q,,  =  Qi,     lim  S,,  =  S^,     lim  T,^  =  T^, 

et  les  égalités  (60)  se  transforment  dans  les  suivantes 

£_o y  0 M y^i  ffi  n 

s    —  T    ■ —  '^    —  T""  ^    ^ 

^0  ^0  ^1  ^J 

Introduisons  maintenant  la  nouvelle  hypothèse  que  la  courbe 

(G)  ne  soit  extrémale  séparément  ni  pour  l'intégrale  J,  ni  pour 

*   l'intégrale  K.  Alors  on  n'aura  pas  en  tous  les  points  de  l'arc  (A) 

P  =  0,     Q==0,     S  =  0,     T  =  0; 

supposons,  par  exemple,  qu'au  point  X^  une  des  quantités  P  et  Q 
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soit  différente  de  zéro,  Qj  par  exemple.  Nous  pourrons  tirer 
des  égalités  (61)  S^  et  Tq  et  écrire 

T  T 

c  p    _i  T  n  _i  • 

d'ailleurs  1\  ne  peut  être  nulle,  sans  quoi  So  et  Tq  seraient 
nulles  et  l'arc  A  sera  extrémal  pour  K,  ce  qui  est  contraires 
rhypothèse.  11  existe  donc  une  constante  a. 

Qi 

indépendante  du  point  initial  X^,  différente  de  zéro,  et  telle  que 
l'on  ait  identiquement 

Le  point  initial  pouvant  être  pris  arbitrairement  sur  l'arc  A 
considéré,  la  courbe  dont  cet  arc  fait  partie  doit  donc  satis- 
faire aux  équations  différentielles 


F'.  -  rx  F'.'  +  «  (c.  -  é  <"'' 

F'    —  F'  , 

y      di    y 


(62) 


{""'y-Ti^'y)-^) 
Posons 

H  =  F  -h  aG; 

les  équations  précédentes  s'écrivent 

H',  -  ^,- H',.  =  0,  HV  -  Ij;  HV  =  0,  (63) 

Nous  pouvons  alors  énoncer  le  théorème  suivant  :  les 
courbes  qui  retident  extremum  V intégrale  J  sous  la  condition 
cjue  rintégraleli.  conserve  une  valeur  constante  sont  les  extré- 
males  de  r intégrale  J  -h  «K,  «  étant  une  constante  ciui  nest  ni 
nulle  ni  infinie. 

La  symétrie  des  formules  montre  que  les  mêmes  équations 
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feraient  connaître  l'extremum  de  K,  dans  le  cas  où,  K  étant 
variable,  J  conserverait  une  valeur  constante.  Le  môme  fait 
se  rencontre  dès  les  théories  les  plus  élémentaires  ;  il  suffit  de 
se  rappeler  les  deux  théorèmes  corrélatifs  qui  concernent 
l'extremum  du  produit  (ou  de  la  somme)  de  deux  nombres 
lorsque  la  somme  (ou  le  produit)  de  ces  deux  nombres  con- 
serve une  valeur  donnée. 

Rappelons  une  dernière  fois  que  l'extremum  relatif  étudié 
dans  cette  section  est,  par  hypothèse,  essentiellement  distinct 
de  l'extremum  absolu  de  J.  Nous  appellerons  la  courbe  qui 
fournit  cet  extremum  relatif  une  courbe  relativement  extré- 
mule. 

($41.  Exemple.  —  Reprenons  l'exemple  traité  au  n°  630. 
Il  s'agit  de  rendre  extremum 


sachant  que 





K=    /       \J{x"'-[-y'^)d'k  =  l. 
La  première  équation  (63)  donne  ici 

En  prenant  y  comme  variable  indépendante,  l'intégration 
est  immédiate  ;  on  a  en  effet 


v/'-r-^y 


d'où 
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et  enQn 

[x  —  hf  -\-  (y  —  ay  =  a-. 

Les  courbes  cherchées  sont  des  ch'conférences. 

642.  Si  les  limites  de  l'intégration  ne  sont  plus  fixes  comme 
nous  l'avions  supposé,  mais  si  les  points  extrêmes  vérifient  des 
relations  telles  que 

gi  C^o'  2/0'  ^n  2/i)  =  0       («■  <  ^)'  (64*) 

une  analyse  analogue  à  celle  du  n»  632  permet  encore  d'obtenir 
les  conditions  aux  limites,,  les  seules  qui  restent  à  obtenir  ; 
il  est  clair  en  effet  que  les  courbes  cherchées  doivent  avant 
tout  satisfaire  aux  conditions  (63).  L'accroissement  de  K  lors- 
qu'on passe  à  la  courbe  variée  est,  sous  la  réserve  que  l'on 
part  d'une  courbe  relativement  extrémale, 

_  AK  =  [G',,:  ox  +  G\y  8.y]^^  +     /       (S 8^  -h  T hj)  dl 

-h  [ox,  hj,  ox',  Vis. 

en  se  conformant  aux  notations  du  n°  616.  Choisissons  pour 

les  variations  les  valeurs  suivantes  : 

sur  l'arc  X^  l^,  ,  • 

,        /  X  —  A,  y  . 
■      orj  =  Q-fErrJ  '^^^/o'  -^  '  (^^  ~  ^y  (^  -  ^«^'' 

sur  l'arc  l^  -^s»    '  " 

ox  =  olj  ^=  0, 

et  sur  l'arc  >3 1^ 
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on  aura 

+  fe,  8a?o,  8yo,  ^x^,  SyJ^. 

Il  résulte  de  là  qu'on  ne  pourra  avoir 

AK  =  0  (65) 

qu'en  prenant  pour  s  une  série  du  type  [occ^,  Sy^,  Sa7^,  Sz/J^  puis- 
qu'on peut  choisir  l'intervalle  de  manière  que  Ty  conserve  un 
signe  constant.  L'égalité  (65)  entraine  aussi  la  suivante 

AJ  =  A  (J  -+-  aK)  ; 

d'autre  part,  comme  nous  supposons  la  courbe  considérée 
relativement  extrémale, 


"^0 


AJ  =  [H'^.  ^x  -h  H'^-  ^y]l'  ^     l       d\  (8^,  hj,  Zx',  8ij% 


Grâce  aux  variations  choisies  qui  sont  continues  ainsi  que 
leurs  dérivées-  premières  et  secondes,  l'intégrale  est  une  série 
de  la  forme  [}xq,  hj^,  ox^,  Syja  et  la  condition  SJ  =  0  se  réduit  à 

[HV  Sx-  +  H'^,  oVjJ^i  =  0,  (66) 

qui  doit  être  compatible  avec  les  conditions  déduites  de  (64), 
c'est-à-dire  avec 

ôa^o      "       ^2/0  ^«'i  ^2/1 

643.  Septième  Exemple.  —  Trouver  la  figure  d'équilibre 
d'un  fil  pesant.  Si  l'on  suppose  l'axe  des  y  vertical  et  dirigé  vers 
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le  bas,  l'ordonnée   du  centre  de  gravité  est  donnée  par  la 
formule       •  » 


Y  =  |     /       yds 


dans  laquelle  /  est  la  longueur  du  fil  ;  cette  ordonnée  doit  être 
maximum.  Il  faut  donc  rendre  maximum 


J  =     /        y  six'""  -h  y""  âX, 


sachant  que 


K  =     /       \/^'^  H-  xp  dX  :=^l. 


L'égalité  HV  =  constante  donne  ici. 

x'                          oo' 
y    ,-  +  a  -— =  a. 

Prenons  y  comme  variable  indépendante  ;  nous  obtenons 
l'équation  différentielle 


\/l  H-  X'^         ^ 

ou 


dx         ,      ^ 

X 


-      .  ^y  \/{y  H-  a)2  —  a^ 

L'intégrale  s'obtient  immédiatement  (page  332)  : 


1=^       s/ [y  H-  «)^  —  g^  -h  y  +  «  —  a 
y  {y  -^  '^T  —  a^  -\-  a  —  y  —  a 
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.y-  b 

En  ajoutant  la  valeur  de  <?'«  à  celle  de  son  inverse,  on 
trouve  l'équation 

qui  est  celle  d'une  chaînette. 

IntroclucUon  de  dérivées  d'ordres  supérieurs 

644.  Nous  supposerons  maintenant  que  la  quantité  qui 
ligure  dans  l'intégrale  à  rendre  maximum  contient  les  dérivées 
des  variables  x  et  y  jusqu'à  l'ordre  p: 

F  {œ,  ij,  x',  y',  x",  y"  ...  cg^p),  tjW)  dl        (67) 

€t  nous  n'examinerons  encore  que  les  intégrales  qui  sont  indé- 
pendantes du  choix  de  la  variable  sur  la  courbe  variée  ;  on 
aura 

f       Y{x  ->r  ^x,  y  -^  oy,  ce'  -+-  ^x' ,   ...    yip)  -\-  oy(/))  cil, 
Xo  " 

d'où  . 

^\ 

(termes  du  2°  ordre). 
Pour  ramener  les  intégrales  à  ne  contenir  que  les  variations 
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des  variables  ^  et  ?/  et  noa  celles  de  leurs  dérivées,  il  faut 
transformer  les  intégrales  du  type 


/ 


Remarquons  d'abord  que 

8„(fc)  _  8  ^  _  ^'  (y  +  H  _  ^  _  ^''°> 


On  a  alors  en  appliquant  la  formule  d'intégration  par  parties 
généralisée  (page  351) 


y^|La,<..x=y'^^f«|'.x 


Posons 


B   ^= ,       B ,   =  — -, ,   ...  Bi-  =  — rr\ 


et  continuons   à    désigner  par  des  accents  les  dérivées  par 
rapport  à  ^  ;  la  formule  précédente  s'écrira 


\r^  %('^)  dl  =  [b,  hj  (''■  - 1)  —  B',  oy  C^—  2)  H-  . . 


B,(''-^)82/c^>'. 
La  variation  de  I  se  mettra  donc  sous  la  forme 

(Fox-^Qhj)dl,      (70) 

■'0 
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les  lettres  ^      2,    indiquant  des  sommes  de  termes  analogues 

au  second  membre  de  la  formule  (69),  elles  lettres  P,  Q  ayant 
des  significations  faciles  à  trouver.  Par  exemple,  en  désignant 
par  des  lettres  A  affectées  d'indices  les  dérivées  par  rapport 
à  ;r,  ^'  ...,  on  a  . 

P  =  A  —  A',  +  ...  +  (— l>^  AOO 

En  raisonnant  comme  au  n°  621,  on  trouvera  encore,  pour 
que  I  soit  extremum,  les  conditions  nécessaires 

P  =  0  Q  =  0.  *  (71) 

645.  Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  la  théorie  géné- 
rale qui  ne  présente  plus  de  difficultés  sérieuses  ;  c'est  ainsi 
que  les  conditions  de  la  nature  des  équations  (44)  devront 
être  différentiées  par  rapport  au  signe  S  un  nombre  de  fois 
suffisant  pour  introduire  les  variations  de  l'ordre  le  plus  élevé 
rencontrées  dans  le  problème.  C'est  ainsi  encore  que,  si  l'on  a 
une  condition  de  la  forme 

K==    I       G  [x,  ce' ...  œi"),  y,  y'  ...  yi""))  dt  =  constante  ; 

il  suiPira  d'exprimer  que  l'intégrale  I  -+-  aK  est  un  extremum, 
a  étant  une  constante  essentiellement  différente  de  zéro. 
Nous  nous  bornerons  à  un  exemple. 

646.  Huitième  exemple.  —  Trouver  la  courbe  pour  laquelle 
€aire  comprise  entre  un  arc  de  cette  courbe,  les  normales  aux 
extrémités  de  Varc,  et  V arc  de  la  développée  compris  entre  les 
deux  normales  sont  un  minimum. 

Nous  prendrons,  comme  aire  élémentaire,  l'aire  comprise 
entre  deux  normales  infiniment  voisines  et  l'arc  qui  joint  leurs 

1 

pieds;  celte  aire  a  pour  partie  principale  o  çds  ou,  en  rempla- 
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çant  le  rayon  de  courbure  par  sa  valeur  en  fonction  de  l'arc  et 

1  d^ 

2  diM' 


1  ds"^ 
de  l'angle  de  contingence  c^w,  s  -r-,  c'est-à-dire 


2       '   "doi  ~"2    ,         ,        %J  ~1oo'%J'—i,'og"^' 

d.  arc  tang  '^,  j        j 


L'intégrale  à  rendre  minimum  est  donc 
On  a  ici 


—    /       x'  tf  —  y'  x"      ' 


F',  =  F',  =  0, 


et 


Transformons  directement  ces  diverses  intégrales  : 


^x'  bx         !    d^    bx 


dF^ 
dl 


Sy  —Ml  dl 


F':  ^x"  dl  =  W.  F'  .  -  4  F'v.  8^  -h    /  ■^^'  Sa;  c^X 


Jf',.  s/  .a  =S,'.  FV  -  I,-  F',,.  S,  ^y'^^^-  ^^^^. 
Si  l'on  choisit  d'abord  les  variations  qui  laissent  les  coor- 


CALCUL   DES    VARIATIONS 


807 


données  des  extrémités  de  l'arc  (A)  et  leurs  dérivées  invariables, 
on  voit  que  ôl  se  réduira  à 


a.r- 


81  = 


ûf^F'  "       dF'> 


dl' 


ca 


8a? 


'-S^-'-^VvLx 


et  l'on  aura,  pour  l'annuler,  les  conditions 


dl""  dl    ~ 


d^F'.,       dF'^^^^ 


dl' 


dX 


qui  s'intègrent  une  première  fois 

~df-^'^'---  , 


y.  _  F'  '■ 

di         y 


] 


(72) 


Or  on  a 


»"  ~  {x'  tf  —  y'  x"f 
'  2/"~   {x'y"  —  î/'a?'7  ' 


On  en  déduit  aisément  l'identité 


dF',.,    _   ^,dF\j. 


^     d\    ^  ^     d\ 


d'autre  part  F  étant  homogène  et  du  second  degré  par  rapport 
aux  lettres  x',  ij,  œ",  y" ^  on  a,  en  vertu  de  l'identité  d'Euler, 

^'  FV  H-  y'  F'y  -+-  ^"  FV  +  /  F'^,.-  =  2F 

et  en  retranchant  l'identité  précédente  et  tenant  compte  de  ce 
que  l'on  a  aussi 


a;"FV  +  /F'^.  =  -F. 

~d\j  '^y'  \-  y       dT 


(73) 

dF'A  (  dF'\ 

,'  (  r.  -  -^  U  ,'     F'  .  -  -,f    =  2F,       (74) 
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c'est-à-dire  enfin,  à  cause  des  équations  (72)^ 

ax' -h  hy'  =  2F.  (75)' 

Prenons  s  comme  variable  indépendante  et  posons 

,       dan  ,       dii 

X  =  -y-  =  cos  0)       ,       II'  =  -;-  =  sin  w. 
as  -^         as 

Comme  on  a  par  définition, '  doi  étant  évidemment  égal  à 
l'angle  de  contingence 

2F  =  ^', 

l'équation  (75)  devient 

ds 


a  cos  w  +  5  sin  w  =   , 


s  —  s„  r:=  &  COS  w  —  a  sin  oi  =r  • sin  (a  —  w)  :^  A  sin  (w  —  a), 


OU,  en  intégrant, 
en  posant 


b  ==  a  tang  a      ,       A  =  — 


COS  a 


Faisons  tourner  les  axes  d'un  angle  a  ;  la  formule  précédente 
devient 

s  —  Sq  =  A  sin  ff , 

«P  désignant  l'angle  que  fait  la  tangente  avec  le  nouvel  axe  des  x. 
Les  nouveaux  cosinus  directeurs  de  cette  tangente  sont 


doo  dy 


On  en  déduit 


dx  =  A  COS^  CD  r=r  -^  (1  4-  COS  2'f) 

A 

dy  =  A  sin  «p  cos  «p  =  -a  sin  2cp, 
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d'où 

A 

CG  —  ^0=^  f  (2cp  -i-  sin  2co) 

y  —  ^0  =  4  (1  —  cos2(f). 

On  reconnaît  les  équations  de  la  cycloïde. 

647.  Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  la  théorie  géné- 
rale fournit  des  identités  analogues  aux  identités  (73)  et  (74). 
Cela  résulte  de  ce  que  nous  ne  considérons  que  des  intégrales 
indépendantes    du  choix  de  la   variable,  c'est-à-dire 

„  /  dx    du    d^x        dPy\  ,.        t-.  /  dx        di'7/\    , 

Nous  avons  déjà  posé  (n"'  643) 

^  —  ^  ~  'dî  ^  'WJ  -••  ~^  ^~  ^^   'dW 

0  — B  — ^H-^^     _+_r_iv^-^^ 

^""^        dl  ^    dl'   ••■  ^^        -^     c^Xi^  • 

Le  calcul,  que  nous  avons  seulement  indiqué  au  même  numéro, 
amènerait  à  poser  aussi 

P  _A   — -^        0   — R   — -^ 

fp  —  Ap  —   ^^(^^,  ,  Up  —  Dp  —  ^y^^,^  , 

P  A        dAij^  j        ^  p.        ^l^t  +  i 

Po  =  P,     Qo  =  Q- 
L'on  démontre  alors  les  identités  suivantes 

Px'  -\-Qij'  =  0 

Pp^'-4-  Qp^j'  =  0 

F  =  p,^'  +  Q^y  4-  P^a^"  -h  Q,y"  -f-  ...  -h  Ppxip)  +  Q,,3/00. 


810  CHAPITRE    XVll 


Principe  de  la  iiioindre  action 

648.  Neuvième  exemple.  —  Nous  traiterons  encore,  vu 
son  importance  en  mécanique,  une  application  où  figurent 
plus  de  trois  variables  ainsi  que  leurs  dérivées  premières. 

Le  principe  de  la  moindre  action  exprime  une  propriété 
du  mouvement  d'un  système  de  points  matériels  indépen- 
dante du  temps  ;  les  points  peuvent  d'ailleurs  être  soumis  à 
des  liaisons  pourvu  que  ces  liaisons  ne  varient  pas  avec  le 
temps.  Les  forces  sont  supposées  dériver  d'une  fonction  U 
dans  laquelle  le  temps  ne  figure  pas  explicitement.  La  position 
du  système  dépend  de  k  paramètres  géométriques  indépen- 
dants ^j,  q^y  ...  qk,  c'est  à-dire  que  les  coordonnées  de  chaque 
point  s'expriment  par  des  fonctions  de  ces  paramètres  ne 
contenant  pas  le  temps.  Posons 

doi"^  =  ^  m  {dx^  -+-  di/  -h  dz^)  ; 

c?w2  sera  une  forme  quadratique  des  différentielles  dqi  telle  qufr 

ofw^  =  ^  «ift  dqi  dqit. 

Pour  amener  le  système  donné  d'une  position  initiale  P^  à 
une  position  finale  Pj,  il  suffit  de  concevoir  que  q^,  q^,  ...  sont 
des  fonctions  continues  d'un  paramètre  X^  fonctions  qui  pren- 
nent pour  1^=\^  et  pour  X  =  X^  les  valeurs  des  paramètres 
2'j,  q^  ...  par  lesquelles  sont  déterminées  les  positions  Pq  et  P^ 
du  système.  11  y  a  évidemment  une  infinité  de  systèmes  de 
fonctions,  et  par  suite  de  déplacements  qui  permettent  d'ame- 
ner le  système  de  Pq  en  Pj.  Appelons  généralement  qi^x  la  dé- 
rivée de  Çi  par  rapport  à  un  paramètre  ;^  ;  pour  un  déplace- 
ment déterminé,  les  coordonnées  deviennent  des  fonctions 
de  X  et  l'on  a 
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la  fonction  0  étant  définie  par  l'égalité  précédente.  Introdui- 
sons maintenant  l'intégrale 


A=    /       \/2@\/2{\]  ^  h)dl 

que  nous  appellerons  V action  entre  P»  et  Pj  :  h  est  une  cons- 
tante donnée. 

Le  principe  de  la  moindre  action  s'énonce  ainsi  :  le  dépla- 
cement pouï^  lequel  l'action  qu'on  vient  de  définir  est  minimum, 
est  compris  parmi  les  mouvements  naturels  que  prend  le  sys- 
tème matériel  lorsqu^on  imprime  aux  différents  points  des 
vitesses  telles  que  le  système  passe  de  la  position  P,,  à  la  posi- 
tion Pj  et  que  la  constante  des  forces  vives  soit  égale  à  h. 

Cherchons  en  effet  le  minimum  de  A  ;  en  désignant  par  F 
la  quantité  sous  le  signe  /,  nous  aurons  à  vérifier  les  k  con- 
ditions 


F'     - 

c'est-à-dire 

\/2Q        dU 
\/2U-+-2A^?' 

(z  =  l,2,  ...k), 

\/2(U  +  /i)  ô0 
^2&        ^3'i 

cl  /v/2U  +  2/i    ôer 

Prenons  comme  nouvelle  variable  la  variable  t  définie  par 
l'équation 

^^         -  (76). 


V/2(U 

a. 

A  ; 

on  aura  d'abord 

'ii-K  =  9', 

dt- 

puis,  en  posant 

2T  = 

=  2j  ^ik  9it  (Ikt: 

20  = 

-^^m 

00  _ 
Mi  ~ 

ôT  (dty 

-  Mi  \dl)  ' 

ô0 
Mi\ 

__  ôT  dt 
Mit  d\ 

(77) 
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de    sorte    que   les    équations    de    conditions    nécessaires    à 
l'extremum  de  A  deviennent 

On  reconnaît  les  équations  du  mouvement  sous  la  forme 

que  leur  a  donnée  Lagrange.  De  plus  en  remplaçant,  dans  (77), 

dt  ■ 

-7^  par  sa  valeur  tirée  de  (76),  on  trouve 

ï  =  U  +  A, 

ce  qui  est  bien  l'intégrale  des  forces  vives  correspondante  à  la 
valeur  h  de  la  constante. 

Ainsi  les  trajectoires  naturelles,  fournies  par  les  équations 
de  Lagrange,  s'obtiennent  en  écrivant  que  V action  a  une  va- 
riation première  nulle. 


Variation  des  intégrales  multiples 


649.  Les  méthodes  précédentes  s'étendent  aux  intégrales 
multiples.  Nous  nous  bornerons  aux  intégrales  doubles. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  M  d'une  surface  (S) 
exprimées  en  fonction  de  deux  paramètres  u  et  v.  Nous  pose- 
rons 

et  nous  étudierons  la  variation  d'intégrales  de  la  forme 


J  =   /       /    F  (■^5  2/'  ^>  ^u,  Vu^  ^m  ^u,  Vv,  z^)  du  dv    (76) 
étendues  à  tout  ou  partie  de  la  surface  (S).  Nous  supposerons 


i 
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en  outre  que  J  est  indépendant  du  choix  des  coordonnées  u,  v 
et  ne  dépend  que  de  la  forme  de  la  surface.  Ainsi,  si  l'on 
exprime  œ,  y,  z  en  fonction  de  deux  nouvelles  coordonnées  u,  v, 
on  aura  par  hypothèse 


F{œ,y,z,Xu...Zy)dudv  =:   j      j    F  (x,y,z,Xp...Zq)dpdq 
S  J     Js 

ou,  en  bornant  l'intégration  à  un  élément  de  surface  et  appli- 
quant les  formules  relatives  aux  changements  de  variables 
dans  les  intégrales  définies  (n°  197) 

F  (œ,  y,  z,  Xu...z,)  =  F  {x,  y,  z,  x,  ...  z,)  '-||-^j.  (77) 

Par  analogie  avec  les   notations    relatives  aux   intégrales 
simples,  nous  poserons  immédiatement 

^  du  do      j 

dF'  dV      f 

dF'  dF' 

p    pi/ Zu  £\, 

^  du  dv 

et  nous  indiquerons,   sans  démonstration  (*)  parce  que  nous 
ne  les  utiliserons  pas,  les  identités  suivantes 


(*)  Le  principe  de  la  démonstration  peut  s'indiquer  en  deux  mots. 
On  prend  pourp  et  q  les  valeurs  u  -\-  e,  v  -+-  tj,  s  et  -q  étant  des  fonc- 
tions de  w  et  de  î;  régulières  et  petites  :  puis  l'on  développe  le  second 
membre  de  l'identité  (77)  par  la  formule  de  Taylor  de  deux  manières 
1°  en  considérant  immédiatement  ¥  comme  fonction  de  u  et  de  v 
2"  en  commençant  par  développer  x,  y,  z,  Xu ... 
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650.  Cela  posé,  considérons  conjointement  avec  la  surface 
(S),  la  surface  (S')  déprite  par  le  point  x  -\-ox,y  -^  83/,  z  -^^z 
en  désignant  par  tx,  hj,  ^2  des  fonctions  de  u,  v  que  nous  con- 
sidérerons comme  petites.  Toute  expression  /  définie  sur  (S) 
se  transforme  en  /"-h  A/"  sur  (S');  la  partie  principalede  A/, 
(c'est-à-dire  les  ternies  du  premier  ordre  dans  le  développement 
de  Taylor)  est  la  variation  première  ofàef.  Nous  aurons  en 
particulier 


^^u 

ô  [os  H-  ^x) 

dx       -à^x 

^X^: 

'dix 

(80) 

et  quatre  formules  pareilles  en  remplaçant  x  par  y,  puis  par  z, 

8F  =    2    (^'J^  +  'P'a^J^u-^r^^lx,)         (81) 
œ,  y,  z 

et  enfin  l'intégrale  J  subit,  lorsqu'on  passe  de  la  surface  (S)  à 
la  surface  (S'),  un  accroissement  dont  la  partie  principale  est 

oJ=     /      /    dudvlY.  (82) 

Or,  si  l'on  remarque  que  l'on  a  l'identité 
-     .  _L^_'^_J  =:  F'     Ix^  H-  8^  —^ 

et  d'autres  analogues,  la  formule  (82)  peut  s'écrire 

oj  =     /      I    dudv  (P^x  -h  Qhj  -+-  R8^) 


(83) 


du  dv  i  —  -\ 
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en  posant 

La  seconde  intégrale  de  la  formule  (83)  se  transforme  à 
l'aide  de  la  formule  35''''  (n°  209)  en  une  intégrale  curviligne 
étendue  à  la  courbe  C  qui  limite  la  portion  de  surface  consi- 
dérée 


dtt dv  r^^--i-~]  =  —    /     [Udv  —  Ydu). 


651.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d'établir  des 
conditions  auxquelles  satisfera  nécessairement  toute  surface 
qui  rend  J  extremum.  En  effet  on  pourra  choisir  un  système 
de  variations  qui  s'annulent  sur  le  contour  C  et  qui  conser- 
vent au  premier  terme  de  8J  un  signe  constant  ;  8j  devant 
s'annuler,  on  aura  nécessairement 

P  =  0     ou      F' —-'  —   --r^  =  0 

^  clic  dv 

clF\,         d¥\, 

R  =  0    ou    F,_^^.-'!^=0. 

^  du  dv 

Deux  de  ces  équations  entraînent  la  troisième.  Nous  appel- 
lerons encore  e57/rema/e  de  l'intégrale  J  toute  surface  définie 
par  les  trois  équations  précédentes. 

65!2.  L'analogie  avec  les  extréma  des  intégrales  simples  se 
poursuit  plus  loin.  Supposons  que  les  inconnues  soient  sou- 
mises à  la  condition  que  l'intégrale 


'=  Il 


*  [^,  y.   ^.  Xu-,  lia-,  Za,  X^,  ]j^,  Z-,)  du  dv, 
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dans  laquelle  *  est  une  fonction  connue,  ait  une  valeur  donnée. 
Une  analyse  calquée  sur  celle  que  nous  avons  exposée  au 
n°  637  montrera  que  le  problème  revient  à  rendre  extremum 
l'intégrale  J  4-  «K,  a  étant  une  constante  finie  et  différente  de 
zéro. 

653.  Dixième  exemple.  Trouver  les  surfaces  minima  qui 
passent  par  une  courbe  donnée. 

L'élément  linéaire  étant  défini  dans  les  notations  de  Gauss 
par 

ds^  =  Edu^  ■+2Fdudv  -h  Gdv^, 

nous  avons  vu  (n°  228)  que  l'aire  a  pour  expression 


J  =   /       /   KEG  —  F2  du dv=  /    V A2  -i-  B^  +  C2  du  du, 


les  lettres  A,  B,  G  ayant  les  significations  données  au  tome  I 
(n°  473).  Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  M  à  la  sur- 
face ont  d'ailleurs  pour  expression 

^  Y_  B  ,  C 


^A^  -h  B2  +  C^  /A^  -h  B2  -h  G2  \/A'  -h  B2  4-  C\ 

Appliquons  les  formules  du  numéro  précédent  pour  obtenir 
Textremum  de  J  :  comme 


F  =  /A^  -+-  B^  H-  es 
on  voit  qu'on  aura 

F'^^^  =  y^Z-z,Y,     F\^^=z,X-cv^Z,      F',_,  =  ^,  Y  -  y,  X 
F'^"  =  2/mZ  — ^M^'     F'^„  =  ^M  X  —  û7m  Z,     F'z.=^CGuY  —  yu^- 

Ces  valeurs,  portées  dans  les  équations  (84),  donnent 
immédiatement  trois  conditions  dont  nous  n'écrirons  que  la 
première 

-  P  =  2/.  Z«  -  ^v  Y^.  -  {Vu  \  -  ^u  Y.)  =0. 


D  = 

X  f-    +  Y  ''K    +  Z  f  ! 

ôir             ôir             ôir 

D'=- 

ÙUOV               ÔWÔU               Ô2<ÔU 

D"  = 
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Multiplions  cette  équation  par  X,  les  deux  autres  respecti- 
vement par  Y  et  par  Z,  pui»  ajoutons  membre  à  membre  ;  il 
vient 

PX  4-  QY  +  RZ  =  0.  (85) 

Posons  enfin,  avec  Gauss, 

/v.    Y'    „    Y'    ?-   7/ 

<y.      Y'       11      Y'       -^7/ 

— ^  Y'  1/  y  •?•  7'  - 

les  troisièmes  membres  résultant  des  identités 

Xxu  -h  Yiju  H-  Z^„  =  0 
^  .  XoJu  H-  Yî/t,  H-  Z^-y  =  0 

différentiées  successivement  par  rapport  èi  ^^  et  av.  Avec  ces 
notations,  l'équation  (85)  pourra  s'écrire 

DG  +  D"E  —  2FD'  =  0.  (86) 

Telle  est  l'équation  différentielle  des  surfaces  mini  ma. 

654.  L'interprétation  géométrique  de  cette  équation  est 
immédiate.  Nous  avons  donné,  dans  le  tome  1®"^  (n'^  4^92), 
l'équation  des  rayons  de  courbure  principaux  d'une  surface  en 
un  point.  Un  calcul,  qui  n'offre  aucune  difficulté,  mais  qui 
est  trop  long  pour  trouver  place  ici,  montre  que  la  somme 
jies  inverses  des  deux  rayons  de  courbure  R  et  R'  a  pour 
expression 


r>  ~1     D'  — 


2FD'  — ED"—  GD 


R  "    R'~  EG  — F2 

Donc    les  surfaces  à  étendue  minima   ont  leur  courbure 
moyenne  nulle.  Ce  théorème  est  dû  à  Monge. 

Si  l'on  prend  pour  variables  x  Qi  ij  et  que  p,  q^  r,  s,  t  dési- 
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gnent  les  dérivées  premières  et  secondes  de  z,  l'équation  (86) 
prend  la  forme  simple  (tome  l®'^,  n°  481) 

(1  -+-  1)2)  f  _  2pqs  -h  (1  -t-  q^)  r  =  0. 

L'intégration  introduira  deux  fonctions  arbitraires  qu'on 
déterminera  en  exprimant  que  la  surface  passe  par  la  courJDe 
donnée. 

655.  Si  la  surface  cherchée  doit  enfermer  un  volume 
donné  V,  la  courbe  précédente  sera  réduite  à  zéro  et  l'on  aura 
de  plus 


K=    /      l    3d^  =  \. 


D'après  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  651,  il  faudra  alors  cher- 
cher l'extremum  de  l'intégrale 

J  -h  aK 

ce  qui  donne  immédiatement,  à  cause  de  la  dernière  équation 
(84), 

11 

656.  L'équation  des  surfaces  minima  a  été  intégrée  par 
Monge.  Vu  son  importance  dans  la  théorie  de  la  capillarité, 
nous  allons  l'intégrer  ;  la  première  méthode  rigoureuse  a  été 
donnée  par  Legendre  qui  y  a  appliqué  sa  célèbre  transforma- 
tion (I,  n°  115) 

X=p      ,       Y  =  q      ,       Z  =  .xX^-yY  —  z; 

il  obtient  ainsi  l'équation 

(1 -H  X^)  g  +  2  XY  jI^Y  +  (•  +  Y=) '-^^  =  " 
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qu'on  intègre  en  commençant  par  la  différencier  par  rapport 
à  X.  Si  l'on  remarque  que 

ô^  Z ô    ôZ  i>x  g)^Z    ^   t 

•      SX2  —  ^  iX  "  ôX        '        SX^  —  ôY        ' 

l'équation  obtenue  s'écrira 

(1 +X')^+2XY^-|^H-(H- Y')î^+ 2  X?|+2YÎ|  =0  (87) 

et   l'on  obtiendrait  le   même   résultat  en   différentiant  par 
rapport  à  Y. 

Nous  appliquerons  à  cette  équation  la  méthode  du  n°  o81. 
On  a  ici 


XY  ±  \/  —  1  —  X^  —  Y^ 

m,)  1  +  X-^  '  ■  . 

pour  déterminer  les  nouvelles  variables  que  nous  appel- 
lerons ^  et  Y)  nous  avons  à  intégrer  les  deux  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre 

Soit  m  l'une  quelconque  des  deux  racines  m^  ou  m^  ;  on  sait 
qu'il  faut  intégrer  le  système  auxiliaire 

dX       dY  dY       ^-  ' 

—  =  —         ou         ■jv  =  ^' 

Prenons  de  nouveau  la  dérivée,  il  vient 

(i^Y ÔÎ72       ôm  ôY ^  _,        ^ 

dT^  "~  SX  "^  ôY  ôX  "  ôX  "^  ^  ôY 

et  l'on  vérifie  sans  peine  que  le  second  membre  est  nul  ;  donc 
l'intégrale  du  système  auxiliaire  est 

dY        y,  -  ' 

aX 
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et  l'on  pourra  prendre  pour  nouvelles  variables 
,  _  XY  -h  v/1  —  X"  —  Y^ 


'^^'  ^  (88) 


_  XY  —  ^1  —X^  —  Y 

■^  "~  1  -h  X^ 

Avec  ces  variables,  l'équation  (87)  devient  simplement 

Ô^^      /^ 

ô^  ht]  ' 

d'où 

^  =  /'(0  +  ï'W> 

f[^)  et  tp  ("o)  étant  des  fonctions  arbitraires.  Un  calcul  analogue 
aurait  donné  aussi  y  comme  somme  de  deux  fonctions  arbi- 
traires. 

On  a  ensuite 


d'où 


5X~"^' 


Z=:    /   xdK=   /   f'(^dK~{-   /    (f'(r;)c^X, 


Y  étant  traitée  dans  l'intégration  comme  une  constante. 
Mais  les  équations  (88)  peuvent  s'écrire 


X  =  Y^-HV/-il-^|  (89) 

X  =  YïH-v/— 1— T,2) 

d'où,  en  difîérentiant  dans  l'hypothèse  Y  =  constante. 


dX  =Yd\-\-d  \/—  1  —  (^  =  Yd-ri  -\-  d  /—  1  —  7)2. 
Portons  ces  deux  valeurs  de  dX.  dans  les  intégrales  corres- 
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pondantes,  on  mettra  Z,  après  une  intégration  par  parties, 
sous  la  forme 


Z  =  Y/  (?)  -i-  V/-  1  -  ?2  f  ^)-     /   y/-  l  _  \^  f"  (0  d^ 


-^  Ycf  (vi)  4-  /_  1  -  r;-  tp'  (^)  _     /    /—  1  -T,2  ^"  (rij  cfr) 

-+F(Y).  . 

Or  on  a,  par  les  formules  de  Legendre, 

ôZ 
^  =  ôY' 

la  dérivée  étant  prise  dans  l'hypothèse  que  X  et  Y  sont  les 
variables  indépendantes.  Les  équations  (88)  fourniront  ^ 
et  j^Y  et  l'on  obtiendra  alors  pour  y  l'expression 

ï/  =  /'œ-^/"(Q  +  ?(-i)-^T'(-i)- 
Comme^  enfin,  on  a 

on  aura 


Les  trois  coordonnées  x,  ?/,  :r  sont  ainsi  exprimées  en  fonc- 
tion de  deux  paramètres  arbitraires  ?  et  v). 

eST.  11  n'est  pas  sans  intérêt  de  montrer  que  ces  formules, 
qui  sont  restées  longtemps  inutilisées,  peuvent  donner  des 
surfaces  réelles.  A  cet  effet  introduisons  une  nouvelle  variable 
et  une  nouvelle  fonction  arbitraire  définies  par  les  trois  équa- 
tions 

f"  (0  If"  (0      __  i  ^^¥  f"  )^)  _  1  y/,,N  ^^ 
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qui  se  réduisent  évidemment  à  deux  ;  chaque  numérateur  est 
la  dérivée  du  terme  en  ^  correspondant  dans  x^  y  ou  z.  Soit 
de  même 


Les  valeurs  des  coordonnées  prendront  la  forme 

x  =  \^    j    (1  —  u^)  §-(0)  du  4-  ^    /    (1  —  u])  ^,  {u,)  du, 

(1  —  ^2)  lf{u)  du  —  \\    (1  -h  w?)  i^i  (l^i)  C^Wi 


t^  ir(w)  du  -\-    I    Wj  ,3-  (Wj)  du^. 

Il  suffit  maintenant  de  prendre  pour  ê^(u)  et  pour  ITj  (wj.des 
fonctions  imaginaires  conjuguées,  de  donner  à  t^  et  Ui  des 
valeurs  imaginaires  conjuguées,  enfin  de  choisir  pour  chemins 
d'intégration  des  courbes  imaginaires  conjuguées  pour  avoir 
des  surfaces  réelles.  La  réciproque  de  cette  proposition  évi- 
dente a  été  démontrée  par  M.  Darboux  (Leçons  I,  p.  292). 
Si  l'on  pose 

^(^u)  =  F"'{u),        iri(wO=Fi'"K). 

on  obtiendra  les  formules  suivantes,  qui  sont  débarrassées  de 
tout  signe  d'intégration, 

ce  =  ^~  F"  (u)  -h  u  F'  (u)  —  F  {u) 

-+-  ^-==^  F/'  (u,)  H-  u,  ¥\  {u,)  -  F,  (u,) 

y  =  i     ^^  F"  (m)  —  iu  F'  (u)  -+-  i  F  (u) 

_  ^•  L^Jfi  F",  {u,)  -+  iu,  F\  (u,)  +  i  F,  (u,) 
z  =  uF"  (m)  —  F'  {u)  -^  u,  F\  (u,)  —  F'i  (w,) 
et  qui  ont  été  données  par  Weierstrass. 
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En  prenant  par  F  et  Fj  des  fonctions  alge'briques,  on  aura 
■des  surfaces  algébriques. 

658.  Onzième  exemple.  —  Reprise  d'un  théorème  de  Diri- 
chlet  relatif  au  potentiel. 

Nous  avons  cherché,  page  400,  l'extremum  absolu  de  l'inté- 
grale triple 


(  —  j   j  c?a;  c?y  dz. 


En  supposant  le  champ  d'intégration  invariable,  ainsi  que 
les  valeurs  de  V  et  de  ses  premières  dérivées  aux  limites  du 
champ  3  on  a 


.'^     /■^ 


I  dx  dy  dz, 


OU  en  intégrant  par  parties  les  trois  termes  respectivement 
par  rapport  à  ^,  à  ?/  et  à  ^  et,  remarquant  que  les  parties 
intégrées  s'annulent  aux  limites  du  champ, 


SJ=  — 2 


l^^^^miNdcodydz. 


€ette  variation  devant  être  nulle  identiquement,  on  aura 

ô^V      ô^v      ô^V      rt 
^x^        ^y^       ^z^ 

C'est  le  théorème  de  Dirichlet.  Il  prouve  que,  si  le  mini- 
mum existe,  il  est  une  solution  de  l'Equation  de  Laplace. 
Mais,  ainsi  que  Weierstrass  la  fait  observer,  l'existence  du 
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minimum  n'est  nullement  établie  (*)  et  la  démonstration 
manque  de  riguenr.  De  profondes  recherches  dues  à  MM.  Neu- 
mann,  Poincaré,  Schwarz  et  Harnack  ont  élucidé  cette  ques- 
tion dans  un  grand  nombre  de  cas.  Nous  ne  suivrons  pas 
ces  savants  géomètres  sur  ce  terrain  ;  il  nous  en  coûterait 
d'abandonner  un  genre  de  raisonnement,  fécond  au  moins 
pour  la  découverte,  et  qu'on  peut  toujours  essayer  de  rendre^ 
plus  rigoureux  dans  chaque  problème  particulier.  Nous  pré- 
férons adopter  l'énoncé  suivant  dû  à  M.  Hilbertqui  l'a  appuyé 
par  d'ingénieuses  considérations  (Voir  la  traduction  dans 
les  Nouv.  Ann.  de  Math.,  année  1900)  :  «  Tout  problème 
«  du  Calcul  des  Variations  possède  une  solution  pourvu  que 
«  certaines  hypothèses  restriticves  convenablement  choisies, 
«  relatives  à  la  nature  des  conditions  limitatives  données, 
((  soient  remplies,  et,  nécessairement  aussi,  pourvu  que  ce 
«  que  l'on  entend  par  le  mot  solution  éprouve  une  générali- 
«  sation  conforme  au  sens,  à  la  nature  des  choses.  » 


Extreiiiums  des  fonctions  définies  par  des  équations 
différentielles 


659.  Le  premier  problème  d'extremum  que  nous  avons 
traité  peut  s'énoncer  ainsi  :  déterminer  une  fonction  y  telle 
qu'une  fonction  J,  définie  par  l'équation 

d]  ^  /  dy 

dx       'V    '       dx 

soit  extremum,  connaissant  les  valeurs  y^^  Jo>  des  variables  y 
et  J  pour  X  =■  Xq  et  la  valeur  yi  de  y  pour  x  =  .Yj. 

(*)  C'est  ainsi  qu'il  n'existe  pas,  parmi  toutes  les  courbes  qui  tou- 
chent deux  droites  données  en  deux  points  donnés  A  et  B,  de  courbe 
plus  courte  que  toutes  les  autres,  puisque  le  plus  court  chemin  de  A 
à  B  est  la  droite  AB,  dont  les  courbes  cherchées  peuvent  évidemment 
se  rapprocher  indéfiniment  sans  se  confondre  avec  elle.  (Exemple 
communiqué  par  M,  Hadamard). 
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De  même  le  problème  isopérimétrique  peut  être  lormulé  de 
la  manière  suivante  :  connaissant  les  valeurs  J,,,  Ko,  2/0.  Ki»  Vii 
satisfaire  aux  équations 

dx  -  ^V'  ^'  dLxy  dx  -  ^  T'  ^'  dœ) 

de  manière  que  ^1  soit  extremum. 

660.  D'une  manière  générale,  nous  traiterons  le  problème 
suivant  :  connaissant  les  valeurs  initiales  et  finales,  sauf  une, 
des  variables  y,  z,  u  qui  satisfont  aux  équations 

cpi  {x,  y,  z,  u,  t/',  z',  u')  =  0   I 

?2  (^»  y>  ^»  ^>  y»  ^'>  "^0  =  0  \ 

déterminer  les  fonctions  y,  z,  u  de  manière  que  la  valeur 
finale  inconnue  soit  un  extremum.  Nous  supposerons  données 
yo>  ^Q,  Wq,  2/1,  -1  ;  Ui  devra  être  extremum.  Il  faudra  pour  cela 
que  l'accroissement  de  u^^  conserve  un  signe  constant,  quelles 
que  soient  It's  variations  arbitraires  attribuées  aux  fonctions  y 
et  z,  c'est-à-dire,  ainsi  que  nous  l'avons  souvent  expliqué, 
qu'on  aura  toujours  la  condition  nécessaire 

D'ailleurs,  au  lieu  de  donner  i/o,  Zq  ...,  on  pourrait  simple- 
ment supposer  qu'il  existe  entre  ces  quantités  certaines  rela- 
tions. Le  lecteur  traitera  sans  peine  ce  cas  d'après  les  règles 
formulées  dans  les  sections  précédentes.  De  même  on  étendra 
facilement  ce  qui  va  suivre  au  cas  d'un  plus  grand  nombre  de 
variables.  Nous  ferons  seulement  observer  que  le  problème 
actuel  est  plus  général  que  ceux  traités  jusqu'à  présent  ;  par 
exemple,  il  permettrait  de  trouver  l'extremum  de  l'intégrale 


J  = 
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dans  laquelle  s  désigne  la   longueur  de  l'arc  de  la   courbe 
inconnue. 


■tX 


s=    I       -"-  \/i  -i-  y 


Il  suffirait  d'écrire 

n^,  y,  y',  s),      (§)'  =  1  +  ?/^ 


dx 


spour  rentrer  dans  le  type  (94). 

Remarquons  encore  que  l'on  pourrait  éliminer  une  des 
fonctions,  y  par  exemple,  entre  les  équations  (94).  Le  problème 
ne  comporte  donc  au  fond  qu'une  fonction  arbitraire. 

661.  Difîérentions  les  équations  (90)  par  rapport  au  signe  S  • 
nous  obtenons  ainsi  les  nouvelles  équations 

cfV.  ^y  -^  '"  +  ?V'/  ¥  H- ...  =  0  ; 

-      ^2-y  %  +  •••  -H  ?Vî/'  oy'  -h  ...  =0    \  ^     ■   ■ 

Multiplions  ces  équations  par  des  indéterminées  ?j  et  ^^  î 
ajoutons  les  et  intégrons  par  rapport  à  x.  Nous  obtenons 
l'équation 


l{U¥vj-^U^'-2,)^y-^-]da^  =  0;  (92) 


comme  on  a 


^  , r^  dy dh/ 

ClCo  (Xi  (a) 

v^ij  dx  =  I  vly  r  ^  —    /        0?/  -y-  dx. 


dx 

^0  *^  Xq 
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l'équation  (96)  s'écrira 


/ 


^0 

-4-  \(l.d -4-  Lœ'_..,'\  o/v  -1-  ...1 


(93) 


[(^.?V,/  +  ^2îV.')5y-t-...K;  =  0; 


choisissons  ^i  et  \^  de  manière  à  annuler  les  crochets  multipliés 
par  ly  et  par  Iz,  sous  le  signe  /,  il  en  résultera  que  celui 
en  lu  devra  être  aussi  nul,  puisque  le  problème  comporte  une 
arbitraire  ;  on  aura  ainsi  les  conditions  , 

qui,  jointes  aux  équations  (90),  déterminent  \^,  \^,  y,  z  et  u. 

La  partie  tout  intégrée  devra  être  aussi  nulle  ;  seulement,  si 
l'on  ohserve  que  les  valeurs  initiales  des  variables  sont 
données,  on  aura  identiquement 

2^0  =  5-0  =  Swq  =  0 

€t  l'annulation  de  la  partie  intégrée  donne  l'équation 

Dans  le  cas  actuel,  î/i  et  z^  sont  données  c'est-à-dire  qu'on  a 
encore 

%1  =  0^1  =  0 

et  il  en  résulte 

8u,=:0;  (93) 

la  condition  nécessaire-  pour  qu'il  y  ait  extremum  est  donc 
(remplie.  Les  constantes  introduites  par  l'intégration  des 
équations  (94)  seront  déterminées  par  les  conditions  initiales. 
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66!S.  Si  l'on  n'a  qu'une  équation  (90)  et  si  de  plus  on  la  met 
sous  la  forme 

cpi  =  u'  —  f{x,  y,  z,  y',  z'), 

la  seule  arbitraire  ^^  est  nécessairement  une  constante,  à  cause 
de  la  dernière  équation  (94),  et  ces  équations  (94)  se  ré- 
duisent aux  conditions  connues 

d 
iv        rirn  ly'  — 


dx 

d_ 

dx 


r--  -4zU==  0. 


663.  Reprenons,  par  exemple,  le  problème  traité  au  nu- 
méro 630.  Il  s'agit  de  résoudre  les  deux  équations 

tfi  =  w'  —  ly  =  0,         o,  =  z'  —\/\-^  y'-'  =  0, 

sachant  que  la  valeur  de  u^   correspondante  k  x  =  ocx,   doit 
être  un  minimum  et  que  de  plus,  on  doit  avoir 

y  =  z  =  u  ^=-  Q     pour     a;  =  0 

et 

y  =zQ,  z  =  l    pour     X  =  x^^ 

Les  deux  dernières  équations  (94)  montrent  d'abord  que  ^^ 
et  ?2  sont  constants;  si  l'on  appelle  a  le  rapport  de  ces  cons- 
tantes, la  première  de  ces  équations,  intégrée,  donne  alors 

^ =  a  {oG  —  c). 

i/l  H-  2/'2 

L'intégration  est  immédiate  ;  on  trouve  le  cercle 

^2  {cG  —  cf  -i-a^y  -^  hf  =  1. 
Les  conditions  aux  limites,  relatives  à  y  donneront 

a2(52_^c2)  =  J,        2c  =  .^1. 
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Les  constantes  b  et  x^,  par  exemple,  seront  ensuite  détermi- 
nées par  les  conditions  aux  limites  relatives  à  la  fonction 


Elles  sont  faciles  à  écrire. 


Indications   sommaires  permettant  de  distinguer 
dans  certains  cas  le  maximum  ou  le  minimum 


664.  Le  but  que  nous  nous  étions  proposé  est  maintenant 
atteint  ;  les  conditions  nécessaires  à  l'existence  du  maximum 
ou  du  minimum  sont  établies,  et  le  champ  des  recherches 
est  liaiité.  I^es  courbes  ou  surfaces  extrémales  devront  être 
cherchées  parmi  les  solutions  d'équations  que  nous  avons 
appris  à  former,  au  moins  dans  le  cas  où  ces  courbes  et  sur- 
faces sont  a  priori  supposées  continues  et  analytiques.  Mais 
il  restera  au  lecteur  à  vérifier,  dans  chaque  problème  parti- 
culier, s'il  a  effectivement  un  extremum  et  même  si  le  pro- 
blème comporte  un  extremum.  Voici  à  cet  égard  quelques  in- 
dications dues  à  M.  Hilbert  (Congrès  des  mathématiciens,  1900, 
Compte  rendu,  p.  108). 


665.  Considérons  l'intégrale 


h=    I       [r-^{v'^-p)fv]dx      .  (96) 


dans  laquelle  /  est  mis  pour  f{p,  y,  x)  ei  /;/  est  la  dérivée 
partielle  prise  par  rapport  à  p,  et  cherchons  quelle  fonction 
p  (x,  y)  il  faut  substituer  à  p  pour  que  l'intégrale  Ji  soit  indé- 
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pendante  du  chemin  d'intégration.  Nous  avons  vu  (*)  (Chap.  11, 
n°  97)  qu'en  mettant  cette  intégrale  sous  la  forme 

[(f  —  Pfp)  dx-^fjdy]r 


on  a  la  condition  (SJ^  =  0) 

ôî/  '  ÙX 

qui  donne  p  comme  solution  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  ;  cette  condition  développée  est 

(/;/ + pm  I  +  /;/2  f^  +  pfp",y  -+-  fv;,.  -  /;  =  o.  (o?) 

Elle  a,  comme  on  va  le  voir,  un  lien  des  plus  intimes  avec 
l'équation  différentielle  des  extrémales 

-^f -/-/^O         ■  '      (98) 

relative  à  l'intégrale 

J  =  /    f{x,  y>  y')  àco. 


Donnons  en  effet  à  y  une  variation  ly  ;  nous  aurons 

8J=    /     [fr^y-\-Uly')dx  '  (99) 

°Ji=    /      [/•;8z/-l-/,/S,v'  +  (r/;-p)o7;]c^a;.     (100) 


(*)  Le  calcul  du  Chap.  II  peut  se  résumer  en  disant  que  la  variation 
de  l'intégrale  appelée  I  est  nulle. 
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Si  donc  on  a  choisi  pour;j  une  solution  de  l'équation  (97), 
les  courbes  intégrales  de  l'équation  différentielle  ordinaire 

y'  =  p  ip^,  y) 

seront  également  -intégrales  de  (98),  c'est-à-dire  seront  des 
extrémales  du  problème  de  variations  considéré.  En  effet,, 
dans  ce  cas,  8Jj  se  réduit  à  ôj  et  ces  deux  variations  sont  nulles 
en  même  temps.  Réciproquement  connaissant  une  famille,  à 
un  paramètre,  de  courbes  extrémales,  on  pourra  toujours 
former  une  équation  du  premier  ordre 

y'  =  v  (^>  y) 

dont  ces  courbes  soient  les  solutions  ;  la  fonction  ;:>  ainsi 
obtenue  sera  une  intégrale  de  l'équation  (97). 

11  résulte  de  ce  qui  précède  qu'en  désignant  par  y  l'ordonnée 
d'une  extrémale  et  par  ï/  sa  dérivée  par  rapport  à  x,  on  aura 


h=    /      [t{v)'^{y'-p)fJ{l^)\do^=    /      f{y')dœ 


la  première  intégrale  est  prise  le  long  d'une  courbe  quelconque 
et  la  seconde  le  long  d'une  extrémale  ;  les  deux  intégrales 
sont  égales  puisque,  par  suite  du  choix  de  p,  Ji  est  indépen- 
dante du  chemin  d'intégration.  Arrivons  enfin  à  la  compa- 
raison de  l'intégrale  analogue  prise  le  long  d'une  extrémale 
avec  l'intégrale  prise  le  long  d'une  courbe  quelconque  ;  nous 
voulons  parler  de  la  différence 

f^)  dx-  ï  r{Tj)  dx 

dont  le  signe  nous  fixera  sur  la  question  de  savoir  si  l'on  a  un 
maximum  ou  un  minimum.  Cette  différence  a  pour  expression 

AJ=    /      ¥.{y',p)dx,     • 
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en  posant,  avec  AVeierstrass, 

E  {y',  p)  =  rW)  -  fip)  -  {y'  -  p)  r;  (p). 

666.  Revenons,  par  exemple,  au  problème  que  nous 
avons  traité  dans  le  numéro  618  (plus  court  chemin  entre 
deux  points).  On  a 


f(p)  =  v/i  -h  p'        A?/)  =  /i  H-  y"  ; 

donc 


E  (y,  p)  =  \/i+  xf^  -  sj\  -HP'-  -  (y  -  p) 


V/l  H-  p\ 


\J\    -t-   p2  /l    _^   ^/2  _   (^1    _,_  py/)    ^ 


v/i" 


p^ 


Le  numérateur  est  esentiellement  positif  ;  car  le  carré  du 
premier  terme  est  supérieur  au  carré  du  module  du  second  en 
vertu  de  l'identité 

(1  +  f')  (1  +  if-)  -  (1  +  piij  =  [p-  y'Y 

La  fonction  E  [y' ,  p)  étant  essentiellement  positive,  il  en  est 
de  même  de  AJ  et  l'on  a  bien  un  minimum. 
Dans  le  sixième  exemple  (n°  631),  on  a 

y 

^^  ^^''  ^^  ^  Tî^T^^  [^'^  -  y"  y~"  ^^  -  ^' y"  ~  ^  +  py' y"^ 

et  l'on  voit  aisément  que  le  crochet  est  toujours  négatif  ;  on  a 
donc  bien  affaire  à  un  maximum. 


66'î'.  Des  considérations  analogues  ont  été  développées  par 
M.  Hilbert  pour  les  intégrales  doubles.  En  voici  la  conclusion. 

Désignant  toujours  par  p  ei  q  les  dérivées  de  z  relatives  à 
une  surface  extrémale,  tandis  que  z'^  et  z'y  sont  les  dérivées 
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de  z  pour  une  surface  quelconque.  La  fonction  qui  permettra 
de  reconnaître  si  l'intégrale 

/       1    F  (J7,  y,  Z,  z'^,  z'y)  dx  dy 


est  maximum  ou  bien  minimum  sera 

E  {z',,  z'y,  p,q)  =  ¥  (z',,  z'y)  -  F  (p,  q)  -  [Z',  -  p)  F',  (p,  q) 

—  {z'v  —  q)  F'g  {p,  q). 
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